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THÉORIE 

DE  LA  LIBRÂTION  DE  LA  LUNE, 


DES    AUTRES     PHENOMENES    OUI     DEPENDENT    DE     LA     FIGURE    NON     SPHERIQUE 
DE    CETTE     PLANÈTE. 


(  Nouveaux  Méinnires  de  V Aradéinie  royale  des  Sciences  et  Beltcs-Lelln 
de  Berlin,  année  1780.I 


C'est  un  phénomène  reconnu  depuis  longtemps  que  la  Lune  nous  pré- 
sente toujours  la  même  face;  mais  ce  n'est  que  depuis  l'inveulion  des  lu- 
nettes qu'on  a  pu  déterminer  les  lois  de  la  libration,  c'est-à-dire  de  ces 
balancements  que  la  Lune  parait  faire  autour  de  son  centre,  el  par  les- 
quels, dans  le  cours  de  chaque  mois,  elle  nous  cache  el  nous  découvre 
alternativement,  veis  ses  bords,  quehjue  partie  de  sa  surface.  Galilée  est 
le  premier  qui  ait  observé  la  libration,  mais  il  parait  n'en  avoir  bien 
connu  qu'une  partie,  celle  qui  se  fait  perpendiculairement  à  rcclij)ti(|ue, 
el  qu'on  nomme  libration  en  latitude.  Hévélius  découvrit  ensuite  la  libra- 
tion en  longitude;  mais  il  était  réservé  à  Dominique  Cassini  de  donner 
une  explication  générale  et  complète  de  ce  phénomène.  Il  trouva  (|n'on 
pouvait  satisfaire  à  toutes  les  apparences  de  la  libration,  en  supposant  : 
1°  que  la  Lune  tourne  uniformément  autour  d'un  axe  dont  les  pôles,  lixes 


(i  TIlKdlUK 

Mir  >;i  siirl';i(  f,  mi'h'mI  coiislanimi'iil  clcvrs  suc  rf(li|ili(|iii'  ili'  ^~"{ .  "'t  sni' 
Ir  plan  ilr  rmliilc.  tir  S->"^ ,  et  soient  touioiirs  sur  un  i^iaiid  cercle  du 
-ImIm-  (le  la  l.nne.  |iaiallè!e  au  i;ran(l  cercle  qui  passe  par  les  pôles  de 
rmliil.'  el  par  ceux  de  l"ecli|ili(|ue  :  2"  (|iie  la  rolatioii  de  celle  riauète 
aulour  de  S(Ui  axe  s'aclii've  dans  l'espace  de  2j  jours  el  ."•  Ju-urcs,  par  une 
période  ej;ale  ii  celle  du  retour  de  la  Lune  au  nœud  de  sou  orbite  avec 

l'ei  lipliipie. 

(iette  Tlieoiie  ne  parut  (ju'après  la  mort  de  Cassini.  S(Ui  tils  Jaccjues 
(".assini  la  donna,  en  1-21.  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  dex  Sciences 
de  l'iins.  mais  sans  aucun  détail  des  oliservations  (|ui  a\aicnt  servi  à  l'e- 
laldir.  Klle  avait  donc  liesoin  d'être  véritiée  par  de  nouvelles  (d)serva- 
lioMS,  et  c'est  de  l'eu  Toliie  .Mayer  (]u'elle  a  re(.'U  lii  |)erlection  (|ui  lui  nian- 
ijuait  encore,  ("et  .\>trnnonie  pulilia  l'U  i^m),  dans  les  l\<)sm<)i:r(i/dnscJie 
\(irliricliteii  de  Niiremiieii;,  la  preniit're  Pai'lie  d'un  Tniité  sur  Id  rotation 
di  la  Lune  et  le  mouwment  apparent  de  ses  taches,  destiné  ii  servir  de 
liase  il  une  nouvidie  Sidenogi'apliie.  On  doit  regretler  (|ue  l'An  leur  ne  l'ail 
pa.s  aclievi'-.  mai>  ce  ipi'il  nous  en  a  laisse  peut  ètie  icgar'de  connue  tui 
Onvrajj;e  complet  >ur-  la  Théorie  astronomi(|(n'  de  la  lihration. 

Par  uin-  suite  d'o|p>ervation>  de  pliisiiins  taches  de  la  Lune,  faites  avec 
soin  pendant  les  aMnee>  171''^  et  i~/\\).  el  calciili'cs  avec  tonte  la  préci- 
sion el  l'elegance  (|n'on  peni  désirer.  Maxcr  trouve  (|ue  le  plan  de  l'écpia- 
lenr  lunaire  est  in(  liné  sur  le  plan  de  reclipti(|in'  de  i  degré  el  29  mi- 
nutes, (pie  la  section  de  (  (•>  deux  plans  est  toujours  il  peu  [iirs  parallide 
a  la  ligne  des  iKiMids  nioMiis  d,.  rmliiir  ,\v  |;i  l.iiiic,  cil  sorte  (pie  le  plan 
de  l'ei  lipti(|ue  loiiihe  entre  les  deiix  plans  de  l'eipiateui'  el  de  l'orliite  de 
la  Lune,  et  (pie  la  Luile  lollllie  slir  l'axe  de  son  e(pialelir.  d'Occident  en 
Orient,  de  manii-re  ipie  clia(|iie  point  de  cel  e(|iialeur  revient  au  point 
e(|uinoxial  lunaire  dan.>  un  Icinps  piéciseineiit  e-al  ii  c(dui  dans  lecpiel  la 
Lune  revient  au  nieiid  par  >on  iiKnivemeiii  iiio\en.  c'est-ii-dire  dans  l'es- 
pace de  1  \i\ii\s  draronilif/uf .  leipnd  est,  (nmiiie  on  sait,  de  27J  ^''e*"  5G\ 
(!e.s  iléteiniinalions  s'accordent  avec  c(dles  de  (lassini,  ii  l'exception  de 
l'iiM  liiiaison  de  re(piateiir  lunaire.  (|ue  Cassini  a  faite  de  2  degrés  et  demi, 
et  (pie  Mayer  a  diminuée  de  1   degré.  Ola  pourrait  faire  croire  (Uie  cette 
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inclinaison  est  variable  et  va  en  diminuant;  mais  Maver  prétend  qu'on 
peut  prouver,  par  des  observations  faites  du  temps  de  Cassini.  que  cet 
Astronome  s'est  en  effet  trompé  de  i  degré  dans  la  détermination  de  l'in- 
clinaison de  l'équateur  lunaire,  et  il  promet  d'en  donner  la  démonstra- 
tion  dans  une  autre  Partie  de  son  Ouvrage.  Enfin  les  déterminations  de 
Mayer  se  trouvent  confirmées  par  leiobservations  que  M.  de  la  Lande  a 
faites  en  1763,  et  dont  il  a  donné  les  détails  et  les  résultats  dans  les  Mé- 
moires de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris  pour  1 764  ;  il  est  vrai  que  .M .  de 
la  Lande  trouve  i  degré  et  43  minutes  pour  l'inclinaison  de  l'équateur 
lunaire;  mais  cette  différence  pouvant  être  attribuée  aux  erreurs  des  ob- 
servations, on  n'en  saurait  encore  rien  conclure  par  rapport  a  la  variabi- 
lité de  cette  inclinaison. 

Telles  sont  les  lois  de  la  rotation  de  la  Lune  qu'on  a  déduites  des  ob- 
servations, et  qui  étant  combinées  avec  celles  du  mouvement  de  celte 
Planète  autour  de  la  Terre  suffisent  pour  déterminer  a  ehaque  instant  la 
position  apparente  du  disque  lunaire;  mais  si  la  connaissance  de  ces  lois 
suffit  pour  les  besoins  de  l'Astronomie,  l'Astronomie  pbysique  exige  de 
plus  la  connaissance  de  leurs  causes;  et  cette  dernière  connaissance  est 
d'autant  plus  intéressante  qu'elle  peut  fournir  les  moyens  non-seulement 
de  constater  et  de  rectifier  les  lois  déjà  connues,  mais  encore  d'en  dé- 
couvrir de  nouvelles.  L'accord  des  nœuds  de  l'équateur  de  la  Lune  avec 
ceux  de  son  orbite,  et  l'égalité  entre  la  révolution  de  rçquatciii'  ilc  la 
Lune  par  rapport  à  ses  nœuds  et  la  révolution  de  cette  Planète  dans  son 
orbite  par  rapport  aux  nœuds  de  cette  orbite,  sont  peut-être  les  pliéno- 
mènes  les  plus  singuliers  du  Système  du  monde.  Il  résulte  de  leur  com- 
binaison que  la  durée  de  la  rotation  entière  de  la  Lune  doit  être  parfaite- 
ment égale  à  celle  du  temps  périodique  de  cette  Planète;  et  cette  égalité 
est  évidemment  une  suite  nécessaire  de  ce  que  la  Lune  nous  niontic  tou- 
jours la  même  face;  pbénomène  qui  pour  être  connu  depuis  longtemps 
n'en  est  pas  moins  extraordinaire,  quoique  d'ailleurs  il  ne  paraisse  pas 
unique  dans  le  Système  du  monde.  Lu  effet  il  senilde  (|ii'on  puisse  con- 
clure quelque  chose  de  semblable,  à  l'égard  du  premier  satellite  de  Sa- 
turne et  du  quatrième  satellite  de  Jupiter,  des  observations  faites  par 


.s  riir.oKiK 

(;.i>.siiii  ri  M:m:iI(Ii  --iii'  les  liiclics  île  ri-s  .siitcllilts  rayez  V  Histoire  de  l'As- 
tniiiD/nii  r/ii/i/rr/ii .  Il\ir  .\ ,  ï;  Mil,  cl  livif  XI,  §  XVI  :  ce  (|iii  pork'iail  à 
K-^iiiilcr  celle  cj^MJilc  ciilic  l;i  idliitidii  cl  la  rev(iliiti(iii  ccumiic  une  lui 
^ciiiMale  (les  l'iaiii'tcs  secoiltlaires. 

t^tiMii  i|iril  cil  suit.  (Dniilie  le  syslcine  di'  rallraiiidii  universelle  uc 
rcMil  |UM|u"a  |ii-csenl  aiuiiiie  laisou  île  la  nilarKiii  des  iMaitèli'S  autour  lic 
leur-  .i\c>.  il  n'eu  |ieul  reriilre  au<'iiiie  de  réi^alilé  d(Uit  il  s'ai^il.  Le  uimi- 
\ciuchl  t\>-  rnlalioii  d'un  e(U'|is  est  indepeudaiil  de  miu  uKuncinciit  de 
iran>laliou  :  c(  >  deu\  uiiuncnieuls  rcsulleni  d'une  iiu|uiisi()n  primitive 
il  ailiitraire.  et  |M'ii\ent  être  par  e(iiisé(iuciil  entre  eux  dans  Ud  rappiu'l 
(|ue  l'un  veut.  Si  dcuu-  la  rntalion  de  la  l.nne  esl  uniforme  el  parl'ailemcnl 
cj^ale  il  >a  rcNidiirnui  autour  (\v  la  Terre,  il  esl  nécessaire  de  supposer  ipie 
la  vitesse  de  rotalioli  pi'imilivc,  imprimée  ii  coite  PlaiiiMe,  est  exaelement 
lirait-  a  sa  vitesse  moyenne  de  translation  autour  de  la  Terre  ;  el  il  est  clair 
(pic  cette  i'i;alitc  doit  être  tout  a  lait  liijiuircuse :  autrement  la  dilléreiice 
entre  les  aUiilo  <leciils  par  les  méridiens  de  la  Lune  autour  de  son  axe  et 
les  aii;,dcs  parcourus  en  ineine  leinps  |)ar  le  centre  de  la  Lune  autour  de 
la  Icrre  irait  coiitiiiuclleinciit  en  aiii;inciitaiil  ;  d'oii  il  s'ensni\i'ail  ipic 
celle  l'Ianéle  devrait  a  la  longue  présenter  successivemeiil  ses  laces  à  la 
T<'rre.  Mais  cette  eiiaiite  rii;()urense  n'est  jilns  uécessaii'e  si  l'on  suppose 
'pic  le  nioiivciiient  lie  lotalion  de  la  Lune  soit  sujet  ;i  ipielipu'S  inét^alités 
dcpcjidanles  de  l'altiaction  de  la  Teire  sur  cette  Planèle  supposée  non 
splieiiipie.  Il  siillit  en  ce  cas  que  la  Lune  ait  l'crn  une  vitesse  de  rotation 
pi  iiiiitive  peu  diUeienlc  de  sa  vitesse  moyenne  de  Iraiislalioli,  el  (|n"en- 
siiilc  l'aclion  de  la  Tel  iv  delrnise  rell'et  de  celle  petite  dillereiice,  eu  em- 
pci  liant  le  lolc  i\r  l.i  Liiiir  qui  est  louriic  vers  la  Terre  de  s'en  «'carter  au 
delà  d'un  certain  terme,  a  peu  pri-s  comme  raclion  de  la  i>ravité  retienl 
aiilonr  de  la  pei  pciidiculaiic  un  pendule  ipii  n'a  reçu  (lu'iine  impulsion 
•isse/  petite. 

t.etle  maiiicrc  d"e\pli(|iiei  poui'ipioi  la  Lune  nous  inonlre  louji>nrs  à 
peu  pri-s  la  même  l'ace  est  assez  simple  cl  naturidie:  je  l'avais  (léjà  pro- 
posée dans  mes  Itcclicnlirs  sur  la  lihrdlinn  de  lu  l.itnc  présentées  à  l'.Aca- 
deiiiie  de>  Sciences  de  Paris  en  |-(i'^)    voyez  le  tome  IX  des  l'rix  de  cette 
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Académie  (*)].  M.  d'AliMiilicrt  l'a  contirniée  depuis  par  unr  analyse  en- 
core plus  exacte  de  ce  Problème;  et  elle  ne  parait  rien  laisser  à  désirer 
sur  le  phénomène  de  l'égalité  entre  la  révolution  de  la  Lune  autour  de 
son  centre,  et  sa  révolution  autour  de  la  Terre,  du  moins  en  tant  que  l'at- 
traction universelle  peut  en  rendre  raison. 

Mais,  si  l'on  est  parvenu  à  trouver  une  explication  satisfaisante  de  ce 
phénomène,  il  parait  qu'on  n'a  pas  été  si  heureux  à  l'égard  de  l'autre 
phénomène  de  la  rotation  de  la  Lune,  qui  concerne  l'égalité  entre  le 
mouvement  des  nœuds  de  l'équateur  lunaire  et  celui  des  nœuds  de  l'or- 
hite  de  la  Lune.  En  considérant  cette  Planète  comme  non  sphérique,  il 
est  clair  que  l'action  de  la  Terre  doit  continuellement  changer  la  posi- 
tion de  son  équateur,  comme  l'action  de  la  Lune  et  celle  du  Soleil  dépla- 
cent à  chaque  instant  l'équateur  de  la  Terre;  mais  le  aiouvemenl  des 
points  équinoxiaux  de  la  Terre  est  très-lent  (n'étant  que  de  5o'  par  an) 
et  parait  n'avoir  aucun  rapport  aux  mouvements  du  Soleil  et  de  la  Lune; 
il  n'y  a  que  l'inégalité  périodique  de  ce  mouvement,  qu'on  appelle  l'e- 
quation  de  la  précession  des  équinoxes,  et  la  petite  variation  de  l'obliquité 
de  l'écliptique,  qu'on  nomme  la  nutalion  de  l'axe  de  la  Terre,  qui  dé- 
pendent du  mouvement  des  nœuds  de  la  Lune.  Aussi  M.  d'Alembert,  (|ui 
s'est  occupé  le  premier  de  la  Théorie  physique  de  la  libration  de  la  Lune, 
en  appliquant  à  cette  Planète  les  formules  qu'il  avait  données  pour  la 
Terre,  a  d'abord  trouvé  des  résultats  peu  conformes  aux  observations 
voyez  le  XV"^  Mémoire  de  ses  Opuscules,  tome  II).  Je  tâchai  dans  mes 
Recherches  sur  la  libration  de  suppléer  ce  qui  manquait  à  cet  égard  à  la 
Théorie  de  M.  d'Alembert,  en  faisant  voir  que  la  circonstance  de  l'égalité 
entre  le  temps  de  la  rotation  de  cette  Planète  et  celui  de  sa  lévolutiou 
autour  de  la  Terre  empêche  que  les  formules  du  mouvement  de  l'axe  de 
la  Terre  ne  puissent  avoir  lieu  par  rapport  à  celui  de  la  Lune,  et  en  don- 
nant les  véritables  équations  qui  doivent  servir  à  déterminer  le  vrai  mou- 
vement de  cet  axe;  mais  voyant  que  ces  équations,  qui  sont  au  nombre 
de  deux,  et  du  second  ordre,  étaient  trop  compliquées  pour  pouvoir  être 

(*)  Le  Mémoire  dont  il  est  ici  question  appartient  à  la  troisième  Section  des  OEunes  de 
Lngraiige.  [Note  de  rÉditeur.) 

V.  1 
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intt'fîiTfs  li^joiinnisemeiil  p;ir  les  iiiftliodos  connues,  jo  ino  contcnlai  de 
les  liiiilt'i-  toninu'  M.  (l'Aleinln'it  avait  fait  i-elles  du  mouvement  do  l'axe 
de  la  Terre,  en  les  réduisant  au  premier  ordre  par  l'omission  des  termes 
(|ui  rontiennent  les  dilîérenoes  secondes  des  variables,  et  (lue  je  supposai 
pDUvoii'  être  né^'ligés  sans  erreur  sensible.  J'obtins  de  cette  manière  de 
nouvelles  l'oruiules  pour  les  mouvements  de  l'axe  lunaire,  mais  dans  les- 
i|uclles  II'  mouvemeul  îles  nœuds  de  l'orbite  de  la  Lune  n'avait  aucun 
lapporl  au  mouvement  des  nœuds  de  son  é(|uateur;  l'égalité  de  ces  deux 
mouvements  étant  ensuite  supposée,  je  trouvai  qu'il  résultait  de  là  (|ue 
l'axe  de  la  Lune  devait  s'approclier  insensiblement  du  plan  de  l'éclip- 
tique,  ce  <|ui  parait  contraire  aux  observations.  M.  d'Alembert  ayant  re- 
pris cette  matière  dans  les  Mémoires  de  l' Acadéhiie  des  Sciences  de  Pans 
pour  17(3^.  et  l'ayant  discutée  avec  beaucoup  plus  de  profondeur  Bt  de 
détail  (|u'on  n'avait  encore  fait,  est  parvenu  à  des  résultats  analogues 
aux  miens,  mais  plus  généraux;  il  a  déterminé  de  plus,  par  des  équations 
et  des  constructions  géométriques  fort  simples,  les  cas  où  les  mouvements 
des  |)oinls  équinoxiaux  lunaires  et  des  nœuds  de  l'orbite  de  la  Lune  doi- 
vent être  égaux,  et  ceux  où  leur  plus  grande  diflerence  en  longitude  peut 
être  égale  ou  moindre  que  la  circonférence,  mais  toujours  dans  la  sup- 
|)osition  (|ue  les  équations  difTérentielles  des  mouvements  de  l'axe  de  la 
Lune  puissent  être  regardées  et  traitées  comme  des  équations  différen- 
tielles du  premier  ordre. 

On  voit  par  là  que  le  Problème  des  mouvements  de  l'axe  lunaire  n'a  été 
résolu  jus((u'ici  d'une  manière  satisfaisante  ni  du  côté  de  l'Analyse,  ni 
par  rapport  à  l'observation;  et  que  le  système  de  la  gravitation  univ.er- 
.selle,  qui  a  si  bien  rendu  raison  des  différents  mouvements  de  la  Lune 
autour  de  la  Terre,  n'a  pas  encore  expliqué  le  point  le  plus  remarquable 
de  la  Théorie  de  cette  Planète,  la  coïncidence  des  nœuds  de  l'équateur 
lunaire  avec  ceux  de  l'orbite  de  la  Lune,  .l'ai  donc  cru  devoir  revenir  sur 
cette  <|uestion  et  la  traiter  avec  toute  l'exactitude  et  tout  le  détail  qui 
stmt  dus  à  son  importance  et  à  sa  dilliculté;  et,  pour  lu;  rien  laisser  à  dé- 
sirer sur  les  pbénomènes  qui  peuvent  dépendre  de  l'attraction  de  la  Terre 
sur  la  Lune  supposée  non  spbérique,  je  me  suis  proposé  d'examiner  non- 
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seulement  ceux  (jui  unt  i'a|i|)ort  à  la  rotation  de  cette  Planète,  mais  aussi 
ceux  cjui  regardent  le  mouvement  de  translation  de  la  Lune  autour  de  la 
Terre. 

Tel  est  l'objet  des  Recherches  que  j'ai  l'honneur  de  présenter  ii  l'Aca- 
démie; elles  sont  partagées  en  cinq  Sections. 

La  première  est  destinée  à  l'exposition  d'une  méthode  générale  et  ana- 
lytique pour  résoudre  tous  les  Problèmes  de  la  Dynamique.  Cette  mé- 
thode, que  j'ai  employée  le  premier  dans  ma  Pièce  sur  la  libration  de  la 
Lune,  a  l'avantage  singulier  de  ne  demander  aucune  construction  ni 
aucun  raisonnement  géométri({ue  ou  mécanique,  mais  seulement  des 
opérations  analytiques  assujetties  à  une  marche  simple  et  uniforme.  Elle 
n'est  autre  chose  que  le  principe  de  Dynamique  de  >L  d'Alembert,  réduit 
en  formule  au  moyen  du  principe  de  l'équilibre  appelé  communément 
loi  des  vitesses  virtuelles.  Mais  la  combinaison  de  ces  deux  principes  est 
un  pas  qui  n'avait  pas  été  fait,  et  c'est  peut-être  le  seul  degré  de  perfec- 
tion qui,  après  la  découverte  de  M.  d'Alembert,  manquait  encoie  à  la 
Théorie  de  la  Dynamique. 

Dans  la  seconde  Section,  je  considère,  en  général,  le  mouvemenl  d'un 
corps  de  figure  quelconque,  et  je  donne  les  formules  nécessaires  pour 
déterminer  ce  mouvement.  J'indique  ensuite  une  transformation  très- 
utile  pour  faciliter  le  calcul,  dans  le  cas  où  le  mouvement  de  rotation  se 
fait  autour  d'un  axe  fixe  dans  le  corps  et  mobile  dans  l'espace,  mais  qui 
demeure  toujours  à  peu  près  perpendiculaire  à  un  plan  immobile;  ce  qui 
est  le  cas  de  la  Lune  par  rapport  à  l'écliptique.  On  poui'rait  aussi  s'en 
servir  pour  déterminer  les  oscillations  d'un  pendule  de  figure  (|uelcon- 
que,  lorsque  l'axe  du  pendule  ne  s'écarte  que  très-peu  de  la  verticale,  et 
que  le  pendule  a  en  même  temps  un  mouvement  quelconque  de  rotation 
autour  de  l'axe;  Problème  jusqu'ici  non  résolu. 

Dans  la  troisième  Section,  j'applique  les  formules  au  mouvement  de 
la  Lune,  en  tant  qu'elle  est  attirée  par  la  Terre  et  par  le  Soleil,  et  je  par- 
viens directement  h  six  équations  ditïérentielles  du  second  ordre,  dont 
trois  donnent  le  mouvement  du  centre  de  gravité  de  la  Lune  autour  de  la 
Terre,  et  les  trois  autres  donnent  son  mouvement  de  rotation  autour  de 


\1  TliKOUIK 

(•»•  ctMiIro.  Os  iM|ii;ilii)ns  s(Mil  prcsciilt-cs  sous  la  fdniic  la  plus  simple,  et 
les  trois  (leruii'ics  ont  surtout  l'avaiHage  (jue  les  variables  n'v  soûl  que 
liueaires:  :»  régani  des  trois  premières,  elles  sont  analogues  à  celles  que 
.M.  lùiler  a  cinpIoNces  dans  sa  nouvelle  Théorie  de  la  Lune,  mais  elles 
coniieinn'nl  dr  plus  les  termes  dus  ii  la  non-spliérieilé  de  celte  Planète  et 
(|ue  .M.  Kuler  a  négligés.  Je  termine  cette  Section  par  des  considérations 
sur  la  tigure  de  la  Lune,  que  je  regarde  d'abord  pour  plus  de  simplicité 
comme  un  sphéroïde  elliptique  homogène  dont  ré(|ualeur  et  les  méri- 
diens seraient  des  cdlipses  très-peu  excentriques;  je  prouve  ensuite  que 
cette  ligure  est  en  eiïet  celle  que  la  Lune  aurait  dû  prendre,  en  vertu  de 
la  force  ceulrilnge  de  ses  parties.  cou)l)inée  avec  l'attraction  de  la  Terre, 
si  elle  a\;iil  ete  piiiiiiti veinent  iluide,  et  je  délermine  dans  celle  hypo- 
thèse les  verilahles  dimensions  de  cette  ligure  par  une  méthode  et  des 
Ibrmules  plus  simples  à  (|in'l(|ues  égards  (|ue  celles  (|u'on  avait  déjà  don- 
nées pour  cet  (ihjet  :  il  en  rrsulle  (]iie  la  Lune  devrait  être  élevée  sous  son 
é(|ualeiii ,  mais  (|ualre  fois  plus  dans  le  sens  du  diamètre  <le  cet  é(]uateur 
(|ui  est  dii-igé  vers  la  Terre,  et  qui  passe  par  consé(|uenl  par  le  centre 
ap|)ai'eut  de  la  Lune,  (juc  dans  le  sens  du  diamètre  perpendiculaire  à 
celui-ci  cl  qui  |)asse  par  les  bords  a|)parenls  de  celte  Planète. 

Dans  la  (|uatri('nie  Seclinn,  je  traite  en  particuliei'  des  mouveinenls  de 
la  Liiiie  aiiliMir  de  son  centre;  ces  mouvements  se  réiluisent  ;i  la  rotation 
de  la  Lune  autour  d'un  axe  tixe  dans  l'intérieur  de  celte  Planète,  et  aux 
mouveinenls  de  cet  axe,  ou  du  plan  de  ré(|uatein'  lunaire  qui  lui  est  per- 
|)eiidi(ulaire,  |)ar  lapporl  an  plan  de  ré(lipti(|ue.  Suivant  la  Thécwie  de 
la  libralion  donnée  par  .Mayer,  le  lien  nn)yeu  de  la  Terrc!  vue  du  centre 
de  la  Lum-  et  rapportée  à  ré(|ualeur  de  celle  l'ianèle  doil  toujours  ré- 
pdiidie  ^1  lin  iiii'iiie  poiiii  lie  cet  ei|naleui';  et  le  méridien  lunaire  qui 
passe  par  ce  point  est  celui  (|ue  .Mayer  prend  poiu'  le  premi(;r  uu'ridien 
de  la  Lune,  et  au(|ind  il  rapporte  les  longitudes  sélénographiciiies  de  ses 
taches.  Mais  cette  Théoi'ie  sup|)Ose  runiloiinite  du  inonvenn:nt  de  rota- 
tion du  la  Lune;  si  donc  ce  mtuivenient  n'est  pas  unifornu',  le  lieu 
moyen  de  la  Terre  rapportée  à  ré([initeMr  <le  la  Lune  ne  répondra  pas 
toujours  il  un  ini'iidien  tixe;  mais  il  y  aura  une  petite  dilleicnce  (|ui  ex- 
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primera  la  libration  réelle  et  physique  de  la  Lune;  cette  petite  quantité 
est  une  des  variables  du  Problème  et  se  trouve  déterminée  par  une  équa- 
tion différentielle  linéaire  du  second  ordre  dont  l'intégration  est  très- 
facile.  Intégrant  donc  cette  équation,  on  a  directement  la  valeur  de  la 
libration  réelle  de  la  Lune,  toute  séparée  de  sa  libration  optique;  et  cette 
valeur  contient  un  ternie  proportionnel  au  sinus  d'un  angle  qui  croit 
très-lentement,  dont  l'effet  est  analogue  au  niuuvement  d'un  pendule  qui 
tait  de  très-petites  oscillations.  Ce  ternie  ayant  un  coefficient  arbitraire 
sert  à  expliquer  comment  la  Lune  peut  nous  présenter  toujours  à  peu 
près  la  même  face,  sans  qu'on  soit  obligé  de  supposer  que  la  vitesse  pri- 
mitive de  rotation,  imprimée  à  cette  Planète,  soit  exactement  égale  à  sa 
vitesse  moyenne  de  translation  autour  de  la  Terre.  Je  fais  d'ailleurs  plu- 
sieurs remarques  importantes  sur  la  nature  et  la  quantité  de  cette  partie 
de  la  libration,  la  seule  qui  soit  l'effet  de  la  non-sphéricité  de  la  Lune; 
l'autre  partie  de  la  libration,  c'est-à-dire  la  libration  optique,  n'a  par 
elle-même  aucune  difficulté,  n'étant  produite  que  par  le  mouvement  non 
uniforme  de  la  Lune  autour  de  la  Terre. 

Je  considère  ensuite  les  mouvements  de  l'axe  lunaire,  et  pour  cela  j'in- 
tègre les  deux  équations  différentielles  qui  renferment  la  loi  de  ces  mou- 
vements. Cette  intégration  y  introduit  quatre  constantes  arbitraires;  et 
l'on  voit  d'abord  qu'eu  supposant  ces  constantes  nulles,  ce  qui  est  le  cas 
le  plus  simple  du  Problème,  les  nœuds  de  l'équateur  lunaire  doivent 
coïncider  exactement  avec  les  nœuds  moyens  de  l'orbite  de  la  Lune; 
mais  rien  n'oblige  à  regarder  ces  constantes  comme  tout  à  fait  nulles;  je 
suppose  donc  qu'elles  aient  seulement  une  valeur  fort  petite,  et  je  trouve 
qu'alors  les  nœuds  de  l'équateur  lunaire  peuvent  s'écarter  des  nœuds 
movens  de  l'orbite  d'un  angle  plus  ou  moins  grand,  mais  qui  sera  tou- 
.jours  au-dessous  de  90  degrés,  en  sorte  que  leur  mouvement  moyen  sera 
néanmoins  exactement  égal  au  mouvement  moyen  des  nœuds  df  l'ni- 
bite;  ce  qui  est  parfaitement  conforme  aux  observations. 

A  l'égard  de  l'inclinaison  de  l'équateur  lunaire  sur  l'éclipticiuc,  clic 
serait  constante  dans  le  cas  de  la  coïncidence  exacte  des  nœuds  de  l'équa- 
teur et  de  l'orbite  de  la  Lune,  mais  dans  l'autre  cas  elle  est  sujette  à  quel- 


r.  TUÉOUIE 

t|ut's  viiiiiilioiis  pciidduiues;  ce  (|ui  |)ai;iil  s'accorder  aussi  avec  les  ob- 
servations, et  ce  (|ui  étant  en  même  tem|)S  contraire  aux  résultats  des 
autres  Théories,  doiniees  jus([u'ici,  |irouve  l'insiillisance  de  ces  Théories 
l'I  la  nécessité  où  l'on  était  de  traiter  le  Problème  de  la  libration  de  la 
l.une  par  des  méthodes  nouvelles  et  plus  rigoureuses. 

C.cimme  la  vaieui-  movenne  de  l'inclinaison  de  l'eiiuateur  lunaire  est  à 
peu  prés  c(Minue  par  les  observations,  je  m'en  sers  |)our  déterminer  à 
très-peu  près  une  des  constantes  qui  dépendent  de  la  ligure  de  la  Lune, 
laquelle,  dans  le  cas  où  cette  figure  est  supposée  elliptique,  exprime 
précisément  l'allongement  de  la  Lune. dans  le  sens  du  diamètre  de  l'é- 
quateur  (|ui  est  dirigé  vers  la  Terre.  Je  trouve  que  cette  quantité  est 
nécessairement  renfermée  entre  ces  limites  0,0006746,  o,ooo5i49,  le 
liemi-axe  de  la  Lune  étant  pris  pour  l'unité;  mais  la  supposition  de  la 
tluidilé  primitive  de  la  Lune  donne  pour  la  même  quantité  une  valeur 
beaucoup  |dus  petite;  d'où  il  suit,  ou  que  la  Lune  n'est  pas  homogène, 
ainsi  qu'on  l'a  supposé,  ou  que  sa  figure  actuelle  n'est  pas  celle  qu'elle 
devrait  avoir  si  ayant  été  originairement  fluide  elle  eiit  conservé,  en  se- 
durcissant,  la  ligure  (ju'elle  aurait  du  prendre  par  les  lois  de  l'Hydrosta- 
tique. Il  n'y  a  au  reste  à  cela  rien  de  surprenant;  car  M.  d'Alembert  a 
trouvé  aussi  par  rapport  à  la  Terre  que  les  phénomènes  de  la  précession 
des  é(|uinoxes  et  de  la  nutation  ne  peuvent  s'accorder  avec  l'hypothèse 
de  l'homiigénéiié  de  l;i  Terre  et  de  sa  figure  elliptique  telle  iju'elle  résulte 
de  la  Tlieorir. 

La  dernii-re  Section  est  destinée  à  l'examen  des  inégalités  que  la  non- 
sphéricité  de  la  Lune  peut  causer  dans  le  mouvement  de  cette  Planète 
autour  (If  la  Terre.  Je  fais  abstraction  dans  cette  recherche  des  quantités 
(jui  ne  produiraient  (jue  des  inégalités  de  la  forme  de  celles  (|u'on  con- 
naît déjà,  parce  qu'il  ne  pourrait  résulter  de  là  ((ue  des  corrections 
presque  insensibles  dans  les  fornuilcs  du  mouveuieni  de  la  Lune,  les- 
quelh'S  sont  encore  trop  éloignées  d'avoir  la  |)récision  nécessaire  pour 
demander  de  [tareilles  corrections;  et  je  me  borne  à  avoir  égard  aux 
termes  rpii  peiiveiil  (Iniiiier  des  inégalités  nouvelles  et  d'une  forme  par- 
ticulii're.  je  iniiivc  <{iie  les  inégalités  (|ui  alti'renl  le  nioiiveiiienl  de  la 
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Lune  autour  de  son  centre  peuvent  influer  aussi  dans  son  niouvenienl 
autour  de  la  Terre;  je  détermine  l'effet  de  ces  inégalités  tant  dans  la  lon- 
gitude que  dans  la  latitude  de  la  Lune;  mais  je  démontre  (|ue  cet  effet 
ne  peut  qu'être  insensible,  et  qu'il  est  impossible  d'expliquer  par  là, 
comme  on  pourrait  d'abord  le  croire,  l'accélération  que  feu  M.  Mayer  a 
s,upposée  dans  le  mouvement  de  la  Lune,  pour  satisfaire  à  la  fois  aux 
observations  anciennes  des  Chaldéens,  et  à  celles  des  Arabes,  faites  dans 
le  IX''  siècle.  J'ai  fait  voir  ailleurs  que  cette  accélération  ne  pouvait  èti«e 
produite  par  la  non-spbéricité  de  la  Terre;  mais  il  était  nécessaire  d'exa- 
miner en  particulier  l'effet  de  la  non-sphéricité  de  la  Lune,  à  cause  de  la 
circonstance  de  l'égalité  entre  la  rotation  et  la  révolution  de  cette  Pla- 
nète; et  cet  examen  achève  de  prouvei'  l'impossibilité  d'expli(|uer  l'équa- 
tion séculaire  de  la  Lune  par  la  Théorie  de  la  gravitation. 


SECTION  PREMIÈRE. 

KXPOSITION    DUNK    MÉTHODE    ANALYTIQUE    POUR    nÉSOUDRE    TOUS    LES    PROBLÈMES 
DE     DYNAMIQUE. 

1.  Le  principe  donné  par  M.  d'Alemberl  réduit  les  lois  de  la  Dyna- 
mique à  celles  de  la  Statique;  mais  la  recherche  de  ces  dernières  lois  par 
les  principes  ordinaires  de  l'équilibie  du  levier,  ou  de  la  composition 
des  forces,  est  souvent  longue  et  pénible.  Heureusement  il  v  a  un  autre 
principe  de  Statique  plus  général,  et  qui  a  surtout  l'avantage  de  pouvoir 
être  représenté  par  une  équation  analytique,  la(]uelle  renferme  seule  les 
conditions  nécessaires  pour  l'équilibie  d'un  système  (|uelcoiu|ue  de  puis- 
sances. Tel  est  le  principe  connu  sous  la  dénomination  de  loi  des  vitesses 
virtuelles;  on  l'énonce  ordinairement  ainsi  :  Quand  des  puissances  se  font 
équilibre,  les  vitesses  des  points  où  elles  sont  appliquées,  estimées  suivant  la 
direction  de  ces  puissances,  sont  en  raison  inverse  de  ces  mêmes  puissances. 
Mais  ce  principe  peut  être  rendu  très-général  de  la  manière  suivante. 


iii  TU  KO  lui: 

2.  Si  un  svsti'inr  inidcoiuiiU'  do  corps,  lodiiits  ii  des  points  et  lii-és 
par  dos  puissances  (|iiclconques,  est  en  o(|uilil)ro,  el  qu'on  donne  à  oo 
svsti'mo  un  polil  UKUivement  quelconque  en  vertu  ducjuel  chaque  corps» 
parcoure  un  espace  infiniment  petit,  la  somme  des  puissances  uuilti- 
pliées  chacune  par  l'espace  que  le  point  où  elle  est  appliquée  parcourt 
suivant  la  direction  de  celle  puissance  est  toujours  égale  à  zéro. 

D'où  il  suit  (jue  si  m,  m',  m'\...  sont  les  masses  dos  corps,  P,  Q,  K,... 
les  forces  accélératrices  qui  sollicitent  ii-  corps  /;/  veis  des  centres  (|uel- 
conques  dont  les  distances  soient  p,  r/.  / , . . .;  et  de  M)èuie  P',  Q',  IV, . . . 
les  forces  qui  sollicitent  le  corps  m'  vers  des  centres  dont  les  distances 
soient  //,  (/  .  /■' et  ainsi  de  suite;  el  (lu'on  suppose  (|ue  les  lignes 


deviennent 

l>  —  op,   1/ —  oij,   r — 6/-,...,     p'^6//,  <i'  —  oq',   r'  —  or',. 


par  une  variation  (|uelcon(|iie  iniininient  petite  dans  la  position  des 
corps;  on  aura  pour  l'équilibre  cette  équation  générale 

III   \'op -*- ()oif  ^  Hor -i- .  .  .\  -^  m'iP'o/y    -+Q'o(j'   -H  U'ôr'  -t- .  . .) 

—  m"  !•■■  rjp"  -i-  Q"  0 g"  -H  R''  ô /•"  -h .  .  .  )  +  .  .  .  =  o. 

3.    Pour  avoir  les  valeurs  des  variations  ou  dillérences 

6p,  6(jy  0/-,...,  dp',  oq',  or',..., 

ou  dilléreiitiera  ;i  l'ordinaire  les  expressions  des  dislances  p,  q,  r, . . . , 

p  ,  q  ,  r mais  eu  regardant  les  centres  des  forces  comme  fixes,  et  en 

faisant  varier  seulement  les  quantités  relatives  à  la  position  de  chaque 
corps  dans  l'espace,  et  l'on  marquera  les  différentielles  par  la  caractéris- 
tique a  pour  les  distingtier  des  différentielles  ordinaires.  On  réduira  ainsi 
les  valeurs  de  toutes  ces  différences  à  un  certain  nombre  de  pareilles  dif- 
férences qui  dépendront  uniquement  du  changement  de  position  du  sys- 
tème, et  qui  demeureront  par  conséquent  indéterminées;  el  comme  l'é- 
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(|ii;ilion  précédtMite  floil  avoir  lieu  qurl  que  puisse  être  ce  changemenl, 
il  faudra  la  vérifiei'  iudcpendamuienl  des  diflerences  indéterminées  ddUl 
il  s'agit,  et  par  conséquent  égaler  séparément  à  zéro  la  somme  des  terme> 
multipliés  par  chacune  de  ces  indéterminées;  ce  qui  donnera  précisé- 
ment autant  d'é(]ualions  particulières  et  finies  qu'il  en  faudra  pour  la 
détermination  de  l'étiuililue  du  système  proposé. 

4.  Supposons  maintenant  que  le  même  système  de  corps  soit  en  mou- 
vement, et  que  ce,  y,  ;  soient  les  coordonnées  rectangles  de  la  courhe 
décrite  par  le  corps  m;  x' ,  f ,  s'  les  coordonnées  rectangles  de  la  courhe 
décrite  par  le  corps  ni,  et  ainsi  de  suite;  ces  coordonnées  étant  rappor- 
tées à  trois  axes  fixes  dans  l'espace,  et  ayant  une  origine  commune.  Il 
est  clair  que  le  mouvement  ou  la  vitesse  du  corps  m  dans  l'instant  (Il 
|)eut  être  regardée  comme  coniposéç  de  trois  autres  vitesses  exprimées 

par 

dx     dy    dz 
■11'  Tt'  Tt' 

et  diri-ées  parallèlement  aux  axes  des  a?,  j,  z.  Il  est  de  plus  évident  que 
si  le  corps  était  libre  et  qu'aucune  force  étrangère  n'agit  sur  lui,  chacune 
de  ces  trois  vitesses  demeurerait  constante;  mais  dans  l'instant  suivant 
elles  se  changent  réellement  en  celles-ci 

dx        ,dx       d)-        ,dr       dz  dz 

-dï^^'W    717  ^''dï'    7n-''7Jl'- 

donc,  si  l'on  regarde  les  vitesses  précédentes  ((uiime  coniiMisees  <le  (o 
dernières  et  des  vitesses 

,dx  ,dr  ,dz 

-''7^-   -''tr   -''7rr 

ou  bien    en  |iieuanl  dl  constant) 

d-x  d'y  d-z 

"  lîT'      ""dt'      ~  ITT' 

il  s'ensuit  que  celles-ci  doivent  être  deiriiilcs  par  l'acliou  îles  iorces  (|ui 
V.  3 


•8  ïiii.oiiii: 

ii}<issfiit  sur  les  ((trps.  .M:iis  ces  vili-sst's  soiil  ducs  ii  des  l'orccs  iiccélf'r;!- 

Iiicfs  fjïîili's  il 

</'x  f/-)-  (i'z 

~  77?'    ~  lin'    ~  Ir-'' 

l't  (liiij,'ccs  paiallèk'iiu'iil  aux  axes  des  x,  y,  z  cii  t'X|ti  liiiaiil.  suivaiil 
l'iisaj^e  reçu,  la  foire  accélératrice  par  l'élément  de  la  vitesse  divisé  par 
relémeul  du  temps),  ou,  ce  qui  n^vient  au  même,  à  des  Corées  égales  à 

</u-     d\r     d^z 
<lr  '    ,ln  '   lit-  ' 

et  diri-^'ées  en  sens  contraire,  c'est-à-dire  suivant  les  lignes  iiiénies  .r,  v,  ■ 
:  :  donc  il  faudra  (|ue  ces  forces,  étant  supposées  a|t|di(|uees  au  corps/;/, 
xiicnt  detiuiles  pai   l'action  de  toutes  les  autres  forces  du  système.  Il 
l'audia  par  la  même  raison  (|ue  les  forces 

d'x'     d'y'      d'z' 

dn  '  ~dF'  IIF' 

étant  su|)|)osees  appli(|uees  au  corps  ni  suivant  les  liij;nes  x' ,  v',  z' ,  soient 
aussi  détruites;  et  ainsi  de  suite.  D'où  il  suit  tpi'il  doit  y  avoii- équilibre 
entre  ces  différentes  forces  et  les  autres  forces  cjui  sollicitent  les  corps, 
ri  qu'ainsi  les  lois  du  mouvement  du  système  se  réduisent  :i  celles  de  son 

iMpiililtre;  c'est  en  (|iiiii  ((insiste  le  liean  principe  de  Dvnanùcpw  de 
M.  d'Aleinl.erl. 

ô.  Donc,  pour  avoir  les  e(|uations  du  nionveinenl  du  système  proposé, 
il  n'y  ania  (ju'ii  chercliei-  celles  de  ré(|uililtre  des  corps  m,  m  ,  m'\ . . . 
sidiiciles  par  les  forces 

W  O,  H 1»,  0,  ir P',  Q',  R ",..., 

suivant  les  lignes 

/',  '/.  /,    ..,    //.  7'.  /•' />",  <i",  /■",..., 

idiunic  dans  le  cas  du  u"  2,  et  de  plus  par  les  forces 


d'x 

d^y 

d'z 

d^x' 

r/'r' 

d'z' 

d'x" 

d'y" 

d'z" 

dt^' 

do' 

dl'' 

do  ' 

do  ' 

do  ' 

do  ' 

'    do  ' 

'W 
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Miiviint  les  lignes 

x,  )•,  z  ;    x',  >■',  z';    x" ,  y" ,  z"; .... 

Ainsi  il  ne  faudra  qu'ajouter  au  premier  membre  de  l'équation  générale 
du  numéro  cité  les  termes  dus  à  ces  dernières  forces. 

Or  les  lignes  x  étant  toujours  parallèles  entre  elles,  on  peut  les  regar- 
der comme  concurrentes  à  un  point  infiniment  éloigné  et  prendre  ce 

cl^x  ,       ' 

point  pour  le  centre  des  forces  -p^-  Soit  h  la  distance  infinie  de  ce  poinl 

au  plan  auquel  les  lignes  x  sont  terminées  et  (jui  les  rencontre  à  angles 
droits,  on  aura  x -h  h  pour  la  distance  du  corps  m  au  centre  des  forces 
dont  il  s'agit,  et  ^x  sera  la  variation  de  cette  distance,  en  supposant  que 
la  position  du  corps  varie  et  que  celle  du  centre  demeure  fixe,  parce 
qu'à  cause  de  la  perpendicularité  de  la  ligne  h  sur  le  plan,  la  variation 

de  cette  liene  est  nulle.  Donc  le  terme  du  à  la  force  — ; —  agissant  suivaiii 

"-  dt-      "- 

la  Ut^ne  x  sera  m -y^  ^x\  et  ainsi  des  autres. 
di- 

Ainsi  il  faudra  ajouter  au  premier  membre  de  ré(|uation  du  n"  2  1rs 

ternies  suivants 


■f/-x   .  d'-r 

—, —    QX    +  —r- 

,  dp  dt- 

d^x'   .,    ,  d'y' 

; OX    n-  — j 

dp  dP 


,,  /  d-x    ^    „       (/-  )■ 
\  dp  dP 


d'-z 
dP 

\ 
oz 

d'z' 
dp 

oz' 

d'z" 
dp 

oz" 

Et  l'on  aura  cette  équation  générale  poui'  le  mouvement  du  système 

(d'x    ,  d-y    .  d'z    ,,  „  ,  ,.   .  ,,  ,  v 

°  =  "'\-dF  "^  -  -J^    V   -^  -^   °5   ^   •*'>/'   ^   Oo^  -    Ko/    -t-...j 

,:d-x'   ,    ,        d-y'  .,    ,       d^z'  ^   ,       ,,,  ^    -       /->,-,       i,.  -    .  \ 

+  "'  1-J7r°-^  ^  "777^  °''  '^lji^°~  +  P  o/;  -k  Q  07  -h  R  o/ •+. . .  j 

„ld-x"  .,    „      d-y"  ^    „      d'z"  ^  ,,      „„  ,   „      ,.^„  ^   „      „„  ^  „  \ 

-+-ni  I      ■       ox  H j—  oy  -f-     ,  .,   oz  -f-  P   op  -h()   oq  -*-  R   Or  + .  .  .  1 


■20  THI-nUIK 

<).  Pour  en  iiiirc  usage,  on  ri'ni;ir(|ui'i;i  (l';il)()itl  i|m',  si  l'on  dénote  par 
■r,, y,,  z,  les  coonlonnees  reclanifles  i|ni  (lélerniinent  la  posilion  du  een- 
Ire  des  foires  P,  |)ar  Xo,  yo,  z„  celli's  du  centre  des  l'orees  Q,  par  .T;,,  Vj, 
r,  eelles  du  (entre  des  forces  R,  et  ainsi  des  autres,  ces  coordonnées 
étant  rapportées  aux  mêmes  axes  que  les  coordonnées  des  corps,  on  aura 


p  = 

[X- 

-X,) 

'  + 

(r- 

-r.)'  +  (2- 

-2.)', 

1  = 

[X- 

-X,) 

»-f- 

U-- 

-)-,}'■+-  (2- 

-z,}\ 

r  = 

[x- 

-a;,) 

»  + 

(r- 

-x,y  +  {z- 

-z,)\ 

de  sorte  qu'en  dilTérentiant  on  aura  les  valeurs  de  c?^,  fî</....  exprimées 
en  îix,  5»',  <yz.  Va  l'on  trouvera  de  même  celles  de  o//,  ^r/'. . . .  en  ox', 
<îy\  Hz',  et  ainsi  de  suite. 

De  plus,  en  ayant  égard  à  la  disposition  mutuelle  des  ((H'Ijs.  on  aura 
une  ou  |)lusieui's  é(|uations  de  condition  entre  les  variables  a-,  r,  z,  x  , 

y  .  ^' p:ii'  le  nioyen  (lcs(|uelles  on  pourra  exprimer  toutes  ces  varia- 

hles  par  quel(|ues-unes  d'entre  elles,  ou  bien  pai'  d'autres  variables  en 
moindre  nombre  et  tidies,  (|u'elles  soient  entièrement  indépendantes  et 
répondent  aux  dillérents  mouvements  (|(ie  le  système  peut  recevoir. 
Nommant  donc  ces  variables  indépendantes  -^,  (J/,  w,...,  on  aura,  par  la 
substitution  et  la  dillérentiation,  les  dill'erenees  ^x,  5y,  âz,  Hx,  (iy',... 
exprimées  par'  celles-ci  oç>,  f>i,  ooj t  r.'(|iiation  générale  du  nu- 
méro précédent  prendra  cette  forme 

'1'  OO  -H  4   0'}  -f-  Li  06)  -t- . . .     -   o. 

Or  les  variables  ç,  i,  w,...  étant  i  liypolhèse  indépendantes  les  unes 
des  autres,  leurs  dillerences  §9,  $■},  !i'„,...  seront  ab.solunient  indéter- 
minées; d(yn'  pour  satisfaire,  en  général,  ii  rc(|ii;iii(m  précédente  il  fau- 
dra faire  séparcnicnl 

tp— o,     4=0,     12-0, 

Ces  équations  particulières  étant  en  même  nombre  que  b-s  variables  in- 
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déterminées  9,  d-,  w,...  serviront  à  déterminer  ces  mêmes  variahlt-s.  «t 
par  conséquent  le  mouvement  de  tout  le  système. 

7.  Telle  est  la  méthode  générale;  mais  elle  est  susceptible  de  ditle- 
rentes  simplifications  que  nous  exposerons  ailleurs.  Nous  nous  conten- 
terons ici  de  montrer  comment  on  peut  abréger  le  calcul  nécessaire  pour 

réduire  1rs  (|u;uitités 

il-x  ox  -h  d''roy  -+-  il-z  oz 

en  fonctions  de  ->,  i,  w 

Pour  cet  elTet  je  remarque  que,  puisque  les  deux  caracleristi(|iifs  d  et  0 
représentent  des  différences  ou  variations  indépendantes  entre  elles, 
toute  quantité  atlectée  de  ces  deux  caractéristi(|ues  à  la  t'ois  doit  avoir  la 
même  valeur,  dans  quelque  ordre  qu'elles  soient  [)lacées,  ce  (|ui  est  facile 
à  démontrer  et  forme  le  principe  fondamental  du  Calcul  des  variations. 
Ainsi  dox  sera  la  même  chose  que  odx,  d-  ^x  la  même  chose  que  od-.r, 
et  ainsi  du  reste. 

Il  s'ensuit  de  là  (jue  la  quantité 

d'^x  ox  -+-  d-yèy  -h  d'z  dz 
sera  la  même  chose  (|ue  celle-ci 

(/  dx  ox  -t-  drov  -^  d:  6z ô  c/.r-  -+-  d)-  -h  dz-  ; 

de  sorte  qu'il  ne  s'agira  que  de  trouvei-  la  valeur  des  deux  ([iiantités 

(/x  âx  -{-  dy  o  )•  -h  dzoz,     dx-  -+-  dy-  -+-  dz- 

en  05,  'J/,  oj,...,  et  leurs  différences,  et  de  ditiérenlier  ensuite  la  première 
par  r/et  la  seconde  par  0,  c'est-à-dire  en  alfeclai'it  les  dilTcrences  des  ca- 
ractéristiques d  ou  §. 


8.   Or  X  étant  une  fonction  de  0,  •},  '.),...,  on  aura 

dx    ,         dx  dx 

rfo     '         d'i^     ^        du) 


j         dx    ,         dx    ,,        dx    , 

ax^=  -T-  do  -\ — J-  (/di  H T-  d',^  ->r  .  .  . , 


'I   lie  lllt'llli 


Ddll 


TIlEdHIi: 


f/.r  ,  (Ij:  , ,        ilx  , 

OX  :^    -j-  OC-  H ,  ,-  0*   -t-    -7—  Od) 


l't  ainsi  (ii's  ;uitrcs  (|ii;mli(('s  seniMalilfs  nf>'-,  r/vov.  r/r>'.  t/zàz. 
Ainsi  la  (juanlilc 


f/x'  -^  (/)-^  ^  <lz' 


scia  (Ir  la  l'orinr 


L  f/-y^  ^  2  M  </'J  f/'l  -  N  (l'y-  -^  .... 

!..  .M.  N,...  claiil  (les  t'oiiclions  coiimics  (U's  variables  tiiiics  ç..  J/....;  cl 

ilr  liii'inr  la  (|  nanti  le 

(/.r  à.r  ^r-  (hoy  -   (/:  ôz 

sera  ilc  la  ti)iin<' 

L  do  ào  -r  M  f/o  o']-  -h  t/'\>  ô'j  I  -^  N  f/'l  6ij>  -(-...  . 
Donc,  en  iliDi'ii'ntianl  la  |ir('inii'i'i'  ik'  ces  (jiiaiititrs  jiar  0,  on  anca 

-6(  </x'  -t-  </>•'  -+-  dz') 

-  -  ôLdcf-  -h  Ld'jS f/o  -4-  o M  r/v  r/|  ^  M  d']i  6 d'^  -4-  M  r/cf-  0 c/'|  -1-  .  . . , 

l'I  rn  (lillri'cnlianl  la  sccDndr  \>;\i- d,  (ni  anra  parcillcnH'nt 

'/  d.r  ox  -h  dj-  ô  )•  -+-  dz Sz  } 

—  d\Ld'j  69  -+-  L  do  f/09  -t-  r7'  M  do\  ô']/  -1-  M  rf'f  r/o'^  4-  r/i  M  r/ij/  )  09  -1-  M  </'];  r/09  -t- . . . . 

Rftranclianl  donc  la  (|tnintilc  inccédcnic  de  celle  dernitre,  en.  se  s(nivc- 
nant  qne  or/'^  esl  la  même  chose  que  r/f>^ on  aurii  Ui  valeur  de 

il-.r  o.v  ■+-  d'-y  ôy  +  d-z  os, 
iai|ncllc  sera  e\|niinee  ainsi 

d  Lr/-,   ô'v — V-  d{}Ad.j  O'J/  -+-  r/  1M(/S)Ô9  —  0X1^/9^/'!  +. . . . 
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Ottc  (jiiantilé  irsullc  (■■viilemnieiU  de  ci'llt-  (|ui  cxprinu-  hi  v;ilcm  dr 

~o[clx'-h  fh''-h  fh-), 

M  l'on  y  tliani^e  les  signes  de  tous  les  termes  (jui  cunlienneiil  des  ditlV- 
renees  atrectées  de  la  simple  caractéristique  o,  et  (|ue,  dans  les  aulics 
termes  où  se  trouvent  les  différences  affectées  de  la  double  caracleiis- 
tique  ^d,  on  efface  la  r/ après  la  5,  et  qu'on  rappli(|ue  aux  (|Manliles  p;ir 
les(|uelles  ces  différences  sont  mullipliées. 

Ainsi  l'on  changera  le  terme  ^^L^y-  en  -^J\.do-,  le  ternir  l.rh^ith 
en  d{Ld'^)  àf,  et  ainsi  des  autres. 

Cette  règle  est,  comme  on  voit,  très-simple,  et  faciliie  exlrénienienl  le 
mécanisme  du  calcul  que  notre  méthode  demande.  On  pourrait  la  dr- 
montrer  à  priori;  mais  nous  avons  préféré  la  dénionshalioii  |irécédciii,.. 
comme  étant  plus  sensible  et  plus  convaincanlc 

9.   A  l'égard  des  termes 

Pop  -+-  Qo(j  -+-  |{ ,]r  -+-.,, 

et  de  leurs  semblables,  on  remarquera  (|uc  <lans  le  cas  de  la  nature  les 
forces  P,  Q,  R....  sont  ordiuairemenl  des  foncrnuis  des  distances/;,  y, 
r,...,  en  sorte  que  les  termes  dont  il  s'agit  sont  tons  intégrables;  ee  (|ui 
fournit  aussi  un  moyen  de  simplifier  beaucoup  le  ealcul  de  c.'s  termes; 
car  il  n'y  aura  (pi'à  intégrer  d'abord  à  l'ordinaire  la  (|uantile 

et  la  redifférentier  ensuite  relativenienl  à  la  caraclerislicpie  o. 
Dans  le  Systi' du  monde  (in  a 

p-  q'  r' 

./,  ^'.  /),...  élanl  des  <'ous)anles;  doue  dm  aura  diiiis  ce  cjis 

Pg>  -^  Qdq  4-  Hor-h.  .  .=z,-~  ài^  +  K  ^  'l  ^ 
\p        q        r 
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10.  De  n-  (|ii('  nous  venons  de  dcniontrcr  irsultr  une  niétliode  ("oit 
Minpli'  pour  Irausloiincr  l'ciiuation  j^i'-néralo  du  n"  5  par  la  suhstitniion 
ilauln-s  vaiial)l('s  (|ut'l(onques  à  la  place  de  a,  y,  z;  x,  y',  :■';  .... 

Soit,  poiii'  alti'ciïrr. 

dx-  ■+■  dy'  ■+-  dz^  ,  dx'-  -4-  dy'-  ■+■  dz''  „  dx"'  -+■  dy"'  +  dz"^ 

a  dn  2  dt'  ■>.  dt- 

V=  m  I  Vdj,  -r  Qd(j  +  \{dt  -(-...  i 
-^  in  i  V'dp'  -+-  Q'd(j'  -4-  \{'dr  -t-  . . .  ) 
-(-  /h'   j    P'dp"^  Q'dq'  -+  l{"di"-h  . .  .' 


\:\  >uppos()U.s  a\  y,  z;  .r  ,  y ex|)rinit'C'S  par  d'autres  vaiiables  quel- 

<on(|ues  ç,  -i.  w On  substituera  le.s  valeurs  données  de  x,  y,  z;  .r', 

y'. . . .  en  ■>,  'i,  o>. . . .  dans  les  deux  quantités  T  et  V;  on  diflérentiera  en- 
suite suivant  3,  en  regardant  o,  ■!>,  ',>,...  et  (h,  d!>,  dru,...  comme  des 
variables  |)arlicurn'res;  et  re(|ualiun  générale  deviendra 


\     oriy        ^!j>         3o  /     •         \      Sdl,        Sj>         ^/  \     if/")        Sb>        S'a) 


OM  -H  .  .  .  --    O, 


i-n  euleiidaut  par  -      le  coellieient  de  o->  dans  la  dilTérentielle  de  T,  par 
^-y-  le  ciicllicieiit  de  'k/-.-  dans  la  uiéuie  ililiereutielle;  et  ainsi  du  reste. 

1 1 .  Si  les  varial>le^  y,  i.  '«,...  s(jnt  iiidepeudaules  (Mitre  (dies  'et  l'on 
peut  iuuioiM>  les  prendre  telles.  (|u'elles  le  soient,  on  aura  sur-le- 
chauip    (i  .  pour  le  mouvement  du  système,  ces  équations  pailiculiéres 

.  ôT         ôT       o\  

,  oT         oT    ,    o\  _ 

,  oT         ÔT       ÔV 
d  T-i ^ h  -i-  =^  o, 

0  C/'j)  0(0  00) 
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Mais,  si  ces  variables  ne  sont  pas  indépendantes,  alors  il  faudra  ré- 
duire les  différences  8z>,  5i,  5^, . . .  au  plus  petit  nombre  possible,  et. 
égalant  ensuite  à  zéro  le  coefficient  de  chacune  de  celles  qui  resteront, 
on  aura  les  équations  du  Problème. 

12.  Si  l'du  multiplie  les  équations  précédentes  respectivement  par  ch, 
d'I,,  d'jj,...,  qu'ensuite  on  les  ajoute  ensemble,  on  aura  une  équation  iu- 
téorable.  En  effet,  puisque 

dod^-. h  di  </^-rr  -hd'jid^—, — i-...:=d\^r-r- do-^ -.ttt  d^l-h  ^tt- dr»-^...] 

odo  '      odh  ùdiss  \odo     '       od^     '       oda  / 

ÔT    ,  ÔT  ÔT    ,, 

Odo       '       od<ij       '       od'ii 


l'equatiiin  i 

ilont  il  s'agit  sera 

,/  ÔT    .         ÔT         ,,    ÔT    ,             \ 
^iôrfcp'^^^ôrf.i^'^'^Vco'^"-^---) 

ÔT     ,            ôT    ,, ,         ÔT     ,, 
odo       ■        od'b       '        ocfw 

ÔT     ,           ÔT     ,,          oT    , 

—     ^     do   —    ^rr    dit    —     ^—   dr,\    — 

ào       '          0(j/       '           0(.) 

ÔV     ,           ÔV     ,,          ÔV    , 

-^    ^    do    -h    ^rr    d'il    ->r-    ^^  dw    + 

OO          '               0'^                           OfU 

Or,  V  étant  une  fonction  finie  de  -p,  6,  w,...,  on  aura 


...      d\-  ,       d\  ,.       d\  , 

d\  =  -r—  do  -+-  -yr  ddi  H — ;—  ac 
do      '        d^      '        f/M 


rfv  _  ÔV    f/y  _  ÔV 

do        ôo        d'il        d\\i 


ce  qui  est  évident  par  la  nature  du  Calcul  ditiercnlicl.  Donc  on  aura  aussi 


1^  do  -i-  rrr  d'h  -t-  ir-  OC"'  -+-■■•=  "N  • 

OO         '  O'Zl        ^  O'j) 


On  (lemontreia  de  même  que,  puisque  T  est  une  fonction  des  (juantités 

finies  ç,  '!>,  o,...  et  de  leurs  différences  premières  do,  </■},  d-j) en  re- 

V.  '.  4 
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jîiinhinl  '..  ■'.,  'o fh,  ci\,,  doi,...  comint'  :iiilaiit  de  v;iri;iMcs  iiiil.'|.eii- 

ilantos  les  unes  di's  autres,  on  aura 

ôo      ■        d<\>     ^       dot  o«9  0"?  ^f'''' 

Ainsi  reciiialioii  préeédente  prendra  eetlc  forme 

ilniii  l'inlegrale  est 

^  ,/p  -H  -^  M  +  IL  rfr„  + . . .  -  T  +  V  =  f  onsl. 
or/o  ort'.j/  OOM 

Je  ieinar(|ne  niainlenanl  (|ne  par  la  natni('  de  la  (|nantile  T  on  a  né- 

eessaiienienl 

oV     ,  oT     ,,  oT     .  ... 

^-j-  (la  -+-  ^r-rr  "7  +  -vt"  "'•'  +  ■■•=•  I  ■ 
o  (10  0(1^  0  d'il 

r.ar  T  elaiil  une  i'ouclion  lioniogène  de  deux  dimensions  des  dillerenees 

(Lr,  (h\  (/:,  d.r \  dy',  (/:■',...    lOj,  (die  sera  aussi  une  pareille  fonelion 

des  dillV-rences  (h,  db,  (hu...\  doue,  regardant  ces  diflereuees  eomme 

lies  variai)les  parlieulières,  ou  aura  par  la  propriété  connue  de  ces  sortes 

«le  fouclioiis 

d'X     ,  d'V     ,,         d'V    ,  ,„ 

dd'^     ^       dd<]i     ^       dur,) 

ou.  ce  (pii  revient  au  même, 

ÔT    ,  oT     ,,         ôT    , 

ortcp  r)(l'\i  0(1',) 

J^'inlégiale  li'ouxée  deviendra  doue 

T  -H  \  =  const., 

ei|uatioii  (|ui  n'est  autre  ciiose  que  celle  (|ui  reuiéruie  le  principe  connu 
de  la  corisi  ixdlion  des  forces  vives  ;  car  il  est  visible  (|uc  '^T  exprime  la 
Mimmc  des  l'orces  vives  actuelles  de  tous  les  c(M'ps  du  svsli'Uie,  ci  <|ue 

consl.  —  2  V 
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est  égal  à  la  valeur  do  ces  forces  on  siipposaiiL  les  cor|is  libres  et  isolés 
(numéro  cité). 

Notre  méthode  donne  ainsi  une  démonstration  directe  et  générale  de 
ce  fameux  principe,  mais  on  aurait  tort  de  la  confondre  pour  cela  avec 
ce  même  principe;  car  ce  principe  ne  donne  de  lui-même  qu'une  seule 
équation,  et  ne  suffit  seul  que  pour  résoudre  les  Problèmes  qui  ne  de- 
mandent (|ii'une  seule  équation;  au  lieu  que  notre  méthode  donne  tou- 
jours toutes  les  é(juations  nécessaires  pour  la  solution  du  Problème. 

On  aurait  pu  au  reste  déduire  immédiatement  le  principe  de  la  con- 
servation des  forces  vives  de  l'équation  générale  du  n°  5,  en  y  changeant 
la  caractéristique  5  en  d  (ce  qui  est  évidemment  permis,  puisque  les  dif- 
férences marquées  par  §  sont  indéterminées  et  arbitraires;  et  intégrant 
ensuite;  mais  nous  avons  cru  qu'il  n'était  pas  inutile  de  faire  voir  com- 
ment les  différentes  équations  diff"érentielles  du  mouvement  du  système 
fournissent  toujours  une  équation  intégrable,  ((ui  n'est  autre  chose  que 
celle  de  la  conservation  des  forces  vives, 

13.  Si  le  système  donné  était  coujposé  d'une  infinité  de  particules 
animées  par  des  forces  quelconques  proportionnelles  à  des  fonctions  des 
distances;  nommant,  en  général,  dm  la  uiasse  de  chaque  particule,  I*, 
Q,  R,...  les  forces  qui  la  sollicitent  vers  des  centres  donnés  et  qu'on  su|i- 
pose  pro|iortionnelles  à  des  fonctions  des  distances  p,  q,  r,...  à  ces  cen- 
tres, X,  Y,  =  les  coordonnées  rectangles  (|ui  déterminent  la  position  de 
cette  particule  dans  l'espace;  et  dénotant  par  le  signe  S  des  intégrations 
relatives  à  la  somme  de  toutes  les  particules  du  système;  il  est  claii-  cpic 
les  quantités  T  et  V  du  n"  10  deviendront 

,,,        S  (  dx^  -f  </)■-  -i-  dz')  dm 
j_  ^_ , 

V  =  S  i/ni  I    V  (//)  ^   Q  d,j  +  !{  dr  +  .  .  .  . 

l'A  l'on  pouiia  après  les  subsliliilions  faire  sortir  hors  du  signe  S  les 
variables-ip,  'j/.  o,....  (|ui  sont  censées  ne  (lc|teiidre  qiu'  de  la  posiliou  do 
svstème  en  i^énéral 


•28  TUKOIUE 

l);ms  II-  Svslt'iiic  i!u  iiunuk'  un  aura 


(loue 


P=/-,     0=^.      K  =  A,...; 
p-       ^      q^  r- 

V  =  _/-S''"i-x.s'— -AS— -.... 
•'       p         °       q  r 


SECTION  DEUXIEME. 

APPLICATION  UE  LA  MÉTllOUE  PRÉCÉDENTE  A  LA  II  EC  H  KIIC  II  K  l)l•;^  Éyl  VllUNS 
POIR  LE  .MOUVEMENT  D  '  f  N  COBPS  SOLIDE  DE  K  1  «  T  R  E  UlELCONOIE.  ATTIRÉ 
PAR     DES    FORCES    gll  ELCONg  L' ES  . 

I  l.  Il  l'aul  (■oiiiiiit'iicci-  par  clit'nlM'r  les  toiidilioiis  (|iii  icsiillciil  de  la 
xilidilc  (lu  corps;  (H' CCS  (•(MulilKuis  ('(lUsisU'Ul  cvidcuinicnt  eu  k-v  (|uc  les 
ilislauccs  mutuelles  de  tous  les  [Kiiuts  du  curps  demeurent  invaiiahles. 
Ndinmaut  donc,  eu  général,  x, y,  z  les  coordonnées  rectautiles  d'un  point 
(pi('lcon(|Ue  du  corps,  l't  .r, ,  >', ,  ;,  les  cooi'données  rec.lani;les  d'iiti  autre 
pDiui  ilii  iiiéiue  c(U'|is,  il  faudra  que  ta  quantité 


v(x  —  x,Y-\-  (y — _;••,  )'-t-  '2  —  2,  ? 

soit  toujours  la  même,  et  soit  par  consé(|uent  indépendante  du  mouve- 
ment du  corps. 

Cela  posé,  soient  x' , y  ,  :■'  les  coor'données  d'un  autre  point  du  c(Mps 
pris  à  volonlé  et  ijue  nous  appcllcions  dans  la  suite  le  centre  du  c(U|)S,  cl 

soit,  en  ijénéral, 

a- -^  .r' +  ?,    j- .    y'+n,     z^^z'-h'Ç; 

il  est  visible  (|ue  ç,  yj,  Z  seront  les  coordonnées  du  UH'uie  élément  du 
corps  auxquelles  appartiennent  les  x,  y,  z,  mais  rappoitées  ii  des  axes 
passant  par  le  icntre  du  corps  et  parallides  aux  axes  des  .r'.  y',  z'.  Si 
donc  ç,,  ■/;,,  Ç,  sont  les  valeuis  de  5.  'i.  C  pour  l'elémcnl  (pii  apparlienl 
aux  coordonnées  x,,  y,,  z,,  ou  aura  aussi 

.r,  —  j;' -f- ï,.     r,  =_)■' -H  ■/),,     2|  =  3'-i-£, , 


DE  LA    LIBKATION    DE   LA    LUNE,    ETC. 

et  la  dislaïuf 

y'(a;  —  or,  Y  -+-    y  —  y,  -  -i-    z  —  z,r 

sera  exprimée  par 


;  £  —  ï,  )-  +  (.■/)—•/),;-  + 1  Ç  —  Ç,f  • 


De  sorte  que  les  conditions  provenantes  de  la  solidité  ne  pourront  regar- 
der que  les  coordonnées  ;,  c,  ^,  et  nullement  les  coordonnées  x',  v',  z', 
lesquelles  demeureront  par  conséquent  indéterminées.  C'est  ce  qui  est 
d'ailleurs  évident  de  soi-même,  puisque  ces  dernières  coordonnées  se 
rapportent  à  un  point  déterminé  de  la  masse  du  corps,  dont  la  posilion 
dans  l'espace  peut  être  quelconque. 

15.  Toute  la  dilliculté  se  réduit  donc  à  déterminer  la  forme  des  quan- 
tités I,  Yy,  'C,  en  sorte  qu'elles  satisfassent  aux  conditions  de  la  solidité. 
Or  je  remarque,  en  général,  que  si  l'on  imagine  dans  l'intérieur  du  corps 
trois  axes  fixes  et  perpendiculaires  entre  eux  qui  se  coupent  dans  le  cen- 
tre du  corps,  et  qu'on  rapporte  à  ces  axes  la  position  de  clia(|ue  point  du 
corps  par  de  nouvelles  coordonnées  rectangles  a,  h,  c,  ces  coordonnées 
serviront  à  déterminer  la  position  et  la  dislance  mutuelle  de  tous  les 
points  du  corps;  de  sorte  que  le  corps  sera  solide  lorsque  ces  coordon- 
nées seront  constantes  pour  chaque  point  du  corps,  et  par  conséquent 
indépendantes  du  temps;  mais  si  elles  peuvent  varier  d'un  instant  ii 
l'autre,  le  corps  changera  alors  de  figure,  comme  les  corps  tlexihles  ou 
ttuides.  11  n'y  aura  donc  qu'à  chercher  les  valeurs  des  premières  coor- 
données ^,  ï],  Ç  exprimées  par  les  dernières  a,  b,  c,  et  les  conditions  de 
la  solidité  seront  remplies  en  regardant  ces  dernières  comme  constantes. 

Or,  comme  ces  dilTereates  coordonnées  se  rapportent  aux  mêmes  points 
du  corps,  et  ont  d'ailleurs  leur  origine  dans  le  même  point  (|u'on  prend 
pour  le  centre  du  corp^,  mais  ne  ditliMvut  (|Ut'  par  la  pusitiiui  de  leurs 
axes,  il  n'est  pas  dillicile  de  trouver  les  valeurs  dont  il  s'agit,  soit  à  l'aide 
de  la  Trigonométrie,  ou  par  des  constructions  géométriques,  ou,  ce  qui 
est  encore  plus  simple,  par  la  TIumuic  connue  ilc  la  transfoiiualiou  tics 
coordonnées;  nous  les  donnerons  plus  bas,  et  nous  commencerons  ici 
p,ar  faire  des  remarques  générales  sur  les  expressions  de  ces  valeurs. 


;{(»  THEORIE 

IH.  Sans  clM'ichiT  cos  cxprossioiis  (iii  pciil  d'altord  conclure,  soil  ilc 
la  Thcoiio  (le  la  tiansl'ormalion  des  coordonnées,  soit  de  cotte  considéra- 
lion  (|n'en  supposant  |,  ou  o.  o»  ?  constantes  fce  qui  donne  des  plans 
pcrpendi<iilaires  aux  axes  de  ces  mêmes  coordonnées)  on  doit  avoir  ttui- 
jours  des  etiuations  linéaires  entre  a,  h,  c\  on  peut,  dis-je,  conclure  de 
là  (|ue  les  valeurs  de  s,  vj,  Ç  en  a,  h,  c  ne  peuvent  être  que  de  la  foi  nie 

suivante 

?  =  «?'-+-  hl"  -»-  cl'\ 

r,  =  aï!'-+-  6»''  -i-  cr," > 
?  =  aÇ'  H-  bt"  -¥-  c'Ç" , 

les  (|uantités  ;'.  :".  S',  •/;'.  •/]",...  étant  les  mêmes  pour  tous  les  points  du 
ciupset  dépendant  uniquement  de  la  position  de  ses  axes  par  lapporl  aux 
axes  tixes  des  coordonnées  x,  v,  :■■ 

Or  les  conditions  de  la  solidité  du  corps  cousislent  en  ce  que  la  dis- 
tance entre  deux  points  (|uclcou(|ucs  doit  être  constante,  et  par  cousé- 
(juent  indépendante  des  (juantités  :',  r,\  T.  ;' ,  r,' , ...  :  doue,  si  l'on  sup- 
pose (]ue  les  coordonnées  a,  h,  c  et  |,  /;,  "Ç.  répondent  à  un  |)oiut  du  corps. 
et  que  |)our  un  autre  point  elles  deviennent  </,,  h^,  c,.  ^,.  v;,,  !Ç,,  il  est 
clair  ([ue  la  distance  entre  ces  deux  points  sera  exprimée  également  |)ar 

^'{a  —  a,  r  -t-  ( 6  —  6,  '  -~  [c  —  c,  ^ 
et  par 

en  ^orte  (|u'il  j'auiii"!  (|ii"on  ait  cctti-  équation  idenli(|ue 

;  —  L  '=-1-  (Tj  —  ■/!,)'  -t-  ■?—■?,  ■  —   a  -^  a, y-'  -(-    6  —  A,  ,i'-t-  'c  —  c,  ){. 

.Mais  il  est  visililc  (|iic  pour  avoir  •:,.  r,,,  Ç,,  il  u'v  a  (|u'ii  cliaiii;cr  a, 
h,  c  en  a,,  h,,  c,  dans  les  expressions  précédentes  de  :,  ■/},  'Ç,  et  (|u"aiusi 
pour  avoir  I  -  :,.  y;  -  Y],,  'Ç~'^,  il  n'v  aura  (pi'ii  nu'tire  dans  les  mêmes 
expressions  a  —  a,,  h  —  h,,  c  —  c,  au  lieu  de  a,  h,  c. 

SultstiinanI  dom-  ces  valeurs  dans  l'iMpialioii  |)ré(ederile  el  comparant 
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les  termes  semblables,  on  aura  ces  six  éciuations  de  euiiditioii 
;"  -f-  rî'^  H-  ?"  =  I .      l'  ;"  -\-  r.'r,"  -\-  V  K"  =  o, 

ï'"-  -(-  7!"'=  -I-  ?"•■•  =  I ,      ï"  r'+  r,"r,"'-i-  t"  'Ç'"~  o, 

eiitir  les  neuf  variables  :',  r,',  'Ç',  :",...:  en  sorte  que  ees  vaiiables  se  ré- 
duiront à  trois  indéterminées. 

17.  Si  l'on  voulait  avoir  les  valeurs  de  a,  b,  c  en  |,  r,,  Ç,  il  siitliraii 
d'ajouter  ensemble  les  trois  équations  ci-dessus 

1  =  al' -i- .  .  . ,     r,  z=  ar,' ~i- .  .  . ,      'Ç  =  a^' -h  .  .  . , 

après  avoir  multiplié  respectivement  ces  équations  par  =',  r,',  T,  par  z", 
r,",  r'  et  par;',  r,",  T;  car  en  vertu  de  ces  six  équations  de  condition 
trouvées  on  aura  sur-le-cliamp 

a— II'  +r,rt'  -+-  'ÇÇ , 

Or,  comme  ces  expressions  de  a,  b,  c  doivent  satisfaire  également  à  l'é- 
(juation  identi([ue 

.  «  —  «I   "  -t-  (  ''  —  6,  ;■  -H     c  —  6-,  ;'  =     ;  —  ;,   -  -4-     T,  —  r,r'  -^     1—  '!,)-, 

en  les  substituant  dans  celte  équation  et  comparant  les  termes  lioinolo- 
lîues.  on  aura  ces  six  autres  é(juations  de  condition 

;'■  -I-  ;"'  +  ;'"-  =  i,  i'r,'  ^  ;"/,"  +  ï"'-/)™=  o, 
y;'--!-  //■-+  /-/"-^  I ,  ;'  r  -t-  ;■'  X"  -+-  c'"  r"=  o, 
t"  -h  r'-  -I-  'C'"'  =:  > ,     •/;'  r  -h  r,"  r"-l-  •/;'"  ?"'=  o  ; 

lesquelles  doivent  être  une  suite  nécessaire  de  celles  (ju'on  a  irouvces  ci- 
dessus.  puis([u'elles  résultent  de  la  même  é(|nntion  idi'ntii|uc. 

18.  Substituons  maintenant  dans  les  expressions  de  f  .1  \  ilu  ir'  l:i. 
pour  .r,  y,  z,  leurs  valeurs  x'-h  \,  v'+ 19,  ;'-î-  '^'  \h  . 


:i-2 


TIIKOUIK 


On  ;mr;i  d'iiliurd 
r/.r=-  ,h'^  f/s-  =  </x''-h  i/y'^^  clz"+  ■?.  dxdl-^  dy'dr.  -«  dz'dl  -^  d}^^  drr^  dC}; 

iiiiilli|iliaii(  |)iir  dm  cl  iiilci;raiil  par  rapport  a  la  caractéristunK' S.  la- 
i|iifllr  lie  rcj;ai(le  (pu'  la  vaiialtilitt'  des  tooriloniu'es  a,  b,  c  euiitoiuics 
dans  les  vaU'iirs  de  £.  /;,  «.  puis(|ii('  ccscdurdoiiiiccs  soiH  les  seules  (|iian- 
liles  ipii  varieiil  d'un  point  du  ini  ps  à  l'antre,  on  aura 

^  fZ/'-Vf/)  ^^r/i"  ^  ,  di'^dldiii-r-dv'^dr.dm^dz'Sdtdw  S{d^'-t-dr,'-^dC']din 
T  =  '—; ^diii  -i '- —        "  "        -• 


dt' 


%dl- 


et  il  ne  restera  pins  ipi'ii  snlistilner  les  valenis  de  <li,  dr,,  dl. 

Oi'.  'i  étant  égal  à  «?'—  b'i"-^cc"\  on  aura,  ou  regardant  a,  />,feonnue 
eonslantos  dans  la  dilléientiation  de  =,  et  ensuite  eoninie  seules  variables 
ilaus  riutégialiiui  uiaiipu'e  |>arS,  on  ani'a.  dis-je, 

S^/irfw  --  d'i'^adm  -4-  dl'SI'dm  —  d'':."Scdi)i. 

et  l'on  ani'a  de  même  les  valeurs  de  S(/r,d/n,  Sf/Çdm  en  cliangeant  dans 
la  precedeiile  la  lelli-e  :  en  r,  on  Ç. 

\'J.  .Mais  je  remar(|ue  (|ne,  si  l'cni  suppose  ee  (jui  est  permis  et  mên)e 
tiés-naturel;  (|ue  le  point  que  nous  avons  pris  pour- le  eentredu  corps  (14) 
err  soit  le  véritable  centre  de  granté,  les  valeur's  des  intéiir'ales 

S'il/ ni.     S  II  dm,     Se  dm, 

ijiri  expriment  les  sommes  des  momerrts  de  ebacpre  pailieirle  dm  du  corps 

par'  rapp(Mt  a  Ir'ois  axes  |)assant  par' son  centi'c,  sci'orrt  ruilics  par  les  pr-o- 

priétés  connues  du  centre  de  gravité.  De  sorte  qu'on  aura  dans  cette  liy- 

polbése 

Sd'idm        o.      Sdri/m        o,      SdÇdm=^<'i, 

<■<•  (pri  siiirpliiic  beaucoup  la  valeur'  de  T,  et  la  rédtril  ii 

dx''  ■+-  dy'"  -H  dz'^  ^  ,          S  d'c'  -^  dr,-  ^  dOdrn 
1  =^ '-r- ^ —  S  dm  -+ ■- j — 

2</<'  2dt' 

Cette  expr-ession  de  T  est,  corrrrrre  on  voit,  corrrposee  de  deux  parties, 
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dont  la  première  dépend  uni([uement  des  variables  a?',  j',  z'  qui  se  ra|)- 
porteut  au  centre  de  gravité  du  corps,  et  dont  la  seconde  dépend  seule- 
ment des  variables  =.  ?;,  'Ç  qui  donnent  la  position  de  toutes  les  particules 
du  corps  autour  de  ce  centre;  ainsi  ces  deux  parties  sont  indépendantes 
entre  elles  et  peuvent  être  traitées  séparément.  La  première  n'est  autre 
cliose  que  la  valeur  de  T  qui  aurait  lieu  dans  le  cas  où  l'on  supposerait 
tout  le  corps,  dont  la  masse  est  Sflm,  concentré  dans  son  centre  de  gra- 
vité, et  où  l'on  chercherait  le  mouvement  de  ce  centre;  la  seconde  partie 
exprime  au  contraire  la  valeur  de  T  qui  aurait  lieu  dans  le  cas  où  l'on 
supposerait  le  centre  du  corps  fixe  (soit  que  ce  centre  soit  celui  de  gra- 
vité ou  non),  ce  qui  donnerait 

dx'^  o,     dy'^  o,     dz'^  o, 

et  où  l'on  chercherait  seulement  le  mouvement  de  tous  les  autres  points 
du  corps  autour  de  ce  centre. 

20.  Je  désigne  la  valeur  de  Sf/m  ou  la  masse  du  corps  par  m.  Ainsi 
la  première  partie  de  la  quantité  T  sera  représentée  par 

dx'-  -f-  dy'-  -+-  dz"' 


idl- 

Comme  cette  expression  ne  contient  que  les  variables  x',  y',  z'  qui  sont 
(hypothèse)  indépendantes  tant  entre  elles  que  des  autres  variables  du 
Problème,  elle  n'a  pas  besoin  d'autre  préparation;  ainsi,  en  l'employant 
à  la  place  de  T  dans  les  équations  du  n"  1 1  et  prenant  x  ,y' ,  z'  pour  es.  ^. 
(X),  on  aura  les  trois  équations  nécessaires  pour  le  mouvement  du  centre 
du  corps. 

Mais,  si  au  lieu  des  coordonnées  x',  y'  de  l'orbite  projetée  on  veut 

employer  à  l'ordinaire  le  rayon  vecteur  p  et  l'angle  r;  parcouru  pai'  ce 

rayon,  on  fera 

x'  =  p  ces  (T,     y'  =  p  sina, 

et  l'on  aura,  eu  substituant, 

dx'-  -+-  dy''  —  p-(h^  -h  dp-.  ■ 
V.  5 


;n  THÉOIUE 

Oitf  (Ifiiiii'if  inaiiii-rc  de  irprésoiitcr  l'orhilc  du  curpsi'Sl  surtout  utile 
luiscui'ollo  t'sl  peu  ditlVMTiilc  d'un  ccnli'  et  en  niènie  temps  peu  inelinée 
;ui  plan  des  eoindonnées  .i',  v',  eoinnie  cela  a  lieu  à  l'éirard  de  toutes  les 
Planètes  par  rapport  à  l'éeliptique;  ear  alors  ci  est  une  (juantité  à  peu 
près  it>nstanle,  7  est  à  peu  près  proportionnel  au  temps,  el  s  est  toujours 
une  (|uantité  très-petite,  ce  (|ui  l'onrnit  des  moyens  d'approximation 
pour  la  délerniinalion  du  mouvement  du  eorps. 

Si  l'on  veut  éviter  les  angles,  on  considérera  qu'en  représenlani , 
pour  plus  de  simplicilé.  le  temps  /  par  l'angle  du  mouvement  moyen, 
c'est-à-dire  par  la  valeur  moyenne  de  7,  la  dillérence  a  —  (  seia  tou- 
jours un  angle  l'orl  petit  dans  l'iiypothèse  précédente;  d'où  il  s'ensuit 
(|ue  osin''7  — /,  seia  une  (|uantité  fort  petite  et  ocos('7— /J  une  (|uari- 
lité  [leu  variable. 

Faisons  donc 

psinfff— /)  =  Y,     pcos(7— /    -    X, 
on  aura 

p>siiio-=    \  cos/ -I- \  siii/      y',     pcosT       \  eus/ —  V  sin/ =  jc'; 

el  i\c  lii  on  tii'ci'a 

,/,-''  -^  itr-  r^,t\      \  lit  ;•  )-    ,l\  -+-  \,lt  K 

il  est  aisé  de  voir  que  les  variables  X,  Y  introduites  à  la  place  de  ^'',  y' 
ne  sont  autre  chose  (|ue  de  nouvelles  coordonnées  rectangles  avant  la 
même  origine  que  celles-ci,  et  couchées  sur  le  uicme  plan,  mais  pla- 
cées de  manii're  t|ue  l'axe  des  X  soit  moi)ile  <'t  passe  toujours  par  le  liiii 
nniyen  du  corps,  et  (|ue  l'axe  des  Y  soit  toujours  perpendiculaire  ii  celui- 
là.  (>'est  ainsi  que  M.  Kuler  a  représenté  le  mouvcuieul  de  lu  Lune  dans 
s«i  ncmvelle  Théorie  de  celte  Planète;  el  notre  un-tliode  donnera  immé- 
diatement les  mêmes  é(|uations  que  .M.  Kuler  n'a  trouvées  (|u'à  l'aide  di; 
plu.sieurs  suhslilulions  et  réductions. 

En  employant  d'autres  substitutions  on  trouvera  des  i'ornuiles  dille- 
rentes,  el  l'on  sera  assuré  d'avoir  toujours  par  cette  méthode  les  é(|ua- 
lioiis  les  plu»  simples  dont  chai|m'  maiiii-re  de  represcnli'r  le  inouvemeni 
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du  corps  est  susceptible;  ce  qui  n'est  pas  un  des  moindres  avantages  de 
notre  méthode. 

21.  Venons  maintenant  à  l'autre  partie  de  la  valeur  de  T,  hKiuelIc 
contient  les  quantités  relatives  au  mouvement  de  rotation  du  corps  au- 
tour de  son  centre  de  gravité,  et  qui  est  représentée  par  la  formule 

S '(/g- +(/•/)- +  <?;')  dm 
TdJ- 

On  y  substituera  donc  à  la  place  de  dZ,  dr,,  d'Ç  leurs  valeurs  tirées  des 
expressions  du  n"  16.  .Mais  je  remarque  qu'on  rendra  les  résultats  beau- 
coup plus  simples,  si  à  la  place  de  la  quantité 

f/i-  -(-  dr,'  -+-  de 

on  prend  celle-ci 

l'dl  -r-  r.'dr.  -  r</?)=  -^    l"dl  -r-  r,"dr,  -+-  'Ç'd'Ç^'  -^-  f  ï"V/ï  -!-  T/"dr,  +  l"'d'Ç  \ 

qui  lui  est  équivalente  en  vertu  des  équations  de  condition  du  n"  17. 
En  elïet,  puisque 

d'i  —  ad'i^+bd'i''^  c d'i'" ,    dr,  =:adri'-hb dr"-i-  fdr/",    d'C^^ad'Ç -^bdt"-\-  cd'C" , 

si  l'on  fait,  pour  abréger, 

rfQ  =  g't/r  -J-  r!drr  -H  t'd-Ç\ 
(/K  =  X'dX  -i-  ^"dr:  -h  'Ç'dÇ, 

et  qu'nii  ail  ci^ard  aux  équations  de  Cdinliliuii  du  ii"  1()  dill'erentiées,  on 

trouvera 

Xdl  H-  r!dr,  -h  XJdC,  —  cdQ  -  bdl{, 

ï"d'E  -+-  r!  dr,  -r-  'Ç'd'Ç  ^^  «t/K  —  c</P. 

X"d\  -4-  rrdf)  +  Ç'V?  =:  bdV  —  adQ. 

Ajoutant  ensemble  les  carrés  de  ces  trous  (|uaulités,  on  aura  donc 

dl'-hdrr-hd:-=cdQ-bdR  '-^  adl{  — cdl*-^  ^bdP~ad()  ' 

=  a=+A»)rfR--t-(a'-l-c'  dQ'-h[b''+c'  dP'—7.hcdQdK—iacdPdR—2abdVdQ. 

5. 


3U 


Ainsi  hi  (|iiaiilili' 


TllÉOHIt: 

S  (/ç'  -<-  dr,'  -+-  di^'  j  dm 
i.dt' 


tlt'vicndiii 


dp 


■j.dP 
cil  l'aisaiit,  |K)iir  alirùger, 

\=S  a'-i-  b'idm,     B  =  S  «•' +  cM  f/m,     C  =.- S(6' +  cM  (/»i, 
F  =  SI>cd,ii,  G  —  Srtt</»(,  11-    Sultdm. 

Ces  intégrations  sont  relatives  à  toute  la  masse  du  e(M|)s,  en  sorte  (|ne 
A,  M.C,  F,  G,  H  doivent  être  niaintenanl  regardées  et  traitées  comme 
des  constantes  données  |)ai'  la  figure  du  eorjts. 

±2.  Il  est  il  présent  nécessaire;  de  réduire  les  neuf  variables  ^',  •/)',  Ç', 
^",. . .  à  trois  indéterminées,  ce  qu'on  |»ent  obtenir  [lar  le  moyen  dos  six 
e(|uations  de  condilion  du  n"  IG,  ou  |;ius  sini|ilement  encore  en  clier- 
ciiant  directement  les  valeurs  de  ces  mêmes  variables  par  la  mélliode 
connue  de  la  tiansformation  des  coordonnées. 

Enell'el.  puisijue  :,  o,  ^  sont  les  coordonnées  rectangles  d'un  poiiil 
(|uelcou(|ue  de  la  masse  du  corps  par  rapport  à  trois  axes  passant  par  son 
centre  et  parallèles  aux  axes  fixes  des  coordonnées  a?,  >',  z,  et  (|ue  a,  h,  c 
sont  les  coordonnées  rectanglesdu  même  point  par  lappiul  à  lidis  autres 
axes  passant  par  le  même  centre,  mais  tixes  au  dedans  du  corps  et  par 
i-onsé(|uent  variables  à  l'égard  des  axes  des  ^,  -/j,  Ç,  il  s'ensuit  (]ue  |)our 
avoir  les  expressions  de  |,  o,  Ç  en  a,  b,  c  il  n'y  aura  (|u'ii  liansrornwr  de 
la  inaniiîre  la  plus  générale  ces  dernières  coordonnées  dans  les  autres. 

Pour  cela  nous  nommerons  w  l'angb;  (|ue  le  |)lan  des  a,  h  (ait  avec 
celui  des  i,  /;,  et  'l  l'angle  que  l'intersection  de  ces  {\v\\\  plans  t'ait  avec 
l'axe  des  ç;  enlin  nous  désignerons  par  ç>  l'angle  (jiie  l'axe  des  a  t'ait 
avec  la  même  ligne  d'intersection;  ces  trois  quantités  &),  ]/,  o  serviront, 
comme  on  voit,  ii  déterminer  la  |)osilion  des  axes  des  coordonnées  a,  h,  c 
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l'clativcment  aux  axes  des  eoortlonnées  ç,  ri,  Ç;  par  eonsé(|ueiit  (mi  [iciit 
par  leur  moyen  exprimer  ces  dernières  par  les  autres. 

Il  est  clair  que,  si  l'on  imagine  que  le  corps  proposé  soit  la  Terre,  (|ue 
le  plan  des  a,  b,  soit  celui  de  l'équateur,  et  que  l'axe  des  a  passe  par  un 
méridien  donné;  que  de  plus  le  plan  des  S,  ri  soit  celui  de  l'écliptiiiiic, 
et  que  l'axe  des  £  soit  dirigé  vers  le  premier  point  d'Aries;  il  est  clair, 
dis-je,  que  w  sera  l'obliquité  de  l'écliptique,  <^  la  longitude  de  l'équinoxc 
d'automne  ou  du  nœud  ascendant  de  l'équateur  sur  l'écliptique,  et  9  sera 
la  distance  du  méridien  donné  à  cet  équinoxe.  Mais,  si  l'on  transporte 
ces  dénominations  à  la  Lune,  en  prenant  cette  Planète  pour  le  corps  dont 
il  s'agit,  on  aura  w  pour  l'inclinaison  de  l'équateur  lunaire  sur  l'éclip- 
tique, ij>  pour  la  longitude  du  nœud  ascendant  de  cet  équateur,  e(  ç;  pour 
la  distance  d'un  méridien  lunaire  à  ce  nœud. 

En  général  y  sera  l'angle  que  le  corps  décrit  en  tournant  autour  de 
l'axe  des  coordonnées  c,  axe  qu'on  pourra  appeler,  à  cause  de  cela,  axe 
de  rotation  du  corps,  90°—  oj  sera  l'angle  d'inclinaison  de  cet  axe  sur  le 
plan  fixe  des  coordonnées  H  et  vj,  et  6  —  90°  sera  l'angle  entre  la  projec- 
tion de  ce  même  axe  et  l'axe  des  coordonnées  S. 

23.  Cela  posé,  supposons  d'abord  qu'on  cbange  les  deux  coordonnées 
a  et  b  en  deux  autres  a',  b'  placées  dans  le  même  plan,  mais  telles,  (jue 
l'axe  des  a'  tombe  dans  l'intei'section  des  deux  plans  et  celui  des//  soit 
perpendiculaire  à  cette  intersection;  on  aura 

rt'  =  rt  coso  —  /)  siiio,      //  =:  /)  coso  +  a  31119. 

Supposons  ensuite  que  les  deux  coordonnées  b'  et  c- soient  cbangées  en 
deux  autres  b",  c',  dont  l'une  6"  soit  toujours  perpendiculaire  à  l'inlersec- 
tion  des  plans,  mais  soit  placée  dans  le  plan  des  ç  et  r,,  et  dont  l'autre  c' 
soil  perpendiculaire  à  ce  dernier  plan-,  on  tioiivera  de  la  menie  manil'rc 

b"  =:  I)' cos(j>  —  csinr,),     c' =:  c  ros '.)+/<' siu'.i. 

Knfin  supposons  encore  qu'on  change  les  coordonnées  a'  et  b"  qui  sont 
(léjii  dans  le  |)lan  des  5  et  n  en  deux  autres  a",  b   placées  dans  ce  même 


:«  Tiii:ouiK 

phiii.  m:ii>  tcllc>,  i|ii('  r.ixf  tics  (i  ((iiiicidc  iivcc  l'axe  des  5:  on  li'diivcra 
|i:iri'ill('iiii'iii 

<i' ~  rt'rosd/  —  //"sintj/,     6'"      /»" ros4' +  rt'siii']'- 

i;i  il  f>l  visililc  (|iic  les  liiiis  cooidoiinécs  a" ,  h",  c'  seront  la  inéinc  chose 
(|iie  les  r,  y;,  »,  |)ins(|ii"ellcs  stiiil  ra|)|iorlées  aux  inènies  axes;  de  sorte 
tHi'en  substituant  successiveniont  les  valeurs  de  a',  b" ,  b',  on  aura  les 
expressions  cliercliées  de  S,  y;.  'Ç,  en  a,  b,  c,  lesquelles  se  trouveront  de 
la  un'nie  l'oiiiic  (|iic  celles  du  u"  i<),  en  su|)|)osant 

^'  =cosoros'|  —  siiio  siii'l  cosc), 
^"  ^  —  sin9  cosij>  —  coso  siinj;  roso), 
$'"  =  sini|'sin&); 

Y)'  =  ces  9  siii'i  -+-  sin-y  cos'i  oos'.), 
r,"  =  —  sino  sin^L  -t-  coso  cosi^  posw, 
•r,"=  —  cos<\i  sino)  ; 
Ç'  =  sino  sin'i), 
Ç"  :=  coso  sino), 

?"'      :  ces  M. 

(]es  valeurs  satisfont  aussi  aux  six  e(|uali(ins  de  cdndilioii  du  uièine  nii- 
lueri),  ainsi  i|ii"a  celles  du  n"  17,  et  rcs(dvcnl  ces  etiuations  dans  toute 
leur  elendui-,  |iuisi|u'elles  rcnrcruienl  trois  variables  iudeteruiinées  '^, 


Si  uiainlcnanl  (iii  l'ail  ces  siiltslitulidus  dans  les  valeurs  de  r/P,  r/Q,  dW 

du  n"  21  ,  lin  liduvéïa.  après  (|nel(|ut's  l'éductions,  ces  expressions  l'orl 

>iuiplcs 

(II'  :  ~  sino  sinoj  r/'}  +  cosç^/'», 

c/Q  =;  coso  sino)  (l<^  —  sinçf/o, 

(/R  =  </o  -•-  coso)(/'^. 

■2'i.  l'uis(pic  les  variables  'y,  i,  ',>  sont  iiidetei  luinees  et  indépendantes 
entre  elles,  il  ne  s'aj;ira  donc  plus  ipu'  d'avoii'  les  (pnintilés  T  et  V  en 
fonctions  de  ces  v;iriables;  ensuite,  différentiant  par  rapport  à  la  earac- 
terisiiipu'  0,  on  aura  trois  c(pialions  île  la  forme  de  ((dlesdu  u"  11,  les- 
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<|Ui'llcs  serviront  ;i  drU'rmiiu'r  ces  variables  par  le  tein|ts  /,  el  par  eoiise- 
(|iient  à  connaître  les  lois  de  la  rotation  du  corps. 

Si  l'on  développe  ces  é(|uations,  on  les  trouvera  analogues  à  celles  (|uc 
j'ai  données  autrefois  dans  ma  pièce  sur  la  Lihralion;  mais  elles  se  pré- 
senteront ici  sous  une  forme  encore  plus  simple,  ce  (|ui  est  dû  à  la  ma- 
nière dont  nous  avons  exprimé  la  c|uantite 

de} -^  (h,' -\-  de? 

|)ar  le  moyen  des  trois  (juantités  r/P,  r/O,  r/R.  Mais  (|iioi(]ue  ces  e(Hiations 
aient  peut-être  toute  la  simplicité  que  la  nature  du  sujet  peut  comporter, 
elles  sont  néanmoins,  comme  toutes  celles  qu'on  avait  déjà  trouvées,  peu 
propres  pour  la  solution  du  Problème  de  la  libration  de  la  Lune,  à  cause 
des  sinus  et  cosinus  d'angles  qui  se  trouvent  mêlés  avec  les  différenlielles 
de  ces  angles,  et  qui  rendent  l'intégration  fort  difficile  et  l'approxima- 
tion peu  exacte. 

25.  Comme  ce  Problème  ne  peut  être  résolu  que  d'une  manière  ap- 
prochée, on  doit  s'appliquer  principalement  à  donner  aux  équations  dif- 
férentielles la  forme  la  plus  convenable  pour  l'approximation,  et  il  n'est 
|)as  difficile  de  se  convaincre  que  les  formules  les  plus  propres  à  cela  se- 
raient celles  qui  ne  contiendraient  aucun  sinus  ou  cosinus,  du  moins 
dans  les  ternies  différentiels  el  indépendants  des  forces  perturbatrices,  et 
dans  lesquelles  ces  termes  seraient  des  fonctions  de  (|uelques  variables. 
(|ui  |»ar  la  nature  de  la  question  devraient  demeurer  tri's-pelites;  en  sorte 
que  dans  la  première  approximation  on  put  léduire  ces  fonctions  à  la 
forme  linéaire,  (|ui  est.  comme  on  sait,  la  seule  susceptible  d'intégra- 
tion, en  gén(''ral,  et  (|uel  (|ue  soi!  le  nombre  des  variables  cl  l'urdic  de 
leurs  différences.  Or,  s'il  est  possible  de  remplir  ces  conditions,  ce  ne 
peut  être  (|n'à  l'aide  de  (pnd(|ues  substitutions  convenables;  mais  il  sérail 
peut-être  dillicilc  de  découvrir  ces  subslitulinns  à  poslciiori  d'ajiri's  les 
ê(|uations  dillerentielles  déjà  trouvées;  heurensement  notre  méthode 
fournit  pour  c<'tte  recheri'he  des  moyens  directs  :  ils  dépendeni  des  con- 
sidi'ralitius  suivantes. 


'»0  TUKltHlE 

2«».  On  voit,  par  la  forme  des  ('(iiiations  du  n"  1 1 ,  (\w  les  lornics  dilTé- 
iciilifls  et  iiidc|i('ii(laiits  des  forces  |)erliirl)alrices  viennent  uni(|ueinent 
(If  l;i  (|nantilc  T:  ainsi  la  dilliciillc  sr  réduit  à  faire  en  sorte  (|ue  ei'lte 
(|iianlite  soit  l'Ile-inèiiu^  ex|iriniee  par  des  fonelions  sans  sinus  et  eosinus 
de  (luchpies  variables,  (|ui  doivent  rester  très-petites;  |)our  eela  il  faudra 
iliic  la  (|uanlil('  T,  cl  par  consciiiicnt  cliacnuc  des  trois  (juanlitcs  (/V,  dQ, 
f/R,  soit  de  la  foi'iiu'  dont  il  s'ai;it.  Or  je  reuiarcjuc  (|n'eii  appli(|uant  à  la 
Lune  les  ioi'uiulcs  du  n"  23,  l'angle  tu  (|ui  exprime  l'inclinaison  de  l'é- 
ipialcur  liiiiiiirc  siii'  le  plan  de  rcclipticuu'  sera  lonjours  li'('S-[)ctil  et  au- 
dessous  de  '2  degrés  d'après  les  observations;  d'où  il  s'ensuit  que,  si  l'on 
prenait  pour  inconnues  à  la  place  de  deux  des  trois  angles  9,  i|>,  u  les 
deux  (|uantilés  'Ç',  'Ç",  ou  les  deux  5",  vj",  ces  nouvelles  variables  auraient 
i;i  (  oiidition  demandée,  et  il  ne  resterait  plus  qu'à  faire  en  sorte  que  les 
-luns  cl  cosinus  du  troisième  angle  disparaissent  entièrement  des  trois 
■  liiiintilcs  >/\\  r/Q.  r/R. 

H  est  vr.ii  (|iic  si  {'(Ui  voulait  appli(|uer  les  niénics  formules  a  la  Terre, 
à  l'égard  de  l;i(|uelle  '„  serait  égal  a  l'obliquité  de  l'ecliplique,  (|ui  est 
de  23°|,  les  (juautités  'Ç,  'Ç",  H",  vj"  ne  seraient  plus  si  petites,  par  con- 
sé(|uent  la  première  approximation  ne  serait  pas  à  beaucoup  près  aussi 
exacte  (|ue  |)oui'  la  Lune:  mais  il  n'y  aurait  alors  (pi'ii  pousser  l'approxi- 
mation plus  loin  par  les  métliodes  connues. 

Quant  il  l'anti'e  condition  (|ui  regarde  l'évanouissement  des  sinus  et 
eosinus,  |MPur  peu  (|ue  Ion  considère  nos  formules,  on  s'a|)ercevra  aisé- 
ment (|u'elle  se  tr'ouvera  remplie  en  prenant  pour  inconnues  les  deux 
(piantités 

Ç'  ;=  si  MM  si  11  9,     r=  siii'.)  eus  9, 

avec  la  soniine  des  deux  angles  'j  et  'j-;  car  il  arri\i'ra  nécessairemenl  (jue 
les  sinus  et  cosinus  de  s -I-  ■!>  s'en  iront  des  ex|)ressions  de  f/P,  f/Q,  dl{. 
Mais  au  lieu  de  prendre  pour  inconnues  les  deux  (juantités  sinojsin^ 
et  siu'/jcos'^,  il  vaudra  niieiix.  pour  éviter  les  ladicaux,  prendr<'  ces 
deu\-ci 

0)  ',1 

liing-  siMv,      liHi^-  C0S9, 
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(jiii   uni    en    nirinc    temps   r;iv;uilai;('   (rèlrc   lonjours   plus 


peliles 


27.    Je  feiiii  donc 

i  =  tang- 81119,      «  — lang-cos9,      6  =  9  +  4/, 
et,  suljstitiiant  (rnbortl  dans  les  formules  du  n"  2:5 


2  tang- 


aiang'- 


i-i-  tang'-  iH-  tang^ 


il  la  place  de  siiioj,  cosw,  ensuite  6  —  'f,  s,  u  à  la  place  de  4-,  tang-  sinçj, 
tang-  cosç;  et  s- -\- u-  à  la  place  de  tant;-^-,  on  aura 


(1  -H  m'—  s'i  ces 6  -I-  24Msin9 
_  (1  +  5'—  M')  sin6  4-  1SU  cos i 
2Msin6  —  ai  cqsô 


,       (i  +  m'— 4'j  siii6  —  24«  cosô 

"1    =  ; ; i i 

„      Il  -h  S'—  u^)  COS  6  —  2i?/sin9 

y)'  =: , 

IH-  S^  +  If 

,,,  zucos9  -h  2ssin9 


c2  _1_  ni  ' 


V. 


Ç"'  = 


1  -4-  S=-(- 

K- 

2M 

!-!-«=  + 

«' 

1  —  5'  — 

H- 

ki  TIIÉOIUE 

28.  Substituanl  tMisuite  ces  valeurs  dans  les  expressions  de  </P,  c/Q, 
(/H  du  n"  -21 .  un  aura,  après  les  réductions,  eelles-ci 

^i  —  s-  —  iC- )  ilO  —  ï\sdu  —  uds  j 


I  +  S'  +  M» 

i.(udQ  —  (h] 


l-IrS'-^W 


1  sdQ  +  du) 
«P  =  : r' 

I  +  «^  -I-  «' 

les(|nelles  ne  conliennent,  comme  on  voit,  ni  sinus  ni  cosinus  d'angles, 
mais  seulement  les  variables  finies  s,  it,  avec  leurs  dillérentielles  pre- 
mii'f'i's  (/s.  (lit.  et  la  dilTérenee  dO  de  rani;le  0. 

2".l.    Il  ne  restera  plus  qu'il  faire  les  mêmes  substitutiiuis  dans  la  (piau- 

lilc  \',  hKpn-lle  dépend  des  forées  particulières  ipii  ai;issent  sur  le  coi-|)s 

i:{  :  mais  ce  calcul  n'ayant  pai' lui-même  aucune  diniculté,  nous  remel- 

limis  a   la  Section  suivante  a   le  développer  relativement  ii  la  Lune,  en 

lanl  i|u'r|lc  est  attirée  |iar  la  Terre  et  par  le  Soleil. 

:W.  Mais  avant  de  terminer  celle-ci,  nous  croyons  devoir  faire  remar- 
ipier  (pie  l'axe  autour  duquel  nous  avons  considéré  la  rotation  du  corps 
■21  .  cl  cpii  est  fixe  dans  l'intérieur  du  corps,  mais  mobile  dans  l'espace, 
n'es!  pas  le  vrai  axe  autour  duquel  le  corps  tourne  à  elnupie  instant  et 
cpron  peut  nommer  axe  spontané  de  rotation.  Celui-ci  est  mobile  tant  :i 
l'éj^ard  du  corps  que  dans  l'espace,  et  sa  position  dans  le  corps  dé|)end 
lies  liuis  (|uantilcs  dP,  </Q,  d\\.  JM)  ellet  la  formule 

,/;.  +  ilrr  -f  dÇ'  r  :    cdQ  -  h  d\{  y -\- '  a  d\{       c  dV  )'■ -^  J>  dV  -  (idQY 

du  n"  21  fait  voir  (|ue  si  l'on  prend  les  coordonnées  a,  h,  c  proportion- 
nelles respectivement  a  d?,  </Q,  d\\,  la  <piantité 

d\^  -4-  dr,^  -^  d'Ç 

devient  nulle  pour  tous  les  points  (pii  répondent  ;i  ces  coordonnées;  de 
«iurlc  <|ii'il   v  a   pai'  lapporl  au  centre  du  corps  une  suite  de  points  l'ii 
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rc|i(is,  l'ormant  une  lii^iic  diditc  (iiii  passe  parce  ceiilic  cl  lail  a\i'c  lr> 
axes  des  eoorddiiiiées  a,  A,  c  des  angles  dont  les  eos'nius  sonl  respinli- 
vcinenl 

v<7P=~T"t/(FTr/lO'     ^'dV' +  dC^- ^  d\\}      y/JP'^ï^iQ'     d\\' 
c'est  l'axe  spontané  dont  il  s'agit.  On  peut  démontrer  anssi  (|iie 


,^dP'-hdQ'-hdlV 
di  T 

fxpiiuiera  la  vitesse  de  rotation  autour  de  cet  axe,  et  (jiie 

dï>       dQ       d\\ 

Yt'    7/7  '    W 

seront  les  vitesses  particulières  de  rotation  que  le  corps  peut  être  sup- 
posé avoir  h  la  fois  autour  des  axes  des  coordonnées  a,  h.  c.  et  (|ui  par 
leur  couiposilion  donnent  la  vitesse 

dl 
autour  de  l'axe  spontané. 


SECTION  TROISIEME. 

IlEVELOPPEM  EN  r   DES  KOBMLLES  NECESSAIRES  POCR  I)  ET  E  II  .M  I  V  E  It   LES  M  01  \  E  M  K  N  l'S 
DE  LA  LU.XE  Ql'I   DÉPENDENT  DE  LA   N  ON-S  Pli  É  R  l€  IT  É  DE  CETTE   PLANÈTE. 

31.  Nous  venons  de  donner  les  formules  qui  renleruient  la  solution 
générale  de  ce  Problème;  ainsi  il  ne  s'agit  que  d'appli(|uer  ces  formules 
au  cas  particulier  de  la  Lune,  eu  tant  qu'on  la  regarde  comme  non  splié- 
rique,  et  que  chacune  de  .ses  particules  est  attirée  pai'  la  Terre  et  par  le 
Soleil  en  raison  inverse  des  carrés  des  dislances. 

32.  Quelle  (|ue  soit  la  manière  dont  on  représente  le  mouvement  d'un 
corps  de  tigure  quelconque,  nous  avons  vu  que  ce  mouvement  dépend  de 
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six  variables,  dont  trois  (lôtcniiiiu'iit  la  position  d'un  point  (incIconiiiK' 
donné  du  corps  (point  que  nous  appelons  en  général  le  centre  du  curps) 
ri  dont  les  trois  autres  déterminent  la  position  même  du  corps  aiilour  de 
son  centre;  et  nous  avons  montré  que  chacune  de  ces  varialtics  toiiiiiil 
pour  le  mouvement  du  corps  (11)  une  équation  de  la  forme 

^  _  ÔT      ây_ 

•j  étant  une  de  ces  six  variables,  et  T,  V  des  fonctions  Aé  ces  mêmes  va- 
riables; ainsi  tout  se  réduit  à  déterminer  ces  fonctions. 

33.  La  fonction  T  ne  dépend  (|ue  des  forces  accélératrices  qui  pni- 
viennent  de  l'inertie  du  corps,  et  la  fonction  V  dépend  uiii(|iiement  des 
forces  accélératrices  extérieures  qui  sont  supposées  agir  sur  le  corps. 

En  nommant  /  le  temps  dont  l'élément  est  supposé  constant,  x' ,  y\  :■' 
les  trois  coordonnées  rectangles  du  centre  du  corps,  qu'on  suppose  être 
son  centre  de  gravité  (ces  coordonnées  étant  rapportées  h  des  axes  fixes 
ilans  l'espace),  |,  ïj,  'Ç  les  coordonnées  rectangles  de  chaque  particule  (/ni 
du  corps  par  rapport  à  trois  axes  |)assant  par  son  centre  et  parallèles  aux 
mêmes  axes  tixes,  p,(j,...  les  dislances  rectilignes  de  la  particule  <///i 

au  centre  des  forces  ^,5  ^,,----,  on  a  trouvé,  en  ifénéral,    13,  19j 
p'    g-  ^ 

_.       dx" -h  dx"  +  dz"          S{dfJ>-¥-dn'-hdK')dm 
l  = j- m  -\ —      j- , 

•  r  j-,^  dm  .,  dm 

la  caractéristique  S  tlénolanl  des  intégrales  totales  et  relatives  a  la  massr 
entière  du  corps. 

Examinons  successivement  les  dillcrents  termes  de  ces  Iminules  et 
voyons  ci'  (|u'ils  deviennent  par  lapport  ii  la  Lune. 

3i.  .Nous  regarderons  la  Tei're  eoinine  en  repus,  et  nous  piendi'ons  x' , 
y',  :'  [)oui'  les  cooi'données  de  l'orbite  diM  rite  par  le  centre  de  i^iaviti'  de 
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la  Lune  autour  tic  la  Terre;  les  deux  premières  x',  y'  seront  prises  dans 
le  plan  de  l'écliptique,  l'axe  des  j-' étant  dirigé  vers  le  premier  point 
iïAries,  et  l'axe  des  v'  vers  le  point  qui  répond  à  90  de^n'és  de  lonuididc: 
et  l'axe  de  la  troisième  coordonnée  z'  sera  perpendiculaire  ii  rc(lipli(|iii> 
et  dirigé  vers  son  pôle  boréal. 

Comme  la  latitude  de  la  Lune  est  toujours  assez  petite,  il  est  clair  (pie 
la  variable  z'  sera  aussi  très-petite;  mais  il  n'en  est  pas  de  même  des  i\v\\\ 
autres  variables  a;',  >'';  cependant  si  l'on  considère  que  le  mouvement  de 
la  Lune  autour  de  la  Terre  est  à  peu  près  circulaire  et  uniforme,  on  verra 
(|u'en  introduisant  à  la  place  de  ces  coordonnées  le  rayon  vecteur  s  i\i- 
l'orbite  projetée  sur  l'écliptique  et  l'angle  7  de  la  longitude  vraie,  lui 

aura 

:r'=pcoso',     r'=&sino-, 

expressions  dans  lesquelles  0  sera  presque  constant  et  7  ;i  peu  près  pro- 
portionnel au  temps. 

Supposons  pour  plus  de  sinqilicité  que  la  distance  movenne  de  la  Lune 
à  la  Terre  soit  représentée  par  l'unité,  et  que  le  temps  /soit  représenté 
par  l'angle  du  mouvement  moyen,  c'est-à-dire  par  la  longitude  movenne 
de  la  Lune;  on  aura 

p  =;   I   -I-  p',         7  ^  I  -i-   ■j' , 

0'  et  7  étant  des  (piantités  fort  petites. 

Mais  au  lieu  de  ces  substitutions  il  vau<lra  mieux  emplover  celles  que 
nous  avons  indi(|uées  dans  le  n"  20.  et  qui  consistent  à  faire 

p  sin  1 3-  —  /  =  V ,     p  cos  I  (7  —  /  ;  =  X, 

où  Y  est.  comme  on  voit,  une  ipiantité  fort  petite  et  X  une  (piantité  peu 
dilTérente  de  l'iinile.  Oc  cetle  uianii're  on  aura 

x'  ^=  p  cos  7  ^-  X  cos<  —  Y  sin  /, 
)•'=  p  siii7  =  Y  eos/  -4-  \  sin/, 

et  d(!  lit  on  tirera 

dx'- -h  clj"  =  ((J\ -h  \ill  =-+-  yX  — Y(//  ^ 


V(i  riiKoiui': 

35.  Nous  mettrons  pour  plus  do  simplicité  i  -t-a-  à  la  place  de  X,  v  à 
la  place  de  Y  et  ;  à  la  place  de  z'.  Ainsi  les  trois  coordonnées  rectangles 
.r  ,  V  et  z'  (le  l'orliite  du  cenlir  de  gravite  de  la  Lune  autour  de  la  Terre 
si'iDMl  re|)rcscnlees  par 

(i -h  X  (OS l  —  y ain I ,     ycosl^i-\-x)sint,     z; 

et  l'on  aura 

r/.r'-  -h  ily'-  -^  </;'-  =  [dy  -t-  i  i  4-  a-   c/l]'  -+-  {c/x  —  yilt)-  4-  dz^, 

expressions  dans  lesquelles  les  trois  variables  x,y,  z  seront  toujours  fort 
petites;  et  ces  trois  variables  seront  les  uièmes  que  M.  Euler  a  employées 
et  désignées  par  les  nuMues  Irtlres  dans  sa  Nouvelle  Théorie  de  la  Lune. 

Nous  adoptons  ici  cette  manière  de  représenter  le  mouvement  de  la 
l.nue  d'aulaul  plus  volontiers  qu'on  trouv-e  dans  cet  Ouvrage  de  M.  Euler 
les  valeurs  des  (piantités  x,  y,  z.  en  tant  (|u'elles  dépendent  de  l'adion 
de  la  Terre  et  du  Soleil  sur  la  Lune,  regardée  comme  un  point,  déjà  ex- 
|)riuiées  par  les  mouvements  moyens  et  calculées  avec  une  grande  pré- 
cision; et  nous  ferons  usacte  de  ces  valeurs  dans  nos  reclierclies  sur  redél 
de  la  non-sphéricité  de  la  Lune. 

36.  Ainsi  la  preniii-re  partie  de  l'expicssion  deT,  celle  (|ui  se  rapporte 
au  mouvement  progressif  du  centre  de  la  Lune,  sera  'en  nommant  ///  la 
masse  di'  la  Lune) 

m  V 1  dx  s,  ■       (  <ly  \-       dz-  1 

t|(7/7-.^')  *(;7/-^'^")  -^df]; 

Je  dénolei'ai  dans  la  suite  celte  (juantilé  par  T'. 

37.  Pour  représenter  le  mouvement  de  rotation  de  la  Lune  autour  de 
sou  centre  de  gravité,  on  ima^ineia  dans  l'intérieur  de  la  masse  de  cette 
Planète  trois  axes  fixes,  perpendiculaires  entre  eux,  (|ui  passent  par  ce 
centre  et  qui  demeurent  toujours  tixes  au  dedans  du  corps;  et  l'on  ra|t- 
portera  ii  ces  trois  axes  la  positi(Ui  de  clia(|ue  particule  dm  de  la  masse 
de  la  Lune  |);ir  le  riioNeo  de  trois  coordonnées  n.  h,  r.  On  aura  (ainsi 
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(jii'on  l'a  vu  dans  la  Section  précédente,  i\"  16^  pour  les  coordonnées  2, 
r,,  'Ç  de  cette  particule  les  l'orinules 

Ç  =  rt^'  +  6ç"  +  cl'",     r,  =  an'  +  br,"  -+-  cW",     S  =  «?'  +6?"+  t-'Ç'", 

dans  lesquelles  ?',  |", . . .  sont  indépendantes  de  la  position  de  cette  pai'- 
ticule  dans  l'intérieur  du  corps,  et  sont  uniquement  des  fonctions  des 
variables  qui  déterMiincnt  la  position  du  corps  autour'  de  son  centre. 

38.  Maintenant  je  regarde  le  plan  qui  passe  par  les  deux  axes  des 
coordonnées  a  et  h  comme  l'équateur  de  la  Lune,  et  par  consé(|uenl  le 
troisième  axe  des  coordonnées  c  comme  l'axe  de  rotation  de  cette  Pla- 
nète. Je  nomme  w  l'inclinaison  de  l'équateur  lunaire  sur  réclipti(|ue, 
1  la  longitude  du  nœud  ascendant  de  cet  éijuateur,  lequel  est  en  inéuic 
temps  le  nœud  descendant  de  l'écliptique  par  rapport  au  même  ('(lua- 
teur,  c'est-à-dire  l'équinoxe  d'automne  de  la  Lune,  celle  longitude  etani 
vue  du  centre  de  la  Lune  et  prise  à  l'ordinaiie  sur  l'éclipti(|ue,  ou  sur  un 
plan  parallèle  à  l'écliptique  et  passant  par  le  ct'ulre  de  la  Lune:  entin  je 
nomme  o  la  distance  du  point  de  l'équateur  lunaire,  par  le(|uel  passe 
l'axe  des  abscisses  a,  au  nœud  ascendant  de  cet  équateur,  c'est-à-dire 
l'angle  formé  au  pôle  de  la  Lune  par  le  méridien  fixe  qui  passe  par  cet 
axe,  et  par  le  méridien  mobile  qui  passe  par  le  noMul  ascendani  df  l'é- 
quateur, et  qui  est  [)ar  rapport  à  la  Lune  le  colure  de  re(|irmn\r  d'au- 
tomne. 11  est  visible  que  ces  trois  angles  'j>,  'l,  s  sullisenl  pour  delcrniiner 
dans  un  instant  quelconque  la  position  du  corps  de  la  Lune  par  ra|)j)ort 
à  l'écliptique;  ainsi  l'on  pourrait  les  |)rendre  pour  les  variables  dont 
nous  avons  parlé  plus  baut,  et  réduire  par  conséquenl  la  déteruiination 
du  mouvement  de  la  Lune  sui'  son  centre  ii  trois  é(|uati(Uis  entre  ces  va- 
riables, comme  on  en  a  usé  jus(|u"ici  dans  toutes  les  reclierches  de  ce 
genre.  Mais  nous  avons  déjà  in(li(|ue  les  iuccnivénienis  aux(]nels  les  e(|ua- 
tions  trouvées  de  la  sorte  sont  sujettes,  et  nous  avons  donne  dans  le  n"  :^(i 
un  moyen  de  les  éviter,  lequel  consiste  à  employer  au  lieu  des  angles  i„, 
■p,  1,  les  fonctions 

lang~  sincp  =  *,     tang- costp  ^  m,      '^  H- V    -0, 
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iliiiil  les  deux  promil'i'os  oui,  pni  rapiiorl  à  l;i  Liiiic,  rjivantiigf  crrlic 
toujours  trôs-potites,  puis(|u'on  sait  par  les  observations  que  l'inclinai- 
son ',)  est  fort  petite,  cette  inclinaison  ayant  été  trouvée  par  Cassini  de 
2"|,  par  Mayer  de  i"29'.  et  par  I\F.  de  Lalaiide  de  i"l\-'. 

3!*.  A  l'égard  de  l'angle  0,  son  emploi  a  aussi  un  avantage  paiticuiier 
par  rapport  à  la  Lune;  en  elTet.  puiscjue  /  est  la  longitude  moyenne  de  la 
Lune  3i  \  / -i-  nSo"  sera  la  longitude  moyenne  de  la  Terre  vue  du  centre 
de  la  Lune,  cl  leiraiicliani  l'angle  ij;,  on  aura  /  +  180"— (|  pour  la  lon- 
gitude moyenne  de  la  Terre  comptée  depuis  le  nœud  ascendant  de  l'équa- 
leur  lunaire;  donc  /  —  ([  sera  cette  longitude  comj)lee  depuis  le  nœud 
descendant  de  cet  é(jualeur,  c'est-à-dire  depuis  ré(|uinoxe  du  printemps 
de  la  Lune.  Or  il  résulte  des  observatiiuis  exactes  de  la  libralion  de  la 
Lune  faites  par  Mayer  que,  si  l'on  transporte  celte  longitude  t  —  ■->  sur 
ré(|uateiir  lunaire  en  parlant  du  même  é(|uinoxe  lunaire,  elle  doit  ré- 
pondi-e  toujours  ii  un  même  |)oinl  de  cet  équateur,  en  sorte  (|ue  le  méri- 
dien lunaire  <|ui  passera  pai'  ce  point  sera  fixe  sur  la  surface  de  la  Lune. 
.Mayer  pi  end  <■!■  méridien  pour  le  |iremiei'  meridii'U  de  la  Lune,  et  y  rap- 
|tort<'  les  longitudes  sélénograpirK|ues  des  taches  de  la  Lune;  nous  le 
n<tmnierons  aussi  d'après  lui  le  /inmicr  nu'ridit'n  lunaire,  et  nous  suppo- 
serons, ce  (|ui  esl  |»eiinis,  (ju'il  coiiicide  avec  le  méridien  fixe  par  le(|U(d 
passe  l'axe  des  coordonnées  a,  et  qui  fait  avec  le  colure  <le  ré(|uiiioxe 
d'automne  de  la  Lune  l'angle  '^i  ;  or  nous  venons  de  voir  (|ue  le  premier 
méridien  fait  avec  le  coluie  de  ré(|uinoxe  du  printem|)s  l'angle  /  —  ]/ ; 
ainsi  il  fera  avec  celui  de  l'équinoxe  d'automne  l'angle  I  —  '[  -\-  180"; 
donc  on  aura   'f  =^  t  —  •}  -h  180",  et  île  lii 

9  -t-  '^  =r  0  =:    lKo"-f-  /. 

Otie  déleiiuination  esl  fondée  sur  le  phénomène  connu  de  la  non-ro- 
tation apparente  de  la  Lune,  el  sur  l'Iiypoihrse  de  ruiiilormité  de  la  ro- 
tation réfdle  de  cette  Planète  autour  de  son  axe,  cl  du  niouvement  des 
noMuls  de  ré(|ualeur  lunaire  sur  l'éc  li(»liqne;  si  ces  niouvenn-nts  sont 
sujets  à  quclqui-s  iiiet;alilfs.  alors  la  dislance  (iu  picmier'  méridien  à  l'é- 
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quiiioxf  (lu  printemps  ne  sera  plus  exactement  égale  à  /  —  <]'.  mais  elle 
sera  f  ^  ^  +  r,  r  étant  une  quantité  dépendante  de  ces  inégalités,  et  par 
conséquent  très-petite,  puis([ue  juscju'ici  les  observations  n'ont  pu  la  faire 
connaître.  Dans  ce  cas  la  valeur  de  'f  + 'i  ou  de  5  deviendra  i8o"4-^-l-r. 

40.  De  celte  manière  donc  le  mouvement'de  la  l>iine  autour  de  sdu 
centre  sera  déterminé  par  les  trois  variable.s  trè.s-pelites  r,  s,  u,  de  même 
que  celui  de  son  centre  autour  de  la  Terre  l'est  par  les  trois  variables  .r, 
y,  :■•  aussi  fort  petites.  Mais  les  trois  premières  sont  beaucoup  plus  pe- 
tites que  ces  dernières,  et  l'on  pourra  les  regarder  comme  des  quantités 
très-petites  du  premier  ordre,  vis-à-vis  desquelles  il  sera  permis  de  né- 
gliger celles  des  oi'dres  suivants;  cependant  il  faudra  tenir  compte  des 
quantités  du  second  ordre  dans  les  expressions  de  T  et  de  V,  parce  que 

celles  de  ^5  ^-^•■-  se  trouveront  rabaissées  au  premier. 

ùx     ox  ' 

41 .  Nous  avons  déjà  donné  dans  la  Section  précédente  (27)  les  valeurs 
exacti?s  des  quantités  S',  2", ...  en  fonctions  de  5,  s,  u;  ainsi  il  ne  s'agira 
que  d'y  substituer  pour  5  sa  valeur  i8o"  +  t  -h  r,  et  par  conséquent  pixn 

sin5 

—  sini /-)-;•)     ou     — sin<  ces/- —  cos/ siii /■, 

el  pour  cos5 

—  cosi  /  + /■)     ou     — cos/ ces/' H- sin/ sinr, 

et  de  négliger  les  termes  où  les  quantités  r,  s,  u  formeraient  ensemble 
des  produits  de  plus  de  deux  dimensions,  en  mellant  pour  cet  etlct  ii  la 

place  de  sinr  el  cosr  leui's  valeurs  appi'ocliées  /et  i 

Nous  donnerons  d'abord  les  expressions  des  valeurs  dont  il  s'agit  en  y 
conservant  les  sinr  et  cos/-,  parce  que  nous  poui'rons  avoir  occasion  d'en 
faire  usage  sous('ette  forme;  on  aura  ainsi,  en  uégligeaut  les  diuiensi(Uis 
de  s  et  //  an-dessus  de  la  seconde, 

^'  =  —  [d  —  1S-)  cos/-  -+-  2sush\r]  cost  -t-  [(i  —  24')sin/-—  25^<cos/•]sin/, 
^"=  [i  I  —  211^)  cosr  —  7,su  sin;-]  sin/  +  [l'i  —  itc']  sinr-i-  2.su  cosr]  cos/, 
£'"=  —  2{u  cosr  -f-  *  sin;-  sin/  —  2  m  sin  ;■  —  s  cosr;  cos/; 


SO  TlIKOHli: 

■n'-  —  [  I—  31»)  COS/-K  2«<sin;lsiii<  —  [  I  —  îs'  sin  r  —  isu  vos  i]cosl, 
■n"=—  [il—  i«'  cosr  —  34«sinr]cos/+  [('  —  ■>.u')s\nr -h  >.««ros/'  siiW, 
r'=  2(MC0sr-+-4siiwi  cost  —  aiMsinr  —  s  cosr)  sint; 

^'  =  is,     r  =  a  II,     ?*=  I  —  ?.5'  —  ?,  ti-. 

\-2.   Siil)slilu;ml  iiiaiiiU'iiaiil  i         ^    à  la  placi'  di-  tos/-.  el  /  ii  la  [liact' 

ilr  siii/.  t'I  négligeant  Uuijours  les  produits  de  r,  s,  u  au  delà  de  deux 
dimeiisidus,  les  expressions  précédentes  se  eliaiigeront  en  ((dles-ei 

^'  =  —  (i 2  4M  ces/  -I-    r  ~-  o.sii  sint, 

5"=  (  I 2uA  sint  -I-   r  +  7.su)  cost, 

ç'=  —  2( M  -4-  !■*  sin  /  +  ?.  i  i  —  »■«   cos  /  : 


ji'  =  —  Il 25' ]  sin / 


—    /•  -   J  su    cos/, 

I  cos/  -«^     /■  -(-  .'i«    si  11  /, 
•/)";=  2  (  t*  -I-  ;•«  )  ces /  +  7.  s  —  ru  siii  /  ; 

i!'  r=  2i,        '"  ^  9.  «,        r"^=   I   —    i  s-  —    2  M-'. 

Si  J'iiM  l'ail  les  niéuies  sultstilutions  dans  les  expressions  des  (piantites 
f/P.  '/O,  f/W  du  n"  28,  el  qu'on  y  néglige  aussi  les  troisii-mes  dimensions 
«le  /.  5.  //.  lin  auia 

(l\\:=  Il  -h  -j-  —  ?.«'  —  2uA  (Il  —  i   Sllll  -    U(h  , 

,,.  /  <h        u((r\    , 

V:j.   Or  nous  avons  déjii  leduil  la  ijuaulile 

2  f//'  ' 
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(|iii  l'sl  lii  seconde  partie  de  la  valeur  de  T,  à  une  simple  fonction  de  r/P. 
c/Q.  t/R  21  :  ainsi,  faisant  les  substitutions  précédentes  et  négligeant 
toujours  les  niéuies  dimensions,  on  aura  pour  la  (|uantité  dont  il  s'ai;il 
et  (|ue  je  désignerai  par  T"  la  formule 

A  /  ■y.f/r        (Ir-        ,  ^        ,    ,        ^sdii        4"'/*\ 


^,  /  tlii        ?.s(/r        itrdu 

—  2(ji -, — I -, • j- 

\  (Il  (H  (Il 


i4.  Reunissant  donc  les  deux  (juantites  T  et  T",  on  aura  la  valeur 
complète  de  la  quantité  T.  laquelle  aura  ainsi  l'avantage  d'être  une  fonc- 
tion rationnelle  et  entière  des  six  variables  très-petites  Jc,  y,  z,  r,  s,  u  et 
de  leurs  dilTérences  premières,  sans  aucun  mélange  de  sinus  et  cosinus 
d'angles. 

45.  Il  faul  clicrclier  maintenant  la  valeur  de  la  fonction  V  (|ui  deprnd 
uni(|uenient  des  forces  accélératrices  (|u"on  suppose  agir  sur  le  corps. 

Ces  forces  dans  la  question  présente  ne  peuvent  être  que  l'attraction 

f 
de  la  Terre  et  celle  du  Soleil,  lesquelles  étant  exnrimée§*«par  ^  et  —  re- 

^  /       P-        T 

lalivenient  a  chaque  particule  dm  de  la  Lune,  on  aura  :  33^ 

J     I,     ^     <l 

46.  Considérons  d'abord  le  terme  —/S — '--  venant  de   l'atlractioii  dr 

■>        ij 

la  Terre,  p  sera  la  distance  rectiligne  de  la  particule  dm  de  la  Lune  au 
centre  de  la  Terre,  par  consécpienl  elle  sera  exprimée  ainsi 


p  =  y.[x'-h  lY  -^  (.)•'  ■^rty--hiz'-hKY, 


car  X  ,  y',  z'  étant  b's  coordonnées  ri'ctangles  ilii  centre  de  la  Lune  pai- 
rap|>orl  au  centre  «le  la  Terre,  et  r,  /;.  ^celles  de  la  particule  dm  de  la 
Lune  par  rapport  an  centre  de  celle  Planète,  il  est  visible  «pie  .i'' -h '£. 
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j'H_y,.  -'-H-  soiolU   celles  lie  la  iiièine   paitieiile  dm  |)iir  rii|)|Miii    au 
(entre  île  la  Terre. 
Or,  par  le  n"  35,  on  a 

.r'--    I -f-.r   cos/— .)sin/,     j' :^,rcos/ +  (i  +  .r  )  sin /,     z'=z; 

el  si  clans  le^  l'ornuiies 

Ç  =  rt^'-(-6^"-i-cr,     v!  =  a /) '-I- /'■/)" -t- cV",     l  =  a^'  +  b^"  +v^", 
lin  n"  37.  on  snii^litne  les  valeurs  île  H',  ç", . . .  du  n"  i2,  on  trouvera 

5=  —  Xcos/ -husin/,     0  = —  ls\nt  —  ij.cost,     'C=^v, 
en  faisant,  pour  alirégor, 

}  =ali— fsA  —  b(r-\-  7.SU)  —  7.c(s  —  ru], 

u  =  a(r  —  2S«)  +  A  (  I 2u'\  —  2C  u  -h  is  , 

y  =:  5L«i  -+-  2  /<«  +  c  (  I  —  ai'  —  2  m'  '  ; 

ainsi  l'on  aura 

a:'+  4=  (n-  jr  —  X)cos<  —  (  j—  ^)  sin/, 

■  j'-t-y]  =  (i  -t-^  —  X)  sin<  4-(.r—  p.)cos<, 

iliine 

p  —  y/{i  -I-  a:  —  X)'  +  (j  —  m)'  -(-  f  z  -4-  V  )% 

expression  ipii  a  l'avantage  il'ètre  ilelivri-e  de  l'ani^le  /. 

M.   (loMinie  dans  l'exiiression  intégrale   S  —   le  siniie  S  se  lanijorle 

iinii|nenii'nl  ii  la  varialiilile  des  coordoiun'es  a,  b,  c  de  la  pailienle  dm 
par  rapport  aux  axes  du  corps,  il  est  nécessaire  di'  développer  la  valeur 

de       rrlaliveiiient  aiix  (iiianlites  c/,  h,  r  reni'i'rniees  dans  ),,   a,  v;  or  ce 
/' 

ileveloppenn-nt  n'a  point  de  dillicnlté;  car  les  (luantités  a,  h,  c  ne  |)ou- 
vanl  jamais  surpasser  le  demi-dianièlre  de  la  lAine,  elles  seront  toujours 
des  riaction>  très-petites    la  distance  iiiovenne  de  la  l.nne  ii  la  Terie  étant 
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prise  pour  runité;,  ol  iiicmi'  hcaiiconp  plus  petites  que  les  (piiiiililes  du 
premier  ordre  x,y,  :,  r,  s,  ir.  cl  il  eu  sera  de  même  des  quantités  X,  a,  v. 
Soit/»'  la  valeur  de p  lorscjue  a,  b  el  c  sont  nuls,  e'est-à-dire  la  distance 
du  centre  de  la  Lune  à  la  Terre,  ou  le  rayon  vecteur  de  rdihite  réelle  de 
la  Lune,  on  aura 

^'=  y/(i  -)-  xY-\-  y- -h  z-, 

et  par  conséquent 


p  =  \Jp'^—  2^(1  +  X)  —  ■2[/.y-i-  9.VZ  +  1'' -h  n' -\-  v^. 

Donc,  en  ne  poussant  l'approximation  que  jusqu'aux  secondes  dimen- 
sions de  ).,  ij.,  V,  on  aura 

I  I         ^[i  -h  X)  -\-  ixy  —  vz        V -h  !J.- -h  V-        ^lli  i -\- X  )  +  ny  —  vz]- 

multipliant  par  dru  et  ensuite  intégrant   relativement   à  la  caractéris- 
tique S,  laquelle  ne  regarde  (|ue  la  variabilité  de  «,  b,  c,  ou  aura 

^.c//n Sdm       [i  -\-  x)S^dm  -h  rSfJ-dm  —  zSvdin       SiX-'-t- p.- -f- v-   c/m 

p  ^~Y^  Y'  7.p" 

3 


-t-  X  ■  s /■■'/'"  -h  )■'  s  u.-dni  -h  -■  S  y- dm 
'P'L 

-h  2[  i -h  X   r!^ladm  —  2  i-t-.r    :  Sl'^dni  —  ■?}■:  Swjdm 


Il  ne  s'agit  donc  plus  que  de  remettre  ii  la  place  de  À,  a.  v  leurs  valeurs 
du  numéro  précédent,  en  faisant  sortir  hors  du  signe  S  les  (|uantités  r, 
s,  u  qui  doivent  être  regardées  comme  constantes  dans  ces  intégrations. 

48.  On  voit  d'abord  que  les  valeurs  des  trois  intégrales  S'/.d//i,  S'j.tù/i, 
Svrf/w  renfermeront  dans  tous  leurs  termes  les  (|uaiitités  Sitdm,  Sbdrn, 
Scdm,  i\\\\  sont  nulles  par  les  propriétés  du  centre  de  gravite,  puis(|u'on 
suppose  <|ue  ce  centre  est  l'origine  des  coordonnées  a,  b.  <•;  ainsi  l'on 
aura 

SÀ(/«i  =  o,      Sydni  =  0,      Sx/w  =;  o. 

Pour  avoir  la  valeur  des  autres  intégrales  il  faut  commencer  par  cher- 
cher celles  de  À",  ij.'-,  v",  ).p., ...  ;  et  comme  les  valeurs  de  À,  y.,  v  ne  son! 


:>i  ïiiKoitii; 

ex;ii  lc>  i|ii';t  hi  (l'oisièiiic  (limciisiiiii  pri's  de  r.  s  et  //,  il  I'iukIi;!  ci^alciiu'iil 
n»'Kli«ff  rt'tlc  (lnm'iisiDii  ihins  les  \;ili'iiis  doiil  il  s':  ;ji(.  Ou  li'(iiiv<'r;i  iiiiisi 

/  .(    I       r' —  ^s^) -^  b-v''+ ^e^s' —  "i.uhyr -\- -y.siO  —  ^ac{s  —  vu]  +  ^bcrs, 

'j.'-        n'r'       li'it  —r'  —  ^  u'  j  -h  ^c-  n'  -h  ^ab(  r  —  2su)  —  ^acru  —  'flic  if  -4-  rs  , 
v'   =4"'*'-*-  4^'"'"*~  f'i  I  —  4*'~  4"''  "•"  8fl6i«  ■+-  ^acs  -+-  ^hcti, 

}  y  ~    rt'   *•  —  ISII     -'  II'    r  —  2SII     -r-  ^c-su 

■     Itll    \  ■}.!'         2.S''  —  -lit'     —  J.aCi  M  -4-   2 /s     —  ibc    S  —  n  lit    , 

).v  =  2«'i  -    j.b'ru  —  2f'i*  —  ru 

-(-  ->  ab  u  —  rs    -i ■  ac  (  i  —        —  H*-'    -  •.>.  u-  \        bc{r  -^  dsu  , 

u.y  =  j.a^rs  --  î/c'h  —  2c'(  m  -(-  ri) 

-    2a/»  .ï  -   ru    -f-  rtc  #■  —  6su    -¥-  bc  li —  -îs-  —  ^ii-\  . 

()|-  ihHi.s  ;i\ciiis  (Icjii  siip|)iisi'    21 

S  a' ^    b-   ilni       A,     S  a'  -•    c-    t/ni  -   B,      S   b' -+- c-    (lni--i'., 
Snbtlin       11.  S ''<■'////       (;,  Sliri/ni  —  V; 

.l'un 

2  •>  ■>  ' 

donc,  imiltipli;iiit  les  Viilciii's   picccdculcs  p:ir  <-////,   iiilcnr;iiil  cl  siihsti- 
liiaiil  CCS  (lcrni(-ics  valeurs,  on  aura 

S'/'hii    -         ^ :-    C— B  ;•  -^4  C— A  .ç— aH  / -^.'.s«  — 4G  5— /«  -t- {F/*, 

^    .,  A-hC— B       „     „ 

Svv/m  = h   B-L/'+4B—A}«'-f-?.H, /■-...«/  -4G/H— .|rK+/f), 

Sy/or  ~ -»-4(A-C)«»-f-4(\-  I!   «■-^8H.s«-4-4G«-+-4Kh, 

S'tijt/ni  =  ', B  —  Cj r -f  2( B  +  c;  —  2 A )«tt 

-  H,i— 2»'— 2s'—  2w=)  — 9G   II  -^-  'IS   —2\s—r>ru), 
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S/  >r//H  =  S  A  —  C)  i  -t-  ?.  B  —  A    ru 


+  2H(m  —  rs)  +  G  1  I Qs^—iiû\  —  F  / -t-  Gsit  , 

S  a  V  f/rti  =:  2  A  —  B  )  <«  -t-  2  (  A  —  C  rs 

-I-  2H(*+  ;7<  :  +(î;  /'  — 6if/i  +  F  (  i 25-  — 8«-j  . 

On  feni  Honc  ces  substitutions  dans  l'expression  de  S  —  trouvée  ci- 

'  l> 

dessus,  et  multipliant  ensuite  tous  les  termes  par  — /,  on  aura  la  partie 
de  la  fonction  V  qui  est  due  à  l'attraction  de  la  Teri'e  sur  la  Lune. 

49.  Cette  partie  de  V  sera  donc  représentée  de  la  manière  suivante,  en 
mettant  m  a  la  place  de  Sd/n. 


/■« 'Z^  _      /'"       /;  A  +  B  -4-  C) 
P   ~"^'Y^  ¥' 


3/' 


[- 


-hB-C 


+  i  C  —  B  ;■-  -H  4  C  —  A  1 5' 

-  2H ';■ -f- 2  5?/    — \{j  s — ru    -\- \Y  rs 


Zfr-  TA  -H  C  -  B         „       ,1,'u        i      2 
•'  • , B  —  L  r^  +  41  B  —  A  u^ 


t  H  ( ;•  —  2 su  )  —  4  G  ru  —  4  F  "  "•"  '* 


2/>'    L  2 


3/1  -t-x  )• 


3/{  i-i-  x)z 


[(B-C) 


-f-  8  H  i»  +  4  G  5  +  4  F  « 
r-+-  fin  -{-C—  1  A)su-^}\i\  —  2  r'—  is-—  iu'  ) 
—  2 G (  «  -I-  2 rs    —  2 Fis  —  2 ru 


—     2(  A  —  C)i  -1-  2(B  —  Ai;  M  -(-  2  H   h  —  rs 

-1-  G  (  I  — 8i^  —  2  u-  j  —  F  7'  -f-  6su 

-+-  ^A^  r2(A  — B  M-+-2(A  —  C  r5  +  2H   s -^  ru 
P'     l 

+  Gi  r  —  6su    -I-  F  I  I 25=  —  8m-  j 


Cette  formule  est  encore  suscepliMe  de  (|iiel(|U('s  redui iious,  ii  cause 


o(i  THKORIE 

,1.-  ht  |.i-lil.'ssf  (les  quantités  a-,  ,v.  ;:  mais  nous  avons  cru  devoir  donner 
d'aliord  la  valeur  eoniplète.  pour  qu'on  puisse  ensuite  mieux  voir  quels 
soiii  les  tenues  i|u''in  y  peut  iiegliiier. 

50.  Il  re>te  a  examiner  l'antre  partie  de  la  loiulion  V.  laquelle  iloil 
pn.M-nir  de  l'action  du  Soleil  sur  la  Lune.  Or,  en  désii-nant  par  q  la  dis- 
l;inee  rectilij-ne  du  Soleil  à  eliatiue  partieule  dm  de  la  Lune,  l'aelion 
dii-eeli'  du  premier  de  ees  deux  astres  sur  toute  la  inas.-.e  de  Taiilre  donne 

.i;nis  la  lonetion  V  la  .piantité  — g-S— ;  et  pour  avoir  \;\  valeur  de  7  il 

sullil  de  se  rappeler  que  a'-f- |,  v'-h  ïj.  :'-(- r  sont  les  coordonnées  ree- 
tan^des  de  chaque  partieule  dm  de  la  Lune  par  rapport  aux  axes  fixes  pas- 
sant par  le  centre  de  la  Terre:  de  sorte  ([lie,  si  l'on  nomme  X  et  Y  les 
deux  coordonnées  du  lien  du  Sideil  dans  l'é(  lipti(|ue  par  ra|)porl  aux 
mêmes  axes,  on  aura  évidemment 


q  —  ^  X  —  .r'  — ïi=-f-'Y  —  >•'  —  •«»'-+- 1^'-+-  ?»». 

Soit  H  la  distance  du  S(deil  à  la  Terre,  c'esl-ii-dire  le  rayon  vecteur  de 
son  itrliitc.  et  i  la  longitude  de  la  Terre  vue  du  Soleil,  en  sorte  (|iie 
V  ^_  |S()"soit  la  longitude  vraie  du  Soleil,  ou  aui'a 

\  ^  —  IUos:i,     V  -  -    Ksiiii: 

et  ees  valeurs  étant  substituées  dans  l'expression  précédente  de  </,  ainsi 
ijue  celles  de  x' ^  |,  v'-i-ï;,  z'-(-  ^  trouvées  dans  le  n"  46,  on  aura 

./  ^  v^R'-^aR('-+--''-')c<'s('  — -)  —  2R  L>'—. "■)«"('  —  -'-»-('-•-■'"  —  '■)'-'- 0'— ,'*)''-'-(-■+- ^^^ 

d'où  l'on  déduira  la  valeur  de  ->  et  ensuite  celle  de  S |)ar  des  opera- 

inMis  seinIdaMes  il  c(dles  des  numéros  précédents;  mais  il  y  a  ici  une  re- 
llial'<pii'  illlporlalile  il  l'aire. 

.")!.  Nuii^  ;iviuis  Mipposc  jus(|u'ici  la  Terre  en  repos  pour  n'avoir  a 
considérer  ipie  les  dillérents  mouvements  de  la  l.nne  |iar  rapport  à  la 
Terre,  lesi|iitds  sont  les  seuls  (|U*il  nous  impuiie  de  cimiiaitre;  cette  sup- 
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|iipsition  est  permise,  mais  elle  (lemaiide  (lu'mi  relianclie  de  l;i  toice  di- 
recte du  Soleil  sur  la  Lune  la  partie  employée  à  lui  donner  le  mouvement 
(|ni  lui  est  eommun  avee  la  Terre,  et  par  lequel  ces  deux  corps  circulent 
autour  du  Soleil  ;  or  cette  force  est  évidemment  égale  a  l'attraction  du  So- 
leil sur  la  Terre;  par  consé(iueul  il  faudra  joindic  à  la  force  — i  provenaul 

de  l'action  directe  du  Soleil  sur  cliaque  particule  dm  de  la  Lune,  une 
force  égale  et  directement  contraire  \\  celle  du  Soleil  sur  la  Terre.  Or  il 

est  visible  que  la  force  —  deviendi-a  celle  dont  il  s'agit,  en  v  faisant  g  né- 

gatif,  et  en  supposant  (jue  dans  l'expression  de  q  les  quantités  x'-\-'i. 
v'-i-v/,  r'-H  Ç  .s'évanouissent  vis-à-vis  de  X  et  Y,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  en  y  regardant  le  rayon  R  de  l'orbite  du  Soleil  comme  infiniment 

arrand.  Donc,   iiuisciue  la  t\irce   —   donne   dans  la    fonction  A    le  terme 

—  s^S ■>  la  nouvelle  force  dont  il  s'agit  v  donnera  un  autre  ternie  éi>al 

^       q  ^     ■  r^ 

à  ^Q,  en  dénotant  par  Q  ce  que  devient  la  fonction  S —  lors(|u'on  v  re- 
garde R  connue  infiniment  giand.  Mais  dans  cette  liy[)ot!ièse  on  a,  en  ré- 
duisant la  valeur  de  -  en  série, 

I  I        :  I  -I-  X  —  1  CCS  /  —  1]  —  i  >•  —  M.  I  sin  1  /  —  1  : 

9  "^  R  R^ 

(il  est  nécessaire  de  tenir  compte  du  second  ternie,  parce  que  le  premier  ^ 

disparait  dans  les  dilTérentiations  de  \ j-,  multipliant  donc  cette  quantité 
par  ^m  et  intégrant  par  rapport  à  la  caractéristique  S,  on  aura,  en  re- 
mar<|uant    4S    que  ^dni  =  m,  S/.d/n  =  o,  S'J.d/n  =  o, 

^  fi        (H- j?,  cos(<  —  2)  —  rsini  /  —  2)1 

Lt  la  valeui' exacte  de  la  fonction  \  ,  l'ii  tant  (|n'elle  est  due  ;i  l'action 
du  Soleil  sur  la  l.une.  sera  e\[)iiiiu'e  par 

V.  8 
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52.  Avjinl  d'aller  |)las  liiin.  il  csl  lioii  de  (Ictt'nniiu'r  le  rapport  oiilir 
If.silriiN  coiislaiili's /"cl  ^'(|iii  cxpriiiii'iil  Ifs  forces  al)soliies  de  la  Terre 
el  (Iti  Soleil  à  la  dislaiiee  égale  à  i.  cl  (|iii  soiil  par  eoiise(|iieiit  |)i'opoi- 
lioiiiielles  aux  masses  de  ces  deux  corps.  Or  ees  masses  sont  à  très-peu 
prés,  par  les  Tlieoii'iiies  eouiius,  eu  raisou  direele  des  cubes  des  distances 
iiKiyeunes  de  la  Lune  et  du  S(dcil,  et  en  raiscui  inverse  des  carrés  des 
temps  péiiodi(|ues  de  ces  deux  astres,  ou  bien  en  raison  directe  des  carrés 
lie  leurs  niouvements  moyens.  Donc  ayant  supposé  la  dislance  moyenne 
<le  hi  l.iine  il  la  Terre  ei;;ale  ii  i .  si  l'on  nomme  k  celle  du  Soleil,  et  (|u'on 
désigne  par //  le  rappdil  du  niouvcnienl  moyen  du  Soleil  ii  celui  de  la 
Lune,  on  aura 


et  par  c(Uisé(|neiil 


=.l.',rf. 


Ainsi  la  partie  de  la  runclinn  V  i|ui  dépend  lie  l'action  du  Stdeil  .sera  re- 
présentée p;ir  la  l'oruuile 

')'.\.    Il  ne  s'agil   plus  (|ue  de  développer  la  ijuantite  S — ;  mais  j'oh- 

.MMve  d'alicud  ipie  les  terun-s  provenant  des  quantités  >..  p.,  v  (pii  dépeny 
lient  de  la  ligure  de  la  Lune  se  Ironveriml  disisés  par^'',  en  désignant 
liary'  la  valeur  de  </  lorsipi'on  y  su|)pose  ces  (|nanlités  nulles,  c'esl-à-dire 
la  dislance  rectiligne  du  centie  de  la  Lune  à  celui  du  Soleil;  donc  ces 

termes  seront  niullipliés  par  •'  ',/'  ,  et  seront  par  consécuu'ut  aux  termes 

semidaliles  pn.veiKinl  de  l'adioM  de  la  Terre  sui'  la  Lune  dans  le  rapport 

I  ri>'"'  ■  r  ... 

<""-^-  !>  pi-  mais/)  esl  a  peu  pies  égal  a  i  (47)  cl  q  csl  aussi  à  peu 
pri-s  égal  il  A,  ii  cause  du  peu  d'excentricité  de  l'orbite  du  Soleil  el  de  la 
grandeur  de  la  distance  du  Soleil  vis-ii-vis  de  celle  de  la  Lune;  d'où  il 
s'ensuit  ipie  le  rapport  donl  il  .s'agit  sera  ii  très-peu  pirs  égal  ii  celui 
lie  n'  a  I .  Or  on  a  |iar  le-.  Tables,  en  picnanl  les  mouvemenls  movens  qui 
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l'épondeiit  a  uni'  année  coninuiiie. 


flonc 


ii'2Q°44'5o"  35q°,-Â':i  , ,, 

i3'*'4  9  23  5         4"o9>3o4'; 


«==:  o,oo5  5q5  20 


■78, 724' 


donc  le  rappuri  clienlié  sera  a  très-peu  près  de  i  à  179. 

Je  couelus  de  là  qu'on  peut  négliger  en  toute  sûreté  les  inégalités  de 

l'action  du  Soleil  sur  la  Lune  dues  à  la  non-sphéricilé  de  cette  Planèlc 

vis-à-vis  de  celles  de  l'action  de  la  Terre  sur  la  Lune  dues  à  la  uiimmc 

cause.  Par  consé(juent  on  piuirra  substituer  partout  fj  à  la  place  (le  c/.  ce 

qui  donnera 

^  r/w ^  (/ni  m 

q  étant  la  valeur  de  q  lorsque  À,  a,  v  sont  nulles,  c'est-à-dire 

7'=  v'R'-i-  2R(i  -1-  j;)cos(/  —  }l    —  îKisin   /  —  2l    -h  (i  -4-  ar  r-i-  )•-  -i-  z^ 

54.  Rassemblant  ce  (|ue  nous  venons  de  tiouver  depuis  le  n"  V5.  on 
aura  la  valeur  complète  de  la  fonction  V,  laquelle  sera  composée  de  deux 
parties,  l'une  V  indépendante  de  la  ligure  de  la  Lune,  et  (|ui  se  trouvera 
toute  multipliée  par  la  masse  m  de  cette  Plani'te.  l'autre  V"  due  eiUière- 
ment  à  la  non-spbericité  de  la  Lune,  et  dont  cbacjue  terme  sera  nuilti|)lie 
par  une  des  six  constantes  A,  B.  C.  F,  G,  H,  (jui  dépendent  unirpiemeut 
lie  la  tigure  de  la  Lune    21    . 

La  première  partie  sei'a 

et,  à  cause  de 


Tlli:OIUK 


Ui  stMoiidf  |i;m  lie  sera 
/(A  +  B-t-C) 


»/»"      L  . 

H-  4ri  i  —  ru)  —  \Vis 
3/\ '  -t-  ■^'  >  I    jj_(^  ;.+  a  B  +  C—  aA)5«  +  H(i-  ar'  -  55'—  9J<'i 

—  ?.Gl  M  +  2/*   —  ?F^  —  -y ru  1 

t^^  I  ?.  A  —  C)i  +  3.i  B  —  A  n/  +  2H(  J<  -  rs] 


3f\  I  -t-  x  : 


_(.  G  (  I L  _  84'  —  7  «M  —  I'"   >•  H-  tii" 


3/v^ 


_H  iLlI     B-   B— r./-— 4  B-\)«'— r-ll  ;•— ?^M  H    j(;/7/+4F(j<H-/.$ 

?.//>  1  1 

H-  i/fl  r\_4  A-C)«'— 4(A-B  (/^-8H«/-  4G«-41"« 

-+-  -J^^—    2  A  —  B ,  «  -t-  2(  A  —  C  i  r*  +  ?. H  ^$  ^-  /'M   -H  G  /•  —  6i« 

-4-F(i-  '-  -2*>-8«')    . 

55.  Avant  donc  par  ces  fonmilcs  les  valeurs  de  V  cl  Je  V".  ainsi  que 
relies  de  T'  et  de  T"  par  les  formules  des  n'"  36  et  43,  on  aura  les  valeurs 
roMiplètes  de  T  =  T' -I- T"  et  de  V  =  V'+  \  eu  r()U(ti(Uis  des  six  varia- 
Ides  .r,  V,  -.  r,  s.  II,  dont  les  trois  premières  déterminent  le  mouvement 
du  rentre  de  la  Lune  autour  de  la  Terre,  et  dont  les  trois  ilernii'res  dé- 
leiinirienl  le  mouvemcMl  de  cctle  Planète  autour  de  son  eentre  de  i^'ra- 
viti-;  et  l'on  aura  pai-  rap|niil  ii  cliacuue  de  ces  variables  une  ('(luation  de 

la  forme 

,  oT        ôT        6\ 

(I  -.r-, ^ 1-  ^5—  =  o, 

oax       ox        Qx 

en  faisant  varier  sépjirénuMit  dans  les  foiielions  F  cl  \'  les  (juautites.r,  dr, 
Y.  ify,  z,  f/z,  r,  (Ir 't  marcjuant  ces  variations  par  la  caraclérisli(|ue  0. 
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50.  (lomnie  T  et  V  sont  des  fomtions  de  a:,  y,  z  sans  /•,  .v,  u,  cl  (iiu- 

T"  est  une  fonction  de  r,  s,  u  sans  x,  i-,  r .  il  est  clair  que  les  trois  é(|ua- 

tions  dues  aux  variations  de  a:,  y,  z  et  de  leurs  (lifTércnlicllcs  scroiil  de 

la  forme 


d^J 

ÔT        ÔV        ÔV" 

odx 

ox         dx          ox 

,ÔT' 
oay 

ÔT'        ÔV        ÔV" 
dy        dy  '^    oy   ~    ' 

,ÔT' 

ÔT'        ÔV        ÔV" 

odz 

dz           oz            Ô3 

et  que  les  trois  autres  provenant  des  variations  de  /•.  s.  u  cl  de  leurs  dif- 
férentielles seront  de  la  forme 


,ÔT"       ÔT" 

dir-, ^— 

0(/r         or 

ÔV" 

-1-    ^r-  =0, 

or 

.ÔT"        ÔT" 
ô  ds         os 

ÔV" 

H ^ —  =0, 

OS 

,dT        ÔT" 

d  ^r-, ^ — 

ÔV"  _ 

odu        ou 

ou 

Les  trois  premières  serviront  donc  à  déterminer  x,  y,  z,  c'csl-à-dire  le 
mouvement  de  la  Lune  autour  de  la  Terre,  et  les  trois  dernières  serviront 
à  déterminer  r,  s,  u,  et  par  conséquent  à  connaître  la  rdtation  de  celle 
Planète.  , 

57.  Puisque 

■i-.       m  [  { dx  \-        i  dy  \-       dz'  \ 

par  le  n"  36,  on  aura  par  la  diliércnliation 

l^— )• 


ÔT' 
8dx 

m  (dx         \ 

=dï\-dt-n' 

oT 

-^^ —  ^  m 

ox 

ÔT' 
èdy 

m  l  dy                 \ 

ÔT'  _ 
ôj  ~ 

ÔT' 
àdz 

dz 

='"dt^' 

ÔT' 

èz 

iiî  THÉOUIE 

i-lisilili-  :t\iilll 


I    I        «'/i'       n'/i'  (n-«)cosi/  — 2)  — rsin  /      i    I 


p'—i^ii-^xy-\-x'  +  z' 


q'  -z  yK'-t-9.K(i+a:icos(<  — 2)  — 9.ttvsini7  —  >!    +7'". 
III  li'<iii\i'i';i  |i:ii'  l;i  (liHi'i'ciilNitKUi 

ô  N         ,.     1  1  -i-  .(■         , , .  /  K  cos ,  /  —  2  j  -I-  I  +  JT       cos  ,l  —  l\ 

^—  /'"         —77-+  «'/'M -T. ^  in  '    ] 

'^"       /•    I    '"  ^    ,,,/-Rsin(<-2)-f-j   ,   sin«-2)\| 
3T  =-^"L[p  ^  "  *  ( ^^^ ^  ~K^J  J' 


^.1 


'  /'  '/     , 


5S.   Siil)>lilii;iiil  irs  vaknirs  dans  les  (rois  prcmièrt's  tics  ciiiiarKiiis  ihi 
II"  5()  cl  ilivisaiil  par /n,  ou  aura 

f/'x        2(Ir  .  I   I         n^li'  \ 

—, r \  —  X  -^f{\  -^  X  ,     -—  -f-  — j- 

tll-  lit  •'  ^  \p"        q"  1 


\  (1  '        \{'  I  ni    (ix 


ihy        -j.dx  -     /   I  h'/i\ 

iJl'  (Il         •         •'■     \//=  q'  I 

,.     ,    /  M  1  \    .  V-  '    oV" 

—  /«'/.=       ,r  —  ttI  sm(/  —  1    H ^ —  —  o, 

\(/'         H-/  m    or 

<hz        .    /    1  n'/.»\         I    oV 

'//•  ^  i»  ^         q  '  J        III    oz 

<;»•  MHil   les  i(|iMruiiis  (|Mi  (loivcnl   servir  a   (Iciciiniiici'   rurliilc  de  la 

1.11  III'.  cl  elles  sarioidciil  jivcc  celles  de  M.  Euler,  dans  sa  Souvelle  Throric 

III  .-.  •      •   ô\  "      1    o\  "      I    0  V"       ,       I  ,,         ,      , 

tli'  lu  l.iiiic  aux  iiiiaiililcs , ^ — ,        -;^ —  près.  Ics(|iicllcs  rcsiil- 

'  m    o.r      «I    01-      »i    oz     '  ' 
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leiil  de  la  noii-sphciicitc  de  ccltt'  Planète  (54j  et  (iiic  M.  lùilcr  a  né- 
gligées. 

59.  Pour  faire  usage  de  ees  équations,  on  comnieneera  par  réduire  en 
série  les  quantités  irrationnelles  yy' et  g'  ainsi  que  leurs  puissances,  ee 
qui  n'a  aucune  dilliculte  à  cause  de  la  petitesse  des  (|uaiililés  ce,  y,  : 

et  TT  vis-à-vis  de  l'unité;  ensuite  on  intégrera  par  les  luétliodes  connues; 

l'Ouvrage  cité  de  M.  liuler  ne  laisse  rien  à  désirer  sur  cet  (d)jet.  du 
moins  en  tant  qu'on  t'ait  abstraction  de  la  figure  de  la  Lune;  ainsi  nous 
pourrons  prendre  les  valeurs  de  x,  v,  ;  trouvées  dans  cet  Ouvrage,  pour 
celles  qui  satisfont  aux  trois  équations  précédentes  dans  le  cas  où  l'on 

néglige  les  quantités  extrêmement  petites ^ — , ;,^,  — , — ,  et  il 

"    "^  '  ^  m    ox      m    or      m    os 

ne  restera  qu'à  chercher  l'elTet  de  ces  quantités. 

Voici  ces  valeurs,  dans  lesquelles  je  n'ai  conservé  que  les  termes  dont 

les  coeilicients  sont  au-dessus  de  ^  et  oii  j'ai  nomme  «,  3,  y,  =  les 

lOOO  '  '        ' 

arguments  que  M.  Euler  désigne  par  q,  r,  p,  t,  c'est-à-dire  l'anomalie 
moyenne  de  la  Lune,  l'argument  moven  de  sa  latitude,  la  distance 
moyenne  de  la  Lune  au  Soleil,  et.  l'anomalie  moyenne  du  Soleil, 

JT  :=  —  o,oo3  587  I  —  0,006  374  (J.cosay  H-  0,054  5oo  o.cosa 

-i-  0,001  5i3 9.COS23:  -h  0,010  167  5.C0S  27  —  a;  -1-  0,001  qS"^  o. cos2j3, 

)•  =  0,010  33o  4-sin2y  —  0,109  4^7  ^.sina 

—  0,022  260  I  .siii!  2y  —  a)  -I-  o,oo3  i64  3.sins  —  0,001  980  3.sin2(3, 

z  =  0,089640  o.sin|3  -H  o,oo3  326  5.sin(  iy  —  {3   —  0,002  4t>li9-sin,  x  -f-  (3) 

—  0,007  246o.sin!  a  —  (3  )  —  0,001  178  7  .sin   2 y  —  a:  —  3  . 

Les  angles  a,  Çl>,  y,  s  croissent  priqxirtiounellement  au  temps,  en  sorte 

(Ix    cl?)    dy     fie  ,  ■    .  .      , 

que  -j-i  jr^  -y:  -j-  sont  des  quantités  c(Mistanles,  et  égales  aux  rapports 

dfs  mouvements  moyens  de  l'anomalie  de  la  Lune,  de  son  argument  de 
latitude,  de  sa  distance  au  Soleil,  cl  de  raiu)malie  du  Soleil,  au  moiive- 
niiiit  moyen  de  la  longitiulf  de  la  Lune,  à  cause  (|uc  ncuis  exprimons  le 


ti4  TIIKOIUE 

Ifiiips  /  |)iir  te  (li'iiiiiM-  inouvomciil  (3i^;  ainsi  l'ctn  aura  par  k-sTaltlcs 

.II-  M:ivcr.  t'ii  piTiianI  les  mouvcmeiils  moyens  (|iii  irpondenl  à  nue  année 

.llllii'llllr. 

da        i3"'2'28°43'i5"       47G873.  ^., 

dj,  _  .3--4'^8°4a'48"  ^  48a87.  ^ 

<//  -     i3'"4»9<>23'5"         4«0  938         '      ' 

r/y  _    i2'"4'9"37'24"   _  4449<Ja  _„       r,  „.,; 
rf7  ~    i3"'4'9''23'5"    -480938"'^       ■'  ' 

di  ll'2Q"44'35"  35974  /o 

— .'_:rî — _   =^  ,  .     „,.  =0,071800. 

f//  i3">4'9"23'5".        480938         '    '* 

()().  Avant  (le  iiuilter  ces  é(|iiatioiis,  il  est  bon  de  déterminer  par  leur 
moyen  la  eon^lante  /"(pii  exprime  l'iiltraetitm  absolue  de  la  Terre,  et  (|ui 
luidtiplie  aussi  tous  les  termes  de  la  (|iianlilé  V". 

l'our  cela  il  sullit  de  eonsidérer  la  première  é(|uatioii.  laquelle  devant 
avoir  lieu  tiaiis  l'hypothèse  (pie  x,  y,  z  soieut  des  (|uanlilés  assez  petites, 
il  laudra  aussi  (|ii'elle  ait  lieu,  ii  très-|)eu  pri's,  en  sup|)osaut  ces  (pian- 
liles  uulles;  or  dans  ee  cas,  si  l'on  néi,dii;('  les  termes  venant  du  Soleil  et 
allectes  du  eoeHieieut  très-petit  n'^,  ainsi  (pie  ceux  ipii  |)iovien(lraient  de 
Il  iiipii-splieiicile  (le  la  Lune,  le  prcuiier  nicmlire  de  ré(|ualion  dont  il 
s'ajiit  se  réduira  à  —  1  -hj,  à  eause  (|ue  //  dcvieiil  é^al  à  r;  par  consé- 
(|uent  on  aura  à  très-peu  près_/=  i. 

Si  l'tui  veut  aussi  avoir  égard  aux  termes  dus  au  Soleil,  on  eonsideicra 
ipi'it  cause  de  \\  très-iirand,  on  a  à  peu  près 


î"  ^  R>       ^ 


I  -^  a:  I  ces  ^  l  —  ^  !  —  y  sin  i  / 


xilistituanl  cette  valeur,  inellaiil  pour  1{  sa  valeur  moventie  /r,  et  ne  l'e- 
leuaut  (pie  les  teruies  tout  constants,  le  premier  iiienihic  de  la  même 
eipiation  se  réduiia  ii 

—  I  -+-/(!  ■+-  n') — ) 


—/(-?> 
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ce  (|ai  claiit  fj^alv  à  zéro  (loiincra 

•'  «- 

2 

(iiiaiililr  (li's-ix'ii  (lillciciitf  de  ruiiitf.  ;i  cause  de  n-  =  —  environ  (53). 

'79 

(51 .   A  l'égard  des  coiislaiites  A.  B,  (!,  F,  G,  H,  ou  ne  saurait  lesdétei- 
ininer  sans  connailre  la  tigure  et  la  conslitulion  intérieure  de  la  Lune. 
En  général,  |)uis(|ue  (21  y 

A  =  S ( «•  -t-  t>-  dm,    '  B  =  S  «' ■+  C  dm,     C  —  S  I)'  -+-  c-   dm, 
F^=SI>c(/m,       •  G  =:  S'icdm,  \\  ~^  Salidm, 

il  est  visible  (|ue  les  trois  constantes  A,  B,  C  ne  sont  autre  chose  que  les 
moments  (/'inertie  de  la  masse  de  la  Lune  autour  des  axes  des  coordon- 
nées c,  b,  a,  c'est-à-diiT  autour  de  son  axe  de  rotation,  du  diamètre  de 
son  équateur,  perpendiculaire  au  premier  méridien,  et  du  diamètre  de 
l'équateur  (|ui  est  dans  ce  méridien;  et  que  les  trois  autres  constantes  F, 
G,  H  sont  proportionnelles  aux  sommes  des  moments  des  forces  centri- 
fuges par  rapport  ii  ces  mêmes  axes,  en  sorte  qu'en  supposant  ces  der- 
nières constantes  nulles  on  a  les  conditions  nécessaires  pour  (|ue  les  trois 
axes  dont  il  s'agit  soient  des  axes  naturels  de  l'otation.  Cela  est  assez 
connu  par  la  Théorie  des  axes  de  rotation,  pour  (|ue  nous  soyons  dis- 
pensé d'entrer  la-dessus  dans  aucun  détail. 

Si  la  Lune  était  homogène  et  spliericpie.  il  est  clair  (|u'oii  auiail 

A  =  B  =  C,     et     F  =  o,     G  =  o,     H  =  o  ; 

et  la  même  chose  aura  lii'U  aussi  eu  sM|»posant  la  Lune  c(Uti|Kisec  de  cou- 
ches sphéri(|ues  de  ditlerentes  densités;  ce  n'est  donc  (pi'autant  (jue  la 
tigure  de  la  Lune  et  C(dle  de  ses  couches  s'écart<'nt  de  la  sphériqiu',  (|ue. 
les  constantes  A,  B,  i',  peuvent  être  inégales,  et  les  constantes  F.  (i.  II, 
ditiérentes  de  zéro. 

Soient  K  la  distance  d'une  pailicule  (pu'lcon(|iie  dm  au  centre  de  la 
V.  9 


00  lIlKtlKlK 

l.i 1>  l'aii-lc  (lu  niyoïi  R  nvc.'  le  |>laii  «les  a  et  />,  Q  l'auj^lc  (!<■  la  |.ro- 

jfclioti  cir  H  Mil'  Cl'  plan  avec  l'iixc  des  «,  un  aura 

c-Hsiiil',     /'       Kcosl'sinQ,     «    r  II  rosi' rosQ; 

(II-  iilns  un  iiiira 

l<(osr(/l'r/Q</K 

|)(iur  il-  voluinc  de  la  paititiilc  dm;  do  sorte  ([n'en  noininaiil  L)  la  densité 
de  relie  particule  on  aura 


llmr:])R-(/\{COS[>(/P(/Q; 


iiinsi  I  un  auia 


w=Sl)K  '/K'/sinl'r/Q; 

A  =SDKv/KrosM'-/sini'(/Q, 
It  =:SDItv/l{  sin'P-i-ros=Pros»Q)f/sinIV/Q, 
C  =S1>H''/H  sill'P^-oos^Psin'Q)(/silll^/Q,• 
^'  =È  S I)  H'  '/ K  sin  P  eos  P  sin  Q  (/sin  P  (l(i, 
G=Sl)H''/Ksii)PcosPcosOr/sinP^/0, 
H  =  SDU'(/K  cos'P  sinQ  rosQ  ilsin  V  >/Q. 

Il  \  a  ni  trois  inlei;i'aliuns  cunséculives  ii  exéeuler,  la  |)reniièie  par  lap- 
puil  il  R,  et  l'on  prendra  celle  inléi^rale  depuis  R  =  o  jnsipri»  R  =  R'  (  en 
nuniuianl  R'  la  valeur  de  R  à  la  surface  de  la  Lune;;  ayant  ensiiile  snli- 
stilné  poui'  R'  sa  valeur  en  P  el  Q  donnée;  par  la  figure  de  la  Lune,  on 
exécutera  les  deux  autres  intégrations,  rime  par  ra|)port  à  I'  de|)uis 
P=  — 90"  jusipi'à  P  =  ()()",  l'autre  par  ra|t|)orl  ii  Q  depuis  Q  =  o  jusiin'à 
Q  =  3<jo",  et  coninie  ces  intégrations  sont  indépendantes,  il  sera  lilire  de 
commencer  pai'  crllc  (|ii'uii  voudra. 

I.a  densité  1)  duit  être  donnée  en  fonction  de  R,  P  elQ,  et  si  elle  est 

cuiislanle du  muins  constante  dans  clia(|ue  rayon,  en  sorte  que  U  ne 

I  niilieiine  piiinl  R.  il  oi  clair  (pi'<iii  (louria  exécuter  d'abord,  en  généi'al. 
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la  prciiiitMC  iiitri^ialioii.  cl  il  viendra 


m=  -SDU'V/siiiP(/Q; 


A  —  ^SDR'-cos^P</sinlV/Q, 
5 


B  ----  pSDH'Msin'P  -f-  cosM'ros'Q   <ls\uPd(). 

5 


C  =  ïrSDK":sin'I'H-coS''Psin=Q   (/sinP(/Q; 
5 


:SDK''sinProsPr/sinPr/cosO, 


G  =  +  ^SDU''sinPcosP(/sinPf/sinQ, 

3 


H  =  —  —-  -,  SnK''ros^Pr/sinP(/cos2Q. 
5x4 


62.  La  .supposition  la  pins  simple  et  la  plus  naturelle  (|n"()ii  puisse 
faire  à  l'égard  de  la  figure  de  la  Lune  est  de  la  regarder  eouinie  un  splié- 
roide  elliptique  homogène,  dont  les  méridiens  et  l'équateur  soient  des 
ellipses  telles,  que  l'un  des  axes  de  ré(|uateui'  passe  par  le  premier  méri- 
dien, en  sorte  qu'il  en  résulte  une  tigure  ellipti(|ue  élevée  sous  l'éipia- 
leiif  et  allongée  vers  la  Terre,  eette  tigure  étant  en  effet  eelle  (jue  la  Lune 
aurait  dû  prendre  naturellement  en  vertu  de  sa  rotation  el  de  l'aetidii  de 
la  Terre,  si  cette  Planète  avait  été  pi'imitivement  fluide. 

Qu'on  désigne  par  <ï,  h' ,  c'  les  coordonnées  a,  b,  c  pour'  la  surface  de 
la  Lune,  el  ([u'oii  nomme  /,  ^'.  //  les  trois  demi-axes  de  l'ellipsoïde,  les- 
(piels  sont  en  même  temps  les  axes  des  coordonnées  a,  h,  c  en  soi'te 
<|ue  h  soit  le  demi-axe  proprement  dit  de  la  Lune,/ le  demi-axe  de  ré(|ua- 
teur  qui  passe  pai'  le  premier  méridien,  et  g  l'autre  demi-axe  de  l'équa- 
teur; ou  aura  pour  l'ecpiation  d'un  |tareil  s|)liéroide,  entre  les  coordoii- 
iiées  d' ,  /y,  c' ,  celle-ci 

a"'       !>'■       c'-' 

9 
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Or,  si  R'  est  la  valeur  de  R  à  la  surface,  on  aura  \un\r  a  .  h',  c  les 
mêmes  ex|)ressions  <|ue  pour  a,  h.  c.  eu  y  eliauj>eaut  senleuieut  R  en  R'; 
(loue,  siiltsliluaut  ces  valeurs  dans  ré(|ualion  |)rece(leiite.  on  en  lireia 


/sin' 


sin'P      cos'Psin'Q       cos'Pcos'Q 


g' 


/■' 


Telle  esl  la  valeur  de  R'  <|u'il  l'audrail  substituer  dans  les  formules  pré- 
cédentes, |)our  pouvoir  procéder  ensuite  aux  intégrations  relatives  à  P 
<l  Q:  mais  les  intégrations  générales  étant  sujettes  à  trop  <le  diiricultés, 
\\in\>  uiius  contenterons  d'examiner  le  cas  où  le  spliéroide  est  ii  tii's-peu 
pri's  splicri(|in',  en  sorte  (|ue  les  dilTérences  enlic  les  Iniis  demi-axes  //. 
^,  /Miii'Ul  lii'S-petites;  cr  (|ui  parait  èti'c  le  cas  de  hi  l.uuc. 

(13.    .\iin?>  Icnins  donc 


—  —  I  -4-  e         — 


I  -I-  l, 


e  el  /  fijiiil  deux  eunslanles  très-petites,  (|ui  exprinirnl  les  idlipliciles  du 
pn-miti-  méridien  de  la  Lune  et  de  cihii  (jiii  le  conpe  à  angles  droits,  el 
duiil  nous  négligerons  les  produits  el  les  |)iiissanres  (|iii  passent  la  pre- 
inli-i't'  dimeusidu. 

SulistituanI  donc  ces  valeurs  ihius  l'expression   précedenle  de  H',  on 
;oira  :i  liès-peu  près 


H'=  //  I  -t-  eros'P  cos'Q  +  /cos'P  sin'Q  ; 

doiic 

K''  =  /l'i  I  -f-  3ecos'Pcos'Q  -t-  3/ros'P  siii'O  . 

H''  =  /j'fi-4-  5ecos=Pcos=Q-f-  5/cos'Psin'Q); 

et  faisant  ees  dernières  sul)■^lillllillns  (hins  les  expressions  des  (|ii;iiililes 
r/i.  A,  H,  C.  ou  trouvera  après  les  inlégi'alidns,  (jnl  n'oni  iiucime  dilli- 
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(•  l'ti  supposant  la  densité  D  constante, 

aDA'xaeo" 

m  = t  I  -I-  e  -f-  <  ; 


iDA^XSëo" 

A  =  — -—^ i  I  -^  2  e  -H  2  «  , 

i.5 

B  = --^ 11+  2e+  i), 

4DA'x36o" 

L  =  r— ^ i-T-e-^2/1; 

i.o 


2  /j-  »i 


2/j'W 

B  =       . I  -^  e  , 

5 

2A-;h 
5 


w  étant  la  masse  entière  de  la  Lnne,  et  h  son  demi-axe. 

A  l'égard  des  constantes  F,  G,  H  on  les  trouvera  égales  à  zéro;  en  sorte 
([lie  les  trois  axes  du  sphéroïde  seront  des  axes  naturels  de  rotation. 

64.  Voyons  maintenant  quelles  sont  les  forces  cjui  pourraient  «loiiner 
il  la  Lune  supposée  fluide  une  tigure  telle  que  celle  que  nous  venons 
d'examiner.  Dénotons  par  a,  9j,  y  les  forces  qui  agissent  sur  (  liat[ue  par- 
ticule dm  suivant  les  trois  coordonnées  a,  h,  c  de  cette  particule;  on  sait, 
par  la  Théorie  de  l'équilihre  des  fluides,  que  l'équilihre  aura  lieu  dans 
toute  la  niasse  du  fluide,  si  les  quantités  ot.,  fi,  ■/  sont  des  fonctions  de  a, 

h,  c,  telles  (|ue 

a  da  -+-  ^  (Ib  -+-  y  de 

soit  uni-  quaiilile  intégrable;  et  alors  rinle^rale  de  celte  (|uaiitite.  égalée 
à  une  constante,  sera  l'équation  dr  la  surface  extérieure,  eu  supposant 
(jue  a,  b,  c  deviennent  à ,  b' ,  c  ,  que  nous  prenons  pour  les  coordonnées 
de  la  surface.  Donc,  si  a.',  j3',  y  sont  ce  que  deviennent  les  fonctions  «, 
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."î.  Y  l()ist|iir  «.  /'.  r  \  (Icvii'iincnt  n\  /'' ,  c' .  <>ii  iUini 

x'da'  -h  ^'dh'  -^  -/de'  =  o 

l„„l,.|-,,,,„;,,i,„ullirrn'lltirll,Mlrhisurt;.cc<lll  tlnidc.  .Mliis  IKHls  Slipiinsoils 
<|ni'  ccltr  siii  l'iiii-  csl  ic|H-csciilfc    02  ,  piir  rc(|M;ilMm 

„'^       />''       t'> 
./•       ^'        ^' 

iliiiil  l.i  (lillcrciilicllc  fsl 

«>/«'        li'db'        c'dc' 

iImiic  il  laiidia  (|Uf  fi'lte  (Miualion  soit  identique  avec  la  préeédeiite,  et 
par  ntiiset|iieiit  (|iie  les  quaiilités  y',  fi\  -/  soient  respeetivenient  |)ropor- 

lionnelles  ii  "t:-    '^  ^ ,■  donc,  en  général,  les  lorees  a,  fi,  7  devront  éti'e 

proportionnelles  resprelivi-menl  à  7;'  — '  yû-  Doue,  faisant  sueeessive- 

ment  a=/,  b  =  g,  c^/i,  un  aura  les  forces  qui  doivent  agir  aux  extré- 
mités (les  trois  axes  de  rtHi|)soide.  Ies(|indles  devront  par  conséquent 

ftif  pruporliiinnclles  à  4»   -»   ^i    c'esl-ii-dire  en  raison  réeiprcxine  de 

CCS  demi-axes;  donc  aussi  les  trois  demi-axes  de  l'ellipsoïde  devront 
flic  récipro<|uement  proportionnels  aux  forces  (|ui  agissent;!  leurs  extré- 
mités. 

t)5.  l'ciiir  appli(|ii(r  celte  fliéorie  à  la  Lune,  il  ne  s'agit  (|iie  ilc  deter- 
miiier  les  forces  qui  peuvent  agir  sur  t  liacnne  des  particules  de  sa  masse; 
or  ces  forces  sont  :  1"  l'attraction  de  toute  la  niasse  de  la  Lune;  2"  l'al- 
Iraction  de  la  Terre;  i"  la  force  centrifuge  provenant  du  mouvement  de 
la  l.nnc. 

<Juant  a  la  première  de  ces  foiccs,  en  supposant  la  densité  égale  à  1, 
et  la  force  allraclive  de  eiiaque  particule  égale  ii  sa  masse  divisée  par  le 
carre  de  la  rlistaiice.  on  trouve,  par  les  formules  que  j'ai  données  dans 
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mou  Mémoire  sur  l'attraction  des  sphéroïdes  elliptiques ,  aiiiie-e  1773  ^"j, 
que  l'attraction  d'un  splu'i'oulc  rcpicsenti'  par  l'iMinalion 

z^ -+-  mx'  +  ny"  =  L , 

sur  un  point  quelconque  pris  dans  l'intérieur  de  ce  spliéroide  et  déter- 
miné par  les  coordonnées  a,  b,  c  parallèles  à  oc,  y,  z,  se  réduit  à  trois 
forces  dirigées  suivant  a,  h,  c,  et  exprimées  par  2m\ia,  2nVh.  aGc;  les 
quantités  B,  F,  G  étant  des  fonctions  de  m  et  n,  telles  qu'en  faisant 


Q= ^arclangy. ,,       Q' = , -^^, 

on  ail 

B  — (-0 -I-  -   — -I-  —   - -^  +       \  180" 
\2  8    dm         32    2   f//H-         ''/ 

F  — f-O       lll  ^        lov-  I   </'Q  \    ^^„ 

\2  8    f/m  32    2   rfm^        '  '    / 

Or  l'équation  du  sphéroïde  du  numéro  précédent  étant 

X-        y-        z- 

l'en  changeant  a',  b',  c'  en  x,y,  z),  on  aura  pai-  la  compaiaison  de  celle 
é(|ualion  avec  la  précédente 

IP  h^ 

et  mettant  pour  ^)   j  leurs  valeurs    \  '\-  e.    i  -\-  i  ''63),  e  el  /  étant   des 

quantités  très-petites,  on  aura 

m  ^  I  —  2.e,     «  =:  1  —  2/; 
donc 

ii}=z  7.6,     V  =  2 1  e  —  j  ; 

C)   OEuvres  rie  Lagrarigc,  l.  lit,  p.  640. 
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iliinc,  |(iiis(iiic  p.  csl  iiiic  (|ii;iiilili'  lorl  |»clilt'.  on  iiiir;i 


ne  laiij,'y.       fjL  —  ^  +  -^ 


-,i(-{)-!(-'T)' «■;-«-;')■!(»*)' 


I 


T/?       ~  3T5'      dm  ~       î.   ^/e    ~    "  3.5' 


donc 


2  e       6/1 


30",   G=|(. 


I) •  t'iilin  les  loiics  sniviiul  a.  I>.  c  si'ioiil  l'cpirsfiiU'cs  par  les  loi'- 

llllllfs 


2  <«  /         âe        2  /  \  ,,.  2  /'  /         ■■'  e        4  r\ 


36o", 


360", 


fl  si  l'un  viinhiii  <|iic  la  ilciisilc  du  s|;li<'r(ii(l('  IVil  cxiifiiiUM',  en  i^t'iirral, 
par  D,  il  n'v  aiuail  (|ii'ii  imiltipiiei'  ces  iiièiiics  expressions  par  D.  Or  on 
a  tronvé  |»lus  liaul  ()3  ijue  la  niasse  m  d'nn  pareil  spiwronle  est  expri- 
mée par 


:.l)//^ 


;  1  -h  e  -»-  /  3(io" 


(Inné,  nnillipliaiil  les  valeurs  preeédenles  par 

3  m 
2DA'fi+e-l-/)36o"' 


iiM  .luia,  l'u  iicM(  lal.  pour  les  jurées  (pii  ai;issenl  sui\aiil  a,  h,  c  sur  un 
pitiul  i|Uel(  lUKjUc  plis  dans  l'iulerieiir  di'  la  Ijiue  el  deleruiiue  par  les 
(  iiordiMinees  ^/,  //,  r,  ees  expreSsi(Uls 

/(/  ,         ut-        3/ .  m  I         Se        ')'  V  ,        '"  /         3e        3/\ 

/r('-"5-- 5-j"'   /r4'- 5 -t,)''-   h'V-T-j}'--' 

III  elanl  la  unisse  lolale  de  la  Lune  el  //  sou  deini-a\e. 
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66.  Pour  (léteriiiiiicr  les  aiilrcs  forces  vcikiiiI  de  r;illr;i(li(iii  de  la 
Terre  et  des  forces  ceiilrifui;('s  de  la  Lime,  nous  ferons  nhsliaclion  des 
inclinaisons  de  l'orbite  de  celle  Plani-te  et  de  son  éiiualeur  sur  l'eclip- 
(i(]ue,  ainsi  ([iie  di'S  inégalités  de  ses  niouvemenls  pério(li([ues  et  de;  ro- 
lalion:  moyennant  (|U(ii  l'axe  des  coordonnées  a,  c'est-à-dire  le  demi- 
axe  /de  {'('(juateur  étant  piolongé  passera  toujours  par  la  Terre;  en  sorte 
(|ue  cluniue  point  de  la  Lune  répondant  aux  coordonnées  a,  h,  c  décrira 


autour  de  l'axe  de  reclipti(|ue  un  cercle  dont  le  rayon  sera  y  f  i  +«/-+/>-, 
et  avec  une  vitesse  angulaire  égale  à  i,  puisque  nous  avons  pris  la  dis- 
tance moyenne  du  centre  de  la  Lune  à  la  Terre  pour  l'unité,  et  l'angle 
du  mouvement  moyen  de  la  Lune  pour  représenter  le  temps.  Donc  cette 
particule  aura  une  force  centrifuge  pour  s'éloigner  de  l'axe  dont  il  s'agit. 
égale  à  v(i  +  a]-  +  b- ,  laquelle  donnera  dans  la  direction  de  la  ligner/ 
la  force  — i  —  a,  et  dans  la  direclion  de  la  ligne  h  la  force  —  h.  lùisuite 
nommant  M  la  masse  de  la  Terre,  et  exprimant  l'allrai  lion  de  la  Terre  par 
sa  masse  divisée  par  le  carré  de  la  distance,  on  aura 


pour  la  force  avec  la(|uelle  la  même  particule  tend  vers  le  cenire  de  la 
Terre,  et(|ui  donnera  par  la  décomposition  une  force  suivant  (i  égale  à 

M  H-  a 


[:  I  -!-«,,  =  +  b-  -{-  e-Y 

une  force  suivant  h  égale  ii 

Mb 


/>=  4-  C'] 


cl  une  force  suivant  r  éyale  ii 


Me 


a  '  -t-  6=  +  t' 


DoiH'  cIkkiuc  parliculi'  de  la  Lune  répondant  aux  coordonnées  r/,  /<,  f  se 
V.  lo 


7i  lllliOlill. 

liiMiM'i;!  souiniM'  il  Iniis  lorccs,  l'iiiir  siiiviiiil  d  cl  ('i;alc  a 


[  i  +a  '  +  li^  +  C'Y 

l'anliT  suivant  /'  cl  l'ijalc  ;i 

>U 

[fn- «)'-+- 6>+c']^ 

la  lioisii'lllc  Mlivalll  r  cl  Ci;alc  il 

Me 


[(  I  +  a,'+  6»+  6'']' 


Oi'  il  l'aiil  (|iic  CCS  forces  se  conlr('-l)alancoiit,  cl  suiciil  par  coiisc(|iiciil 
milles  dans  le  cenire  de  la  l.nne,  oii  a  --  o,  h  o,  r  o;  donc  on  aiiia 
M — I— o,  savoir  .M  -  i;  en  sor'lc  (|iic  la  masse  de  la  Tcri'c  devra  cire 
[irisr  poiii'  l'iinilc  par  rapport  ;»  la  masse  m  de  la  Lune.  Faisant  donc 
M  I.  cl  rc;;ar(laiit  r/,  />.  r  comme  des  quantités  très-pelitos,  les  trois 
forces  prcccdmlcs  dcv  iciiiliiiiit  -\a  suivant  a,  o  suivant  h,  et  c  sui- 
vant I-. 

(i7.  Joi^minl  ces  forces  à  celles  (|ue  nous  avons  trouvées  plus  liaul,  on 
aura,  pourclia(|m'  particule  de  la  Lune  donl  a,  h,  rsont  les  coordonnées, 
trois  foiccs  dirii;i'cs  suivant  (t ,  h,  r  et  expriim'cs  par  ces  fiu'iiiulcs 

m  l         ne       3<\  ^  m  j         3e        oA  ,        ni  (         ie        'M  \ 

fi'\  5         5  /  '      //M  5  '5  y  //'  \  5         ?5   ' 

Icsipiidlcs  ont .  ciiminc  lui  \oit,  la  forme  icipiise  pour  réi|uilil)rc  d'un 
splii'roulc  cHiplii|iii'     Il   ne   s'ai^ii'a    donc    ipie  de  l'aire  eu  siwlc    (|iie  ces 

forces  soiciil  |U'o|iiirlioiiucllcs  ii    ,-)  — >  -r-  ((>'i-i,  ou  liicu,  ii  cause  de 
'  ./'    {{'     '' 

f—fiii-he)     et     g^—  /i(n-/), 

pi'oporliiuiiiclli's  il 

a  I)  .         c 
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ce  (|iii  (IdiiiH'iM  CCS  (lcn\  ('(iiKilioiis 

'T  ~'~5J~  ■         /l'V       T         5 


/»  /         3e       3«\  '    '      /"  /         3e        3i 

/7  '-T-y)-^' 


lcs(|iu'lles  se  rédiiisciil  ii 


m  4  e         ,  ni  41 


(1  ou  I  un  tue 


2  «i  4  "' 

Mais  h  étant  le  tlcnii-a\c  de  la  Lune  exprime  en   |»ailies  de  sa  dislance 
moyenne  de  la  Terre,  cl  m  la  masse  de  la  Lune  expiimec  en  |iai  lies  de 

celle  de  la  Teric,  il  esl  (  lair  (pie  .-  st'ia  un  nomln'c  liès-grainl,  cl  (|n"aiiisi 
l'on  aura  sans  erreur  scnsihli' 

5//^        .  '    5/(= 

e  = 5      I  --  7 

//)  4  /)( 

()8.  La  valeur  de  //  esl  assez  bien  connue,  t'iant  égale  au  sinus  du 
demi-diamètre  apparent  cl  moyeu  de  la  Lune,  le(|U(d  est  de  i  V.'i  ">":  donc 
sultstiluant  pour//  la  valeur  de  sinfiS'/iS"),  on  aura 

o.ouooooJJi^'jS         .        0,000000  i?.o  9 

1)1  ni 

()9.  A  l'égard  de  la  valeur  de //;,  il  u'\  a  enc(uc  lien  de  liieii  décide; 
on  n'a  pu  la  déduire  ius(pi"ici  (|ue  du  rapport  cuire  les  l'orces  de  la  Lune 
et  du  Soleil  pour  produire  les  marées  ou  la  precession  des  é(|uinoxes. 
(jes  forces  sont  proporliouuelles  aux  unisses  de  la  Lune  cl  du  Sideil  divi- 
sées respectivemenl  par  les  ciilies  de  leurs  dislaiices  ;i  la  Terre;  par  coii- 
séipu'Ut  le  rapport  dont  il  s'agit  sera  composé  de  la  raistui  des  masses  de 
la  Lune  et  de  la  Teri'c,  et  de  la  raison  des  masses  de  la  Terre  et  du  Soleil 
divisées  res[)ecriveiiienl  par  les  ciilies  des  dislauces  de  la  Terre  a  la  Lune 


7G  THÉORIE 

.1  (lu  Soiril  il  l;i  Tcnr;  mais  cclU'  (IcriiitTC  raison  est  ciialc  à  iillc  des 
.iirrcs.lcs  vitfss.'s  aiifiiilaircs  inoyciincs  de  la  l.iinr  cldii  Soleil  aiiloiir  di- 
l;i  r.'iic:  doiii'  si  l'on  cxitiiinc  |i;ir  i  :  //  Ir  ra|i|iorl  de  ces  vitesses  ou  Ac^ 
iiionveineiils  moyens  de  ces  deux  Piani-les,  on  aura  ^^,  ponr  le  l'appoil 

des  lorees  en  (pieslion  de  la  l.iine  el  du  Soleil.  Ie(|iiel.  ii  cause  de  rr  =  ~-g 

il  ln's-|)<'U  près,  devient  ei;al  ii  lyiS//;. 

Or  Newton  a  trouvé,  par  (|uel(|ues  phénomi-iies  de  la  liantenr  des  ma- 
rées, ce  lapporl  ejral  il  .'|;^>  ce  (jui  donne  w  —  ^^  —  ^—  il  trI'S-peu  pirs; 

niai>  M.  Daniel  iieiuiuilli  a  trouvé,  par  (|uel(|ues  observations  des  uia- 
i-ees  i|u'il  croit  plus  exactes  (juc  celles  de  Nevvtiui,  le  nieuie  rapjKUt  ei;al 

il  ■^-.  ce  (lui  donne  m  =  -^  =  —  ii  iicu  iiri's.  M.  d' Aleiulteit.  d'apirs  les 
:■  '  Mb        71'' 

Cormules  de  la  précession  des  é(|uinoxes  et  de  la  nutali(Ui  de  l'axe  de  la 
IViTc,  fixe  ce  rappoi  I  ;i  y.  ^  en  sii|)piis:int  la  uiitation  totale  de  wS".  ce  (|ui 
(liuine  ///  -=  y^  =  -^  il  |ieu  |iirs;  mais  il  oliserve  eu  même  temps  (|ue  la 

valeur  de  ce  rapport  peut  varier  lieaiicoup  en  supposant  une  erreur  de 
(pi(d(|ues  secondes  dans  la  (juantité  de  la  nutatiou.  (\'oyc:  la  deuxii'ine 
Partie  des  Kechcnhcs  sur  le  Système  dit  monde,  pai^e  i8a. 

Au  reste  cimime  le  rappiut  du  diauietre  de  la  Lune  il  celui  de  la  Terre 

est  e^al  il  — 1  eu  nommant  I)  celui  de  ii'Uis  densités,  (m  aura,  eu  rei;ar- 

daiit  ces  deux  c(Ups  comme  spheri(|ues,  (01  il  très-peu  (U('>  spheri(|ues, 

«)=(-     j  1) -.  0,020  ?.H5  5  I)  ; 

en  sorte  (pi'eii  sup[Misaul  les  densités  égales  et  par  ciuis(''(|ueiit  I)  -  1 ,  on 
aura  a  lies-ncu  lili'S  ///  -;  —5  Valeur  (lui  tient  le  milieu  entre  cidies  de 
Nevvtim  cl  (II'  M.  d'Alemliert.  lit  eu  adoptant  celte  valeur  de  ///.  on  aura 

f  r^  0,000  0'>4  O  {  ,        /  -"  0,000  006  O  I  . 
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70.  En  général  quelles  que  soient  la  figure  de  la  Lune  et  la  loi  de  sa 
densité,  comme  on  a,  par  les  formules  du  n"  61, 

A-  SRn-os'P<^/«/,     B  =  SIt'\*iirP-,-cos=Pcos'Q  )'•/'".     C  =  SR-(siirl' ^  co-Psin  U  "/'"• 
F=  -SR'sin2PsinQr//H.     G  =  ^  SR'sinaPcosQrf///,     H  =  -  SR=ros'Psin2(Jf/w. 

il  est  visible  que  si  /  est  la  plus  grande  valeur  de  R,  c'est-à-dire  le  plus 
grand  rayon  de  la  Lune,  on  aura  nécessairement  pour  les  valeurs  de  A, 

B,  C  ces  limites  o  et  ml-,  et  pour  les  valeurs  de  F,  G,  H  celles-ci  ±  —  ■ 

Or  le  demi-axe  h  de  la  Lune  est  connu  par  les  observations,  étant  égal 

à  — — T^  'en  prenant  la  distance  movenne  de  la  Lune  à  la  Terre  pour  l'n- 

I  I  X  DO  '  •  ' 

nité,  ainsi  (|ue  nous  en  usons  toujours  :  donc 

/=  T    et       /-: 


Si  la  Lune  était  spheriquc  on  aurait  /  =  /;;  or  le  disque  apparent  de  hi 
Lune  étant  à  très-peu  près  circulaire,  il  est  clair  qu'on  ne  peut  supposer 
/>A  qu'en  admettant  un  allongement  dans  le  diamètre  qui  est  dirigé 
vers  la  Terre,  et  il  serait  hors  de  toute  vraisemblance  que  l'on  eût  /=  2/1. 
Ainsi  on  est  comme  certain  (juc 

12  100 

.....  ..  ,  ,  ,      A      B     c  .      . 

(I  011  il  s  iMisuit  (lue  les  valeurs  de  ~,  —,  —  seront  nécessairement  unnu- 
'  /)(     m     m 

1  ■  .        Il        I       •■       *•      "  1  I 

(1res  (jiie  •  et  celles  de  — i  ~i  —  moiiidics  (iiie  -, 

'        I?  100  m     ni     m.  '        1^  o.oo 

D(Uic,  puisque  ces  quantités  multipiienl  lous  les  termes  des  t'on(  lidiis 

I    oV"     I    ô\"     I   d\"  .  I-   ,1  .    I     i  111 

^ — » ^ — 5 ^-  (Mil  exprimeul   I  ellel   de   la    iioii-spliencile  de  la 

m    ox      m    oy      m    oz      '  ^  ' 

Lune  dans  les  équations  du  moiiveinenl  de  celle  Plaui'le     08,.  on  \oii 

combien  ces  termes  doivent  être  petits,  et  combien  par  couse(|ueut  on 

est  en  droit  de  les  négliger  vis-:i-vis  des  aulres  termes  des  equalious  de 

l'iirbite  (le  la  Lune,  ainsi  (|ii'oii  en  ;i  usé  jiis(|u';t  |ueseiil.  Il  \  ;i  (cpeudMiil 
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iHi('li|iifs-mis  (le  (OS  lerinos  auxquels  il  csl  à  propos  d'avoir  ('gard,  à 
(ausc  lie  leur  loi  nif  d'où  pourraii'iit  résullcr  dos  équations  séculaires; 
e'esl  re  (|ue  iidus  disculeroiis  a  pari,  apri's  avoir  analysé  dans  la  Section 
suivante  les  e(pi:ili()n>  (pii  donnent  les  lois  de  la  rotation  de  la  Lune  au- 
tour de  siMI  a\r. 


SKCTION  QLATRIEiMl'. 


lit  TKRM  I  \  \riO\    l>K    I.X    I.  MlllVrlON    l)K    I.A    I.INK    KT    DES    M  Ol  V  E  M  K  N  T  S    II  E    I.  A  X  K 
l>E    CETTE    PLANETE. 


71.   Cotte  détciininalinii  est    l'onferinee  dans  les  trois  é(|nati(Mis  sui- 
vantes    5(); 

,oï'         oT"        ô\" 

<l  ^r-, ^ i :;—  ~  O, 

oar  or  or 

ods         Ss  ds  ' 

^^oT^  _  oTT       d\"  _ 
fjdii         ou  ou  ' 

dan.-»  Ies(|tndles  il  laiit  >nl)slituer  it  la  place  de  J"   ut  de  \    leins  valeurs 
d(iunee>  dans  les  n"^  'i3  et  54. 

Kn  dillérentiant  snecessivenieni  la  valeur  <le  T    par  rapport  aii\  f/r,  r, 
'/s,  ,v.  f/u,  II,  (in  aura 


T"         A  ,'         t/r\        -iV  /  fls\        at;  /  ,/ii  , 

7/r     .ny-'-rn)-  it  (/" -  t,)  -  w \ ■"-'■  in) ' 


ôi/r 

ÔT" 


i''"' 


61 


•"  '^  !'«/  t/s\        2F/  r/r\        4  H 


f/if 
iiT 


(Il 


Min- 


(U 


ÔT" 

Ôllll 

ÔT 


nu 


'/'■\       il'/ 


lit 


■rdr 
,ll 
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En  (lifTérentiant  de  mèim-  la  valeur  de  Y"  par  rapport  a  /•.  .v.  ii.  on  aura 


or  p'' 

_  3/:i  +  ^).r  R_c_4H/-4(;5^  il"" 


3/fi  -f-x 


P" 


[2,B  — A   ii-iUs-G,  -  V] 


3/r 


[-  [_2:B  — C)/  — 2H-i-4Gj<-^4Fs] 

+  ^/if  r2(A  -  eu  -)-  2Hm  -t-  g  -  Fr] , 
P' 

2^  =  3/îi^l^' r  _  8  C  -  A   5 -^  4H«  +  4G  -  4  F/] 
os  ?./>' 


3/(  I  +  .T)x 


B  H-  C 


A   II  —  4Hi  —  4G/'  —  --'.V] 


+  ^4^f4H«  +  4Fr 

+  V£:r_8(A-C,i-8H«-4G^ 

_^  IfZl  UfA  -  C^ir-i-  2H  -6G?/  -  4F5i. 
P' 

oV"          3/"  I  -i-i'  r     ,,,  .  „ 

-^ —  =:  -^ ; àas  —  iGi] 

eu  2/?'» 


3/(1  -+-^-  [^2  B  _^  (j  _  ^AU  -  4H«  -  2G  +  4 F/1 
[2  B  -  A  /■  +  •-'.H  -  4G«  -  GTs] 


P" 
3f(i-hx 


P 

_,.  lÙll  [  _  8  B  -  \  "  -  4  H  i  +  4  G  ;■  -4-  4  F] 
^P'  ' 

+  ?=^r-8iA  -B.«-.SH5-4F' 

+  ^f^  [2  (A-  B   -1-  ?.H/-r,G4-  iliF//  . 
P' 
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72.  Faisant  ros  sultsliliitioiis  dans  les  trois  i''(|uatioiis  dont  il  s'agit,  et 
nn-ltanl  pour /sa  valeur  approeliée  i  (60),  on  aura  les  trois. équations 
>iii\anli's,  dans  les(|uelles/>'=  y/(i  -^xy-hy^-h  z- . 


l'ivinièrt'  t'ijiinlioii. 
,  //■»■  ,./ 7.dll        f/-s\  ,^  I M/s       d-it, 

•  ^'''^^[-2(C-Bj/-+>H-4(;»-4i- 


2/J 

3  I  ->-  X  ;  ) 
Y' 


B-  C-4IIr-  ^C,s+  \Vii 


3  I  -(-  a^  2  , 

,-    -    2   B- A,H-  all«-(;/-F] 

3  yz 

-r-  —7^  [  2  (  A  —  C    S  4-  2  II  «  -t-  (J  —  F  /■]  =  O. 


Deuxième  ê(juiilioii. 
^  -7^7-^  [-  8  C  -  A  )*  ^  .{ Il ,/  +  ÎC,  -  4  F,] 


3  (I  -4-  ar  )jj-  , 
il  -h  X   z 
3v 


2   B  -i-  C  —  ..A    «  —  4  lli  —  4(i;-  —  3|- 
[2   A— Cj  — t||/  — i(i(li  — 6Fm1 


-*-  :r^[-8iA-c  «-8H«-4(;] 

3  YZ 


~     -^v  ['''^ -'-'•-*- 2ll -fiG,/-4|-i]-_o.       . 
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Troisième  équation. 
i(lr\  ,^  (l'r        /Il  /  <■/ 


[2   B  +  C  — 2AIS-  411;/-  2C. -f-4Fr 

2(B-  A)/--i-  2H-4G//-6F*] 


(Il  I       "      c'P 
3  1  +  X  ■ 

2/' 

3  i  I  -f-  x)r , 

7 

311  -h  x)z 


-^  J^  [  -  8(  B  -  A)«  -I-  4II«  +  4Gr  +  4F] 

-i--^f-8{A-B   H-8H«-4F1 

H-^^fa   A-B    -+- 2Hr -6Gi- i6F«<l=o. 

//' 

73.  II  ne  s'agit  donc  plus  ((lU'  d'iiUégrer  ct's  équations;  ur  rctk'  inlc- 
gration  n'a  aucune  difficulté;  car  :  i"  les  variables  inconnues  r,  s,  11  ne 
paraissent  que  sous  la  forme  linéaire;  2"  les  (juantités  x,  y,  z  sont  déjà 
connues  en  t  par  les  formules  du  mouvement  de  la  Lune  i'59  );  '^"  comnu' 
les  quantités  r,  s.  u  doivcul  èlre  très-petites,  et  que  les  (juautités  .r,  y,  ; 
sont  aussi  assez  |)eliles,  on  pourra  dans  la  première  approximation  reje- 
ter tous  les  termes  où  les  trois  |)remi('res  se  trouveraient  multipliées  par 

les  trois  dernii'res;  V  <'"ti"  «^'H  [»ourra  mettre  partout,  à  la  [ilace  de  ^• 
sa  valeur  a|i|U(uln'e 

5  5 


en  négligeant  toujours  les  termes  où  .r,  v,  z  l'oiiiieiaieut  ensemlile  des 
produits  de  plus  de  deux  dimensions. 

V.  M 


8i  TIIKOIUI-: 

De  (■«■Ut'  iiKinit'ic  on  aiiiii  ces  trois  ('(|ii;ilions  iipiir'nclircs 

.  tl'r        ^J 2(111       tns\         .J-yds   ,    dHi\ 

^  ,1?  ~  '  M  ^  -  ,7ÏÏ  j  "  '^  l^  ^  7//'  ) 

l                  ,          5           5     \. 
_  i  C—  B  /  —  GCh  _GI"i-K  31I(  I  — 3x  +  fajr»—  -^•' -sM 

-  3  B  — CWi  — 4^).r—  3F  I  — 4-*')3  +  3Gj2  =  o, 

-^  4  H  (m  -t-  ^\  -  12  ,  C  -  A  )  *  H-  C.II  «  -  (iFr 

--  (iGl  I—  3.r-(-6x= )  ' zA  -h(iF  i  — 4*-- )  +6(A  —  C)(  i  — 4-p) 


—  6Gz'+6Hrz  =  o, 

4  A-B,  (.,-j^)  ^^L[y^,  +  ^)  +..F  (.+  -^)  -  2G^ 

-^4u(i-t-  ^)  +6Hj-6Gr-f-6Gii-4x)j  +  (SH  i-4.r!3 

-t-  6F   )-^—  z'  !  -<-  6  A  —  B I  )  2  =  o. 

7i.  On  [icnl  mcorc  siniplilierccs  ('(inulioiis  par  les  considci'îUions  sui- 
v:tnlfs.  On  voit  que  leurs  premiers  membres  renfermeiil  les  It  rnits  loni 
«Diislaiils  '\\\,  GG.  aF;  il  f;iut  donc  (|iie  ces  termes  soient  nuls,  on  à  |m  n 
près  nuls,  pour  que  les  variahlis  /,  s.  ti  puissent  être  très-petites.  Or  on 
a  vu  tians  le  n"  61  <|ue  les  é(jualions  F  —  o,  G  =  o,  H  —  o  rcnrcrnHiil  les 
comlitions  lu^cssaires  pour  que  l'axe  de  rotation  de  la  l.une.  cl  les  deux 
diamètres  de  son  é(|uateur  qui  siuil.  l'un  dans  le  premier  méridien,  cl 
l'autre  perpendiculaire  à  ce  méiidien,  soient  des  axes  naturels  de  rota- 
tion; ainsi,  sans  connaître  la  tijiuic  et  la  coustituti(Ui  intérieure  de  la 
i.niie.  un  est  d'alioi'd  assui'é  que  sou  a\c  de  rolati(U),  cl  les  deux  (lia- 
mètres  de  son  e(|iiateur  dont  nwus  venons  de  parler,  sont,  ou  exacte- 
ment, ou  il  très-peu  pri'S.  des  axes  naturels  de  rotation  de  cette  Plaui'te, 
c'est-a-diie  lels,  qu'elle  ponriail  loiiiiier  lilireuieul  et  nnirormémeiil  au- 
loui- de  cliacun  d'eux.  .Mai>.  ou  sait  t|m'  dans  loiil  corps  il  \  a  tcmjonrs 


I 
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(rois  ;i.\('s  ili'  rutalion  possiltles,  (|iii  sont  (icriifiidiciihiiirs  ciilif  ciiv.  cl 
([ii'on  nomme  \es  ares  principait.v  (/ti  corps  ;  donv  il  t'autlia  ([uc  l'axe  de 
la  Lune  et  les  deux  diamètres  de  son  équateuieoincidenl  exaelemenl,  ou 
à  très-peu  près,  avec  les  axes  principaux  de  cette  Planète;  dans  le  pre- 
mier cas  les  eonstantes  F,  G,  H  seront  nulles,  et  dans  le  second  elles  se- 
ront seulement  très-petites.  Or  il  est  naturel  de  supposer  le  premier  cas  : 
i"  |)arce  (|u"en  taisant  F  =  o.  G  —  o,  H  =  o,  les  trois  ei|uations  du  nu- 
méro précédent  se  simplitieut  beaucoup,  en  sorte  que  le  mouvement  de 
rotation  de  la  Lune  autour  de  son  axe,  et  le  mouvement  de  cet  axe  pai 
rap|tort  à  l'ei  lipli(|ue.  deviennent  les  [tins  simples,  et  en  même  temps  le^ 
plus  indépendants  entre  eux  qu'il  est  possible;  circonstance  qu'on  sup- 
pose tacitement  avoir  lieu,  lorsqu'on  clierclie  à  déterminer  ces  mouve- 
ments d'après  les  observations;  2°  parce  (|n'en  supposant  (]ue  la  l.unr 
ait  la  tiiiure  qu'elle  aurait  prise  étant  fluide,  eu  vertu  des  lois  de  l'Hydro- 
statique, les  constantes  F,  G,  H  sont  nulles,  comme  nous  l'avons  vu  plus 
haut    63  . 

Par  ces  raisons  donc,  nous  ferons  dans  les  trois  équations  du  nnniein 
précédent  F  =  o,  G  ^  o,  H  =  o,  ce  qui  les  réduira  à  ces  trois-ci 

A^"  -t-3  B  — C  (/•—)■- 
f/t- 

I.  '/■■S  .       ..        .    '/" 

(h-  lit 

dont  la  pi'cmière  donnera  iminedialcineni  la  vuleur  de  /•,  et  dont  les  dcii\ 
antres  donneront  celles  de  *  et  u:  les  valeurs  de  .r.  v,  r  clanl  deja  con- 
nues par  les  formules  du  n"  59. 

De  la  Ub  ration  de  la  Lu  ne. 

75.  H  ne  sera  (jucslion  i(  i  i|iic  de  la  libration  pliysitpie  v\  réelle  de  la 
Lune,  c'est-a-dire  de  celle  qui  vient  des  ineii'alités  réelles  de  la  rolalion 
de  leltr  l'iaiit'le  autour  de  son  a\e;  la  libraliiui  connue  îles  Aslroiionics 


\  xy    -TT^  0. 

A-C,(^4*  -^^z-ùxzy 

:=  0, 

A_B7«-i-;J.)-s)  =0, 

8V 


TllKOKIK 


rsl  |niirmciil  ii|tli(|Ui',  cl  n'ii  par  cIlc-iiK'mo  iiiiciiiir  ililliciilli' ,  ii'claiil 
inndiiilc  (|iic  |iar  le  iiioiivciiu'iil  inni  imilormc  de  la  Lune  aiiluiir  de  la 
Tnic.  fi  par  l'iiiclinaisoii  do  rorl)itt'  de  la  Lune  à  l'éiiard  de  smi  ('(iiia- 
Iriii-;  fctic  lil>iati(Hi  aurait  ciialciiicnt  lien  (iiiaiid  la  I.iiiic  sciail  ahsolii- 
iiifiil  spli('i'i(|n('.  fl  ijnaiid  son  iikhivcidcmI  de  inlaliuii  serait  niiiloi'inc; 
mais  la  liitratioii  plivsiiiiu'  dépend  de  l'ai  tiim  de  la  Teire  sur  la  Lime 
supposée  iKtii  -plieri(|iu';  elle  est  irpiéseiitée  par  l'angle  lri's-|)etit  /•, 
leipiel  exprime  de  eoinhien  le  premier  méridien  de  la  Lune  est  plus  on 
moins  avanre  dans  sa  lévulntion.  (|n'il  ne  devrait  l'ètie  s'il  répondait 
toujours  au  lieu  mnycn  de  la  Terre  vue  de  la  l>une  i  39  i. 
Pour  déterminer  col  angle  il  faut  donc  intégrer  ré(|ualion 

\  ^—  -!-  3  B  —  C     /•—_)•-(-  4  ■*'.>=**  ; 

hopndle,  eu  taisant  d'alxod  al)slra(ti(Ui  des  termes  sans  /■.  donnera 

#•=  L  ■.in/, 

I.  étant  une  constante  indeteiniinee  et  /  un  angle  (|ni  augun-nte  nnil'or- 

<n      .  .   . 

mement.  eu  smte  i\nv  -j-  soit  une  (|uantile  constante. 

Ivu  ellet,  suli>tituaut  poiu'  /'  cette  expression  dans  re(|uation 


A  -rr  +3  B-  C    ;• 
(II- 


on  aura  ^ipri-s  avoir  divisé  par  LsinÀ)  c(dlo-ci 
IdV 


-(-  3 i  B  -  C) 


d'oii  l'on  ti 


•I  la  cou>tante  I.  deuh'ureia  arliilraire. 
Ou'on  '-uli-.titne  maiiilenanl  dans  les  ter >  tout  connus  de  reiiiiaticm 
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|)ii(|)(ist't'  les  valeurs  de  ce  et  v  du  n"  59.  on  aura  pour  v  —  ■\.rv  nue  suite 
(le  ternies  de  cette  forme 

ti  <,u\x  -+-  b  siii,3  -^ .  . . , 

dans  les(|nels  rt.  b,. ..  sont  des  eoeiricients  nunii'ri(|ues,  et  a,  ,'i, . ..  (hvé 

...                  .  „         ,                                          <h.     (IJj  , 

angles  qui  croissent  unitormement .  en  sorte  cuie  -7-5  -j- sont  des 

nombres  dnnnés.  Or  soient 

I'  sin  7.  ^-  Q  SMi  3  -^  .  . 

les  ternies  correspondants  dans  la  valeur  de  r,  on  aura  par  la  Mihstiln- 
lion  et  la  comparaison  des  ternies  analogues  ces  équations 


d  on  I  on  lire 


3(8  — C)a  ,,  3(B  — C)6 


Ainsi  la  valeur  complèle  de  /sera,  par  la  Théorie  connue  des  e(|nalicins 

linéaires. 

r:^  LsiiiÀ  -I-  P  sin^  -f-  (J  sin3  -i-  .  .  .  ; 

les  deux  C(Uistaiites  ailiitraires  etaiil  l'une  [,.  et  l'autre  rent'ernief  dans 
l'aniile  À. 

T().  Telle  est  l'expression  générale  de  la  lihration  réelle  et  |diysiinie 
de  la  Lune;  si  celte  libralion  pouvait  être  sensible,  elle  devrait  altérer 
également  toutes  les  longitudes  sélénographi(iiies  des  taclies  de  la  Lune, 
déterminées  par  la  méthode  de  Mayer.  dont  nous  avons  parle  plus  haut 
39  ;  mais  en  examinant  la  Table  que  cet  Astronome  d(Uiiie  à  la  tin  de 
son  Traite  sur  la  rotation  de  la  Lune,  cl  (|iii  rentérme  les  buigitudes  et  les 
latitudes  sélenogiaplii(|nes  des  taches  ou  points  luiniuenx  iiDniines  .\ta- 


S<i  riIKOlUK 

fu/iiis.  />i(>/iysiiis  v[  iffisoriniis.  (Icdiiilcs  de  |»liisiciiis  olisrivalidiis  finU'S 
|)rii(laiil  Imilr  raiiiicf  ij'i^».  mi  voit  (|ii('  les  dillrrciitcs  (Iclciiniiiatiuii.^ 
lies  loii^iliiilcs  (k-  CCS  laclics  s'acciiitleiil  assez  entre  elles,  poiii'  (|ii'(Hi 
ilni\c  rejclei-  sur  les  eireiirs  îles  oliservatioiis  les  (lilïéreiues  (|iii  s'y. Mdii- 
\ciil.  cl  i|iii  soiil  |)res(Hie  Imilcs  au-dessous  d'un  demi-dej'ré ;  d'ailleurs 
connue  CCS  diU'crcuccs  ne  snul  |>as  les  nièuu's  [xuir  les  Iniis  taches,  et 
«lu'iLsc  liiiUNc  des  dillcrcuccs  |U('S(|uc  aussi  i^raudes  eiitic  les  ditléreutes 
déleiininations  des  latitudes,  il  s'ensuit  ([u'oii  ne  peut  attril)uei'  les  dillé- 
leiices  dont  il  s'agit  à  la  lihratioii  réidle  de  la  l,une;  et  l'on  en  doit  plutôt 
conclure  (|ue  cette  liJMalion  est  nécessaireuieul  tii's-petile. 

Ainsi  donc  il  faudra  :  i"  tpie  les  coeMicients  L,  P,  Q, . . .  soient  très- 
petits:  .«"(pie  les  angles  )..  o,  fj,...  soient  tous  réels,  et  celte  seccuide 
condition  est  la  plus  essenlielle:  car  autreuieni  l'expression  de /•  contien- 
drait l'angle  inènie  /.  Ie(|uel  croit  ii  l'iutini.  Or  les  angles  x,  [j,...  son! 
réels  par  leur  nature,  mais  l'angle  >.  n'est  réel  (|u'aulant  (|ue  la  valeui  de 

///  /3(B— Ci         .         1,       ,,  1   ,•      I  l{  C       ., 

~.    ■   navoir  i/ Y 5  est  réelle.  Donc  il   laudra  (|ue  s(ut   une 

(piaiilitc  positive. 

A  l'egai'd  descoellicienls  L,  P,Q eoinnie  le  premier  Lest  arliiliaiic. 

ou  pourra  lui  supposer  une  valeur  aussi  petite  (|u'on  voudia;  mais  pour 

les  autres  il  laudra.  |)our  les  rendre  très-petits,  supposer  une  valeur  lorl 

,  .   ,  B  -  «»; 

peliic  a  la  (juantite  — ^^ 

77.    Ku  cllet.  en  examinant  l'expression  de  i    du  n"  .5'.»,  ou  voit  (|ue  le 

terme 

—  o,  !()()  )()-  S  siii  x 

a  ctaul  l'aiiouialie  luoveinic  de  la  Lune  est  l)eauc(mp  [tins  C(Misideral)le 
ipic  les  autres:  de  sotte  (|u'(ui  pouiia  sans  erreur  .sensihie  réduire  ii  ce 
seul  ternie  la  valeur  de   v  —  f\.iy,  (pie  nous  avons  représentée  ci-dessus 

75;  par-  la  série 

Il  siri  X  -t   /(  siii  j       .    .  : 


ainsi  I  on  aura 


>.ioi)^(j-8,      Ij^   o,  .  .  . , 
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(t(i  plus  exactement  cii  ayant  citaid  au  ternie  tout  constant  —  o.oo  '>  uS-  i 
(le  la  valeur  de  x 

rt  =  —  o,ior)4'i7  ^X  '.o'4  34^4  =  —  o,  i  1 1  o38. 

D'ailleurs  on  a,  par  le  même  n"  59, 

'-^  =  0,991544.      et  par  conséquent     ( -^  1  ^0,983  iG. 

Donc  on  aura    75 


3  B  — (,> 


o,  1 1 1  o38 


0,98316- 


3  B  — C) 


Or,  pour  que  le  terme  Psins;  de  la  valeur  de  r  soit  beaucoup  |)lus  petit 
(|ue  le  terme  a&\nc<  de  la  valeur  de  v,  lequel  renfermant  la  principale 
()artie  de  l'eiination  du  centre  de  la  Lune  produit  un  etlct  tiès-seiisilde 

o      11  .  ■ 

dans  la  liliration  opticjue  en  loni;itude,  il  est  visible  (]u"il  i'aut  (pu- ^-^ 

soit  une  fraction  assez  petite:  en  sorte  qu'on  aura  a  très-peu  pii's 


P  =  0,338  82 


B-C 


Et  si  l'on  veut  cpie  la  valeur  de  P  soit  au-dessous  d'un  denii-dei;re,  ce  qui 
parait  devoir  être  d'après  les  observations    76  ,  il  faudra  (pi'on  ail 


0,33882  5-j-^  <  3o'  <  0,008  7  j6. 


et  |)ar  conséquent 


A 

B-C 


■  0,025  754. 


78.  Il  faut  pourtant  remai'ipn-r  (pu-,  ipmitpn'  le  ternie  (/siiiz  >oit  le 
plus  considérable  de  tous  ceux  qui  peuvent  entrer  dans  la  valeur  de 
V  —  4^V,   cependant    si    cette   valeur  contenait    un    terme   de    la    inniie 

/>sintr,  dans  lequel  l'armiment  ti  serait  t(d.  cpie      '    lui  un  mimbre  fort 

petit.  aliii>  quand  même  /)  serait  un  coellieieiil  fort   pelil.  il  en  piuiiiait 


8S  TU  KO  Kl  l". 

ifsnilfr  (liiiis  rt'xpri'ssion  de  /■  un  triinc  tel  (luc  Usiner,  (hms  l.(|ncl  II 

si'i'ail  assez  grand,  ii  cause  (|ue.  Il  étanl  éj^al  a 

3{B-C)p 


a(Î^V-3(B-C 


\i-  (IrMniiiMKitfiir  de   II   deviendrait  Irès-petil.  Or  rex|)ressi()ii  de  _v  eon- 

lii'iil  le  leinie 

o,oo3  i()4  3  sin  • 

'eêlanl  Caudinalie  moyenne  du  Soleil   .  dans  ie(|uel 

d£  ■  i  '1^  \  ■■  r  £■     r 

-j       0,074800,     Cl  par  conséquent       I -^  j  -    <>,oo55i)}; 

de  |dns  la  »|uanlilé  a;v  contiendra  un  teiiin-  proportionnel  à  sin'27— 2/z;, 
tians  lequel 

fl  dont  le  ((leHieient  set  a  moindre  que  celui  de  sin;  dans  v.  On  trouve- 
rait petii-clre  encore  d'autres  lernu's  de  celte  espèce,  mais  il  parait  que 
le  ternie  pnqiorlionuél  à  sins  est  c(dui  (jui  peut  donner  la  plus  giande 
valeur  de  II  ;  ainsi  il  sullira  d'examiner  l'ellet  de  ce  teiiue. 

Faisant  iIoik 

yy  =^  o,oo3  i(>4  3     et     c7  =  e, 

<Mi  aura 

3(B  — C  o,oo3i64  3 


n  = 


\  3     B  —  C)  -;,     r 

—  0,003395 


A 

Otie  expressiim  de  II  devient 

<i,oo3  i()4  3  =  1 1'   environ, 
Inrscpie  '  est  une  quantité  intiuie;  ensuite  la  valeur  de  II  aui;inente. 

a  mesure  cpu-  diminue,  jus(|u  a  devenu-  inlinu'  ioisijue 

B  -  «:  _, 

- — - —  ~  0,001  oDJ; 


in:  I  \  i.iiiuvTKiN  m-:  la  lune,  etc.  su 

file  passe  après  cela  à  l'infini  négatif,  et  va  i-n  (liniiniiaiil    claiil  liuijnms 
nrgativo    jiiscjii'ii  (Icvcnir  nulle  loisquc 


B-C 
A 


Si  niainteiiaiil  un  sii[i|)ose 


on  tronve 

et  si  l'on  lail 
lin  trouve 


n  =1  3o'  ^  0,008  726, 

B  — C  - 

— - —  =  0,002  ijaDt), 

n  =  -  3o', 

B  -  c  ,,.y 
^  0,00 1  Job  7  ; 


ainsi,  pour  (|uc  la  valeur  du  eoeOleient  II  louilic  l'Ulrc  ces  liuiilcs  =  v)  . 
il  f'auilra  (\uv  telle  de  — r— ^  soit  >o,oo2Ç)2J9,  ou  <;o,ooi  3G8-. 

79.   Mais  nous  avons  vu  ei-dessus  (|ue  poui'  (|nc  le  teruif  pro|iorlionncl 

à  sina  soit  au-dessous  de  3o  ,  il  faut  que  — ^ —  soit  <o,o25  754;  donc, 

pour  (pie  le  ternie  proportionnel  à  sins  soit  en  niènic  temps  moindrr 

ipif  '3f)',  il  faudra  cpie  la  valeur  de  — - — '-  soil  rciit'criiifi'  entre  ces  deux 

limites  0,023  734  et  0,002926,  ou  entre  ees  deux-ci  o.ooi  '\(k)  et  o,  à 
cause  (|ue  cette  valeur  doit  être  néeessairement  positive. 

On  peut  (  (inclure  de  tout  ceci  (pie  la  valeur  de  — r — '-  doit  l'tre  ellecti- 

vemeiil  une  Iraction  assez  petite,  atin  (|ue  la  [larlie  de  la  lihratioii  ie(dle. 
due  aux  iiH'iialites  du  mouvement  de  la  Lune  autour  de  la  Terre,  soil  peu 
consideralile.  ainsi  (pie  les  oliservalions  |)araiss('iit  le  démontrer.  .\n  reste, 
(piaud  même  ccllf  paitie  de  la  liliralinn  aiM'ail  une  valeur  seiisilde.  idle 
lie  poui'ia  jamais  l'Ire  liieii  recouiiue  ni  deleiiiiinee  par  les  oliservalions. 
parce  (pi'(dle  se  trouvera  toujours  comme  t'oudiu'  dans  la  liliralion  op- 
liipie  de  la  l.iirie.  ipii  est  ('-gale  à  re(piatinn  du  cenlie  de  celle  Plaui'Ie. 
V.  12 


«JO  TlIKOKIi: 

SO.    A   l'ciiiinl   (lu  |iii'micr   Iciiiic   Lsin)    de  rr\|ircssioii  de  /•  f75j, 
|inis(|iif 


dl  /3(B-(:) 

<lt  ~\         A 


cl  |i;ii-  ((HisiMHU'iil  l'iiil  [ii'Hlc,  raii;iiiii(Mil  >,  sera  loi'l  Iciil;  ri  piii'  celle 
niisdii  ce  ternie  |)oiiiiMil  clir  ciuisidei'aMe  sans  (|iril  |)i'il  être  seiisiMe, 
ilaii>  des  (diseivaliDiis  l'ailes  dans  un  ((Uii'l  es|)aee  de  leiii|)s  dans  le(|uel 
l'anjile  /.  vai'ierail  tii'S-|ieii.  parce  ([n'alors  Idiile  rinlUieiice  de  ce  lei'ine 
dans  les  loiiifiliides  séleiioiiia|dn(|iies  des  laclies  de  la  Lime  se  rédnii'ail 
a  avancer  on  il  reciiler.  d'iiiie  (iiiaiilile  il  |ien  pirs  coiislanle.  la  [losilioii 
du  |n-einier  miTidien  liinaiie.  Ainsi  ce  n'est  {|iie  par  des  oliservatidiis 
lailcs  il  des  iiilcr\ ailes  assez  i^rands  |i<Kir,(|iie  les  vai'ialions  de  l'aniile  ), 
siiieiil  seiisiiiles,  ([n'dji  {iniiria  cdiinailie  cl  ilelerniiiier  l'eiiiialinn  Lsin/. 
de  la  liliraliiin  réelle  de  la  l.iiiie. 

An  lesle  il  est  clair  (|ne  celle  e(|iiali(ni  ddil  piodiiire  dans  la  Lune  une 
liliraliiin  analoiiiie  an\  lialanceineiils  d'un  pendule,  (|ui  ferail  de  petites 
nscillaliiMis  is()(  liiiines  donl  l'étendue  serait  A,  et  dunl  la  durée  serait 


lit 


V  SlB-O' 


/       A 


savoir  de  -1/5— n rr^  mois  pi'ri()di(|ues ,  pnisipie  nous  repi'i'sentdus  le 

temps  par  l'angle  {\\\  moiivenicnl  iiioven  de  la  Ijine. 

SI .    |-.n  rejiardaiil  la  Lune  comme  un  sphéronle  lionn)gène  et  eHipli(|ue 
peu  dillérent  d'une  sphi're.  suivant  riiypollii'se  du  n"  63,  on  aura 

K-C _      e-i      _ 
A      ~'  I  +  e  +  /■  "^  "  ~    ' 

puis(|ne  nous  négligeons  les  puissances  et  les  produits  de  r  cl  /;  donc  il 
faudra  ipie  e  — />(>.  et  par  consé(|uenl  r  i\  mais  r  est  l'idliplicilé  du 
premier  méridien  de  la  Lune.  e|  i  reHiplicile  du  méridien  i|ui  le  coupe 
il  angles  dr.iils.  l'axe  de  rotation  de  la  Lune  étant   le  petit  axe  commun 
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lie  Ions  les  iiirridiciis;  ;iiiisi  l;i  Lune  aiirn,  dans  cctli'  li\ pollièsc.  iiiic  liiiiiic 
all(iiii;cc  dans  \c  sens  dn  dianii'lfc  de  l'('(|nat('iir  (|ui  ic|KUid  au  jHcniirr 
nicridicn,  et  (|ni  est  dirige  vers  la  Terre  ;  de  soi'te  (|ih'  ce  dianil'lre  sera  le 
grand  axe  de  IVIlipse  (|ni  l'orme  ré(|nateur  lunaire,  el  r  i  sera  rellip- 
lieilé  de  eetle  elli|ise. 

La  durée  des  liaianeenieuls  de  la  Lune  |)rovenan(  du  lerme  LsinÀ  sera 

donc,  dans  rii\  [idllièse  présente,  do  — mois  péri()di(|ues,  cl  ne 

T  \  3  :>  —  /  1 

ilependra  par  conseiiuent  cpie  de  la  seule  idliplieite  de  son  e(piateiir. 

Si  l'on  veut  (|ue  la  Lune  ail  été  originairenienl  fluide,  et  (|u'elle  ait 
conservé  en  se  durcissant  la  figure  qu'elle  aurait  dû  pi'cndre  par  les  lois 
de  rHydrostati(|ue.  on  aura,  d'après  ee  que  nous  avons  ti'onvé  dans  le 

n"  fis. 

0,000000  3t5o  (> 
e  —  /  = 5 

el  faisant  fu  =  ^  (69  1  on  aura 
5o  ' 

e  —  /  =  0,000018  o3. 

(|uanlile,  (oniine  on  voit,  renleiniée  entre  les  liniite>  o  et  0,001  3()() 
dn  n"  79.  Dans  ce  cas  la  durée  des  halancenients  de  la  Lune  seia  de 
()7,()S  mois  périodiques;  mais  ces  déterminations  sont  trop  liypo|lieli(|ues 
pour  (jii'on  doive  s'y  arrêter. 

Kn  i^eiieral,  (|neiles  (|ue  puissent  étic  la  lii^ure  el  la  constilulion  inle- 
rieui-e  de  la  Lune,  on  pourra  toujours  supposer 

H  -  C 

celle  i|iiaiilité  e  ~  i  étant  lirs-petile  et  positive,  el  les  loi.s  de  sa  lilira- 
tion  ré(dle  seront  les  mêmes  (|ue  si  cette  Planète  était  Intmogène  el  ellip- 
sonli(pie.  (■      I  (''lanl  l'(dliplicile  de  son  ('(lualenr. 

H-2.  An  reste  le  terme  l.>iii/  de  la  lihration  réelle  de  la  Lune  est  né- 
cessaire dans  la  Théorie  poui'  expiiipier  comment  la  Lune  peut  nous  pré- 
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si'iilfi-  tiiii|(iiiis  il  |tcii  |nrs  l;i  iiiriiic  t';HC,  s;iris  (iii'oii  soil  ohlii-c  de  siip- 

|ioscr  (|iii'  l;i  vitesse  de  lolalioii  |)riiiiiliv(',  iiiipriinéc  à  celle  Plani'te,  a 

eie  e\aei(ineiil  e^ale  il  sa  vili'sse  moyenne  de  li'anslalioii  autour  de  la 

IVne. 

l'.ii  eU'el.  en  taisant  altstraclion  de  l'inelinaison  de  ré(|uateur  lunaire 
-.III-  Tel  li|tti(|ne,  la(|in'lle  est  Iri's-pelile,  il  est  visible  (|ue  la  rotation  lo- 
lale  el  réelle  de  la  l.iine  autour  de  son  axe  doit  être  représentée  pai'  la 
siiiuiue  des  deux  ani;les  9  el  '|,  dont  l'un  f  représente  la  révolution  de  la 
Lune  autour  de  son  axe  par  rap|)ort  au  point  é()uinoxial  ou  an  nœud  de 
sou  ei|ualeur,  el  dont  l'aulre  <\i  représente  le  niduveiuent  en  hnii^ilude  de 
ce  iiieiid.  Or,  par  la  Tlié(uie  de  Cassini  et  de  .Mayer,  on  a  siiu|)leuieiit  f39) 

9  +  1  =  6  —  1 80"  +  l  ; 

de  siMie  (|ue  (laiis  celte  Tliéorie  on  aurai!     .     vitesse  de  la  rotation  de  la 

l.nue  =  I ,  vitesse  uioyeiiue  de  la  Lune  autour  di'  la  Terre.  .Mais,  en  ayant 
égard  ii  la  (piantile  /•,  on  a  par  notre  Théorie  ' 


0  —  180"  H-  /  +  /■, 


'I  par  couseijueiit 


f/0  (Ir 

dl  dt 


+  \.  ,-  cos/.  +.  .  .; 
tit 


de  sorte  (|u';i  cause  de  la  coiislaiite  arhilraire  L,  la  valeur  priiuilive  de  la 
vitesse  de  idlatioii  -  peut  ('lie  supposée  (|uelc(Ui(|Ue,  pourvu  (|n'elle 
soil  peu  dilléreute  de  l'unité  ou  de  la  vitesse  moyenne  de  la  Lune  autour 
de  la  Terre,  il  cause  qiw  la  constante  L  doit  être  Iri's-pelile,  el  (ju'(dle  .se 

trouve  de  plus  ici  iiiullipliee  p;ir  hi  (jiKiiitite  Iles-petite  -  .  '     --  \/ — — r- — ' 

.l'ai  donne  le  premier  celle  e\plic;iti(ui  de  la  lihralioii  de  la  Lune  dans 
la  l>ièce  (|ui  a  remporté  en  1704  le  prix  de  l'Aïadéujie  des  S(;iences  de 
Paris  sur  ce  sujet;  el  elle  a  été  adoptée  pal'  ceux  (|ui  ont  depuis  traité  la 

llK'Mie  llialii'l'e. 
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fJii  moiwemenl  des  points  éqiiinoxiaiix  de  la  Lune,  et  de  /'i/ic/maiso/t 
de  l'écjitaleui-  lunaire  sur  l'écliptique. 

83.  La  (létei'ininiUion  de  ces  deux  points  de  la  Théorie  de  la  Lmic  dé- 
pend de  l'intégration  des  deux  dernières  équations  du  n"  74,  savoir 

de      ^  <it  y       2  / 

C^-.A-B^C)^+,A-B)(«+|r.)=.o. 

(lounnençons  par  faire  ai)straelion  des  termes  loni  connus  (|iii  ciui- 
tiennenl  les  variahles  .r,  y,  z-,  et  ne  considérons  d'aixird  (|iie  les  deux 
e(|uations 

B^  +.A-B^C)^+4(A-C^  =  o, 

C^^    A-B-C)4-+    A-Bl«^o; 
(tP  (Il 

il  est  visible  par  la  forme  de  ees  écjuations  qu'on  y  peut  satisfaire  eu  siip- 
|)Osant 


s  =--  M  sin  a,     H  "  M'  rosu, 


M  et  M'  étant  des  constantes  indéterminées,  et  a  un  angle  tel.  (|ne    .    soit 


aussi  une  (piantité  constante. 

Faisant  ces  substitutions,  et  divisant  la  premii're  e(|uatioii  par  siua, 
la  seconde  par  cosa,  on  aura  ces  deux-ci 

__BM  (^'jy-(A-B-CiM'^+4(A-C)M=:o, 
_  CM'I^V-  [  A  -  B  -  C)  M  ^  +  (A  -  Bi  M'=  o. 
La  seconde  donne 


M': 


M(A^B-of 


94  m  KOI! Il-: 

.ftlr  v;ilciir  l'Iiiiil  siihsiiliic»'  dans  la  prcmiiTC.  la  (|iiaiililr  M  s'en  ira  |)ar 
la  (li\i>iiiii.  fl  l'dn  aura  fctlf  (■(iiialioii 

|4*-n-i.(|)'||\-i.-c(;J»)'|-,.-i.-.:.(^y    ,., 


Ia(|iii'lli'  MT\iia  ;i  (ictriiniiii'i'  la  l'Oiislaiilc     ,^'    l'aiiln'  coiislaiilf  M   di 

iiii'iiiaiil  iiKJcIcrmiiK'c  cl  par  coiisi'iiiiciit  arliilrairc. 
Si  l'on  l'ail  pour  plus  de  siiii|)ruitP 


(ir--^ 


on  ania.  eu  (uihuinanl  les  Icrnics,  celte  c{|uali()n  ilu  second  dci;re 

BCp'  -  L  A  -  B  -  (J  r  -t-   A  —  B   B  -4-  4  ^  \  -  C ,  C]  p  -h  4  (  A  -  B   (  A  -  C   =  o, 

laquelle  auia  pai-  conséquent  deux  l'acines  qiu'  n(nis  dénoterons  par  o' 
et  'j   . 

De  l;i  et  de  la  Théorie  connue  des  e(|uations  linéaires,  il  s'eiisuil  (|ue  si 
l'on  prend  deux  auiilcs  ;;.  et  v,  tels  (|ue 

d,j.         -        ,h  — 

avec  (leu\  conslaules  arbitraires  .M  cl  .\ .  (Ui  aura 


*  =  M  siiip.  4-  N  sinv, 

H=r  M'COSU  -l-  y  COSV, 


eu  supposalil 


\  -B-C 


fia 
rit 


,h 


.  -  „-,:rf)' 


(A-B-C     , 


-»-'■■(%)' 


et  il  es|  \isilde  que  ces  valeurs  de  s  el  n  sont  eoinpii'ies,  piiiscprclles  reii- 
rernienl  quatre  conslaules  arliitraires,  doni  deux  S(Uit  .M  el  .\,  el  dont  les 
deux  autres  xiiil  rentéfinees  dans  les  aniilcs  a  et  v. 


])E    1. A    l.llili  \T10N    DE   LA    LLNE,  ETC.  M.i 

8i.    Il  ne  s';ia[it  |>lns  iii;iiiilfii;iiit  {\\^^•  d'avoir  éiiard  ;m\  lfiiiii'>  Inni 
cuiiiuis  (les  fiiualiims  proposées,  savoir  aux  termes 

(A  — C)(-2  — 6xz| 

(le  la  première  équation,  et 

(  A  —  B  X  -.r2 

de  la  seconde.  Pour  cela  nous  observerons  qu'en  subsliluaul  pour.»,  v,  c 

3 
leurs  valeurs  données  plus  haut  '59  ,  la  quantité  -^  — (irr  se  leduil  à 

une  suite  de  termes  de  la  forme 

a  sina  -^  h  siiiS  -i-  .  .  . , 

cl  (|ue  la  (juantité  ^ yz  se  réduit  de  même  a  une  suite  de  Icruics  de  la 

forme 

a'cosa:  -+-  b' cos^  -\-.  .  ., 

a,  à .  h,  b  , .  . .  étant  des  coellicients  donnés,  et  a,  ,S. . . .  des  angles  tels 

(ly.      (H  .    1  .    ,      ,  ,  I  ■ 

(lue  -7-5  -j sont  aussi  des  (luantitcs  données;  cela  est  cvidcnl  a  cause 

(|uc  la  valeur  de  o"  est  exprimée  par  une  suite  de  cosinus.  c(  celles  de  i- 
et  ;  |)ar  des  suites  de, sinus  de  pareils  angles. 
Soient  mainleuaut 

P  sina:  -I-  Q  sin;3  -(-... 

les  leruu's  qui  en  rcsullcnl  dans  l'expicssiou  de  ,v.  cl 

P' ros  a  +  Q' ros  3 -(- .  .  . 

les  termes  (|ui  en  résultent  dans  l'expression  de  ii:  il  n'v  aura  (|n';i  faiie 
ces  substitutions  dans  les  deux  e(|uations  proposées    numéro  précédent  i 

et  égaler  séparément  à  zéro  les  parties  all'eclées  de  siny,  sin,'; dans 

la  première  e(|uation  et  de  cos«,  cosp,...  dans  la  sccunde.  dn  aura  par 


m  THÉORIE 

r;i|>|Miil  il  l'iMijik'  et  ces  doux  t'(|Uiitiiiiis 


-CP 

il'nii  l'on  tin 


■(^7)' 


\-B-ClP-r  -t-fA  — B   (P'-hfi    =  o, 
(Il 


P'  = 


|A-B-t:(^yj(A-C)a+{A-B-C)^(A-B)«' 

.:|,a-c,„.|4,a,-c,-„(|)=Ja-,.„ 


(A-B 


._B_C,.(^)'-P,*_c,-H(^)-||A-B-C(fy 

I  M)  ;iiii;i  (Ir  M'iiilihililcs  ('(|iialiiiiis  piir  ra|»|»(»il  ;i  l'aiii;!»'  .'b,  Icsciiicllcs  doii- 
Mi'iiiiil  |i<iiM   ()  et  (J   (les  valeurs  |)ar('ill('s  à  cfllcs  (\c  P  cl  P  .  cil  \  clian- 

licaiil  >ciilciiicnl  -,-  en  -,-5  cl  o.  a  ,  en  />.  //;  cl  ainsi  de  siiile. 
lit  fit 

S5.    .loit;iiaiil  dinie  ce>  dilleifiils  Ici'ilies  il  ceux  (|ll'nii  a  lioiives  dans 
le  ninneid  |n'cccdcnl.  un  ania  lc>  valcnis  snivanlcs  de  s  cl  11.  saM>ir 

s        M  siii  7  —  N  sin  V  -(-  P  sin  a  -f-  Q  sin  3  -i-  . .  . , 
//      M'cosy  --  N'c(>s>-4-  P'rosx  +  Q'cosJ3  -4- .  .  ., 

Ics(]iicllcs  l'csoivcnl  \i->  ci|iiatinns  |)r(i|Misécs  dans  luulc  iciii-  clendue,  cl 
rciitciincnl  par  c()nsc(|ncnl  les  vi'iilahics  lois  du  nKinvciiicnl  des  [uiinls 
cipiinoxianx  de  la  l.nnc  ei  de  l'inelinaiMUi  de  sim  cipialeiir. 
Kn  cllel.  pni^ipie    :iS 

'<>    .  '»> 

«  =r  tang     sni'-.      «  ~    lans- coso, 


^s  ^^  H-,      ian{;9 
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'ij  étant  riiiclinai.son  de  l'cquateur  lunaire  sur  réeliptique.  et  ■:  la  dis- 
tance du  premier  méridien  de  la  Lune  au  nœud  ascendant  de  l'équal.  iir. 
c'est-à-dire  au  p(»inl  é(|uinoxial  d'automne  par  rapport  à  la  Lune.  Or  on 
a.  par  le  même  numéro, 

9   ou   o  -t-  ij;  =1  i8o"  H-  /  -i-  /•; 

donc 

4-  =  iSo"  H-  /  —  o  +  ;•; 

mais  }  est  la  longitude  du  nœud  ascendant  de  l'équateiir  lunaire;  donc 
■^  —  i8o"  sera  celle  de  son  nœud  descendant,  ou  bien  de  l'équinoxe  du 
printemps  de  la  Lune.  Donc  la  longitude  de  cel  é(|uinoxe,  ou  bien  sa 
distance  à  IViiuinoxe  de  la  Terre,  sera  exprimée  par 


l'angle  /•  étant  celui  de  la  lil. ration  réelle  de  h.  Lune    751. 

86.  On  voit  par  les  expressions  précédentes  de  s  et  ii  «lue,  pour  que 
ces  quantités  soient  et  demeurent  toujours  fort  petites  ce  qui  est  néces- 
saire pour  l'exactitude  de  la  solution,  et  (jui  est  en  même  temps  conforme 
aux  observations  suivant  lesquelles  l'inclinaison  o.  est  toujours  très-pe- 
tite,, il  ne  sulfil  pas  que  les  coefficients  M.  X.  P,  P  ....  soient  eux-mêmes 
fort  petits,  mais  qu'il  faut  de  plus  que  les  angles  a,  v,  u,  /S,...  soient 
réels:  or  les  angles  *.  fs,...  .sont  réels  par  leur  nature,  mais  les  angles  o. 
et  V  deman<lcMl.  puur  être  réels,  (jue  les  valeurs  de  ~,  ^,  c'est-à-dire 

de  vo',  v,o",  .soient  réelles;  ainsi  il  faudra  «pu-  les  racines  o  .  o  de  l'équa- 
tion en  p  83;  soient  non-seulement  réelles,  mais  encore  positives;  cequi 
donne  ces  trois  conditions 

(  A  -  B  -  0=  -I-  (  A  -  B)  B  -h  4(  A  -  C  1  C  >  o, 

(A— B     A  — Ci>o, 

[(A-B  — C,--i-    A-B   B-(--î  A  — C   (;'=  >  itiBC   A  -  H      \       i    . 

Si    runr   (Ir  (TS   couditioiis   lllaiH|Ui'.    les  valeurs   .le  .v  cl  /,    leutrrmcrout 

i3 
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l'anj;!.'  /,  l'I  pourn.nl  aii-iu.-nicr  i.  l'i.illiii.  c-  (lui  «'sl  n)nt.aiiv  luix  ol.- 

■it'ivatioiis. 

Kii  joigiianl  à  ces  trois  loiidilioiis  .ollc  que  nous  avons  trouvée  plus 
haut  76  .  savoir  B-C><).  olqui  est  nécessaire  pour  que  la  lihralion 
réelle  r  soit  toujours  très-petite,  on  a  (|uatre  conditions  entre  les  trois 
conslantes  A.  R.  C  c'est-a-din-  entre  les  moments  d'inertie  de  la  Lune 
aut(.ur  de  ses  trois  axes  principaux,  les(iuelles  doivent  nécessairement 
avoir  lieu,  (juclle  que  puisse  être  d'ailleurs  la  tii-ure  de  cette  Planète:  <•! 
si  ces  con<lilions  ne  sulTisent  pas  pour  déterminer  la  vraie  figure  de  la 
Lune,  elles  |)ourront  néanmoins  servir  à  donner  l'exclnsion  à  une  infi- 
nité de  ligures:  mais  c'est  un  détail  qui  nous  mènerait  trop  loin. 

87.  I-Aaminons  mainteuiuil  plus  parliculiiMcment  les  expr.'ssi(Uis  (|ue 
nous  venons  de  trouver  pour  s  et  »,  et  voyons  surtout  les  conséiiuences 
<|ui  en  lesultent  par  lapjiort  aux  mouvements  de  l'axe  lunaire. 

On  remar(|uera  d'ahord  (jue  le  premier  terme  de  la  valeur  d<'  r.  (59j, 
le<|nel  est  0.089 6/jsinf3,  fi  étant  l'ar-ument  moyen  de  latitude  de  la 
Lune,  on  remarquera,  dis-je.  que  ce  terme  est  lieaucimp  plus  considé- 
rable (|ue  tous  les  autres  de  la  même  quantité;  de  sorte  que  dans  la  pre- 
mière approximation  on  pourra  réduire  à  ce  seul  ternu-  toute  la  (pian- 
lite  ;,  et  négliger  en  même  temps  les  quantités  xz  et  js  connue  lorl 
petites  par  rapport  a  :.  Ainsi  les  termes  tout  connus  -c  -  6.vz  de  la 
prcmii-reérpialion  s.'  réduiront  a  \  X  o,o8<)G.'i  sinfi,  ou  plus  exactement 
en  teiiaul  (■t>mptc  aussi  du  terme  constant  -  (>,()o'')  ■■)H7  de  i;i  valeur 
rie  X ,  à 


fZ 


Xo,<)H(,(;4  H-iix  l'.ooSWi]  sinfî,     sa\oirà     o,  i55  t)8  siii  |3; 


.■I  les  li-rmes  loul  couiHis  de  la  seconde  écpiation  pouiioiil  être  ni'gliges. 
On  aura  donc,  dans  les  rniniiiles  du  n"  8i, 

/.       o,i55()«, 

et  Icms  les  autres  cociru  ierils  seront  nuls.  De  sorte  i\\U'  les  expressions 
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(le  V  cl  II  (In  11"  85  se  rrdiiiroiit  ii  <elli's-ci 

i  =  M  sint/  -H  Nsinv  -t-  Qsin;3, 
H-^  M'cosu+  N'cosv-f-  Q'cos(3, 


99 


ihiiis  les(|iicl!fs  on  nura 


Q'= 


Vz^-^Mkz^, 


A_B-C)^|(A-C)6 


en  sii(i|)(>saiil.  pour  abréger, 

„  =  .v-B-,:,=  (f)-[4..-c:,-«(f)-][A-»-.:(l)'} 

Or  la  val.'ii.  de  '^|  est  égale  à  1,004018  par  le  n"  .il»:  «roii  il  s'eiismt 
d'altord  (|n'on  a  à  Irès-peu  près 

n  -  n'-  (A-B^-C)_(A-qi 

•  A  l'égard  du  dénominateur  R.  j'observe  qu'en  t'aisanl.  |)(uu  abréger, 
en  sorte  (|ue 

57  =  0,008  oSt, 

on  peut  le  niellre  sons  cette  forme 

K  =:    \  -  B  -  C   [\rô  -  3  A  ^  <:  1  !  +  3C(  A  -  C  ci  -  BCro=, 
|;„|indle.  à  cause  de  la  petitesse  de  ts.  peut  se  reduiir  à  c.die-ci 

H:._^A-B-C)[A5!-  3;A-i;)J; 

en  sorte  (in'on  aura  à  tri-s-peu  près 

_     ,_        (A  — Cfc 
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8S.    Miiiiitfiiaiil  je  roiiKUNiiic  (pic  |iiiis(|uc 

i'-f-  «=  —  iang'-i 

lin  :iur:i.  iii  iijoulant  ensemble  les  earrcs  des  valeurs  préeédeules  de  5 
l'I  u.  il  III'  icteiiaiil  (|iic  les  termes  tout  eonslanls  et  sans  sinus  et  eo- 
siniis,  la  i|ii;iiililr 


|iiiiii    la  valeur  iiiiiyeiine  de   tani;-  -^    '»  élaul   rindinaisnii  de  rc(|ualeur 

lunaii'c  sur  I'im  li|)li(|ue.  Or  ou  sait  par  les  ohservaluins  (|iic  icllc  irudi- 
iiaison  est  lri's-|)etit(',  et  l'on  ue  s'écaileia  pas  l)eaun)U|t  de  la  vérité  eu 
|)renant  2  degrés  pour  la  valeur  moyeuue  de  '»,  ce  (|ui  lienl  le  milieu 
entre  les  déterminations  de  (^assini  et  de  Mayer;  ainsi  l'on  aura  pour  la 

valciii'  miiyeuuc  de    laug-î 


lang  1"^  0,017  455. 

Si  les  valeurs  des  constantes  arbitraires  M  et  \  étaieiil  nulles,  et  par 
conséquent  aussi  celles  des  constantes  M'  et  N'  qui  eu  dépendent  f83), 

il  est  clair  que  la  ipiantilé  (|ue  n(uis  venons  (l'assignci'  poiii'  la  valeur 

iiiiiyennc  de  lang-  devrait  être  <'gale  \\  Q;  mais  en  supposant  (pie  .M,  N, 

M   cl  N   ne  soient  point  nulles,  la  même  (piantité  devia  cire  plus  giamle 

(pie  Q    abstraction  faite  des  signes);   par  consécpieiit  ou  aura  néeessai- 

reinent 

Q  —  ou  ■<o,oi7  455, 

abs|i;iction  liiite  du  signe  de  Q. 

Or  ayant  trouvé,  il;ins  le  niimern  précedeni, 

ç.  _        {li  —  C)b 
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on  aura 

A— C_      roQ 
A      "^6  +  30' 

où 

CI  =:  0,008  oSa     et     6  =  0,15598; 

d'où  l'on  voit  que       .    '  doit  être  un  très-petit  nombre.  En  effet,  en  uicl- 

tant  pour  Q  sa  plus  grande  valeur  positive  ou  négative,  c'est-à-dire  en 
faisant 

Q  ^  dz  0,017  45-'> 

on  aura  ces  deux  valeurs  de  - — r — >  savoir 

0,00067460    cl     — 0,001  356  5i, 

lesquelles  seront  donc  les  limites  de  la  (piautité  '- —  -•,  mais  nous  don- 
nerons plus  bas  des  limites  plus  exactes  pour  cette  quantité. 

89.  Nous  remarquerons  ici  (jue,  37  étant  un  nombre  très-petit,  ainsi  (pic 

- — r —  (comme  nous  venons  de  le  voirj,  le  dénominateur  R  des  coelli- 

cients  Q  et  Q  devient  aussi  très-petit  du  même  ordre,  et  que  les  termes 
H", (A  —  C)  3T  —  BCtîT-  que  nous  avons  négligés  dans  la  valeur  de  U  sont 
alors  très-petits  du  second  ordre,  en  sorte  qu't)n  peut  les  négliger  avec 
l'aison. 

Si  la  valeur  de  zs  n'était  pas  très-petite,  celle  de  R  ne  le  serait  pas  non 
plus,  et  les  valeurs  de  Q  et  Q'  seraient  au  contraire  beaucoup  plus  petites 
(|u'elles  ne  le  S()nt;  mais  la  circousiance  de  w  très-petite,  laquelle  vient 

de  ce  que  .  est  un  nombre  très-peu  dillci'cul  de  l'unité  (51)),  en  ren- 
dant le  dénominateur  R  i'ort  petit,  augmente  considérablement  la  valeur 
des  coellicients  Q  et  Q'  des  termes  ÇsiuiS  et  Q'cos/5  des  expressions 
de  s  et  //;  d'où  Vow  voit  (juc  le  terme  h  sin/3  au(|uel  nous  avons  réduit  la 
valeur  de  z,  outre  qu'il  est  par  son  coeiricient  h  le  plus  grand  de  tous  les 
autres  termes  de  3,  est  encore  par  la  nature  de  l'angle  [j  celui  ipii  doit 


Kli 


TIIKOIUI': 

:in(l>  Iniiifs  dans  i' l'I  // :   car  i|ii(ii(|ii('  la  valciii' tl 


HUIT  les  |)lu>  ^ian(l>  innifs  dans  i' l'i  // :  car  i|ii(U(]ii('  la  vaicnr  tic  :, 
ainsi  ()iic  cfllc  de  xz  que  nous  avons  cnlièrenicnl  ucgli^ct!,  puissent 
contenir  encnie  d'aulres  lei'mes  pour  les(|U('ls  ct  soil  aussi  un  fort  petit 
nonilne.  tels,  pai'  exemple,  ipie  les  leinies  (|ui  aniaient  pour  aignment 
l'anode  27  —  [j.  ou  ax  —  |3,  ces  lei'iiies  ne  donneraient  pourtant  pas  une 
valeur  de  w  aussi  petite  (|uc  celle  qui  vient  du  terme  sin^,  puis(jue 

(It        (Il  ^ 

(Il  (It  •  '•      '  .         .»  t. 

par  conseipn'nt  la  valeur  du  dcnominateui'  Il  serait  toujours  [dus  i;r'aude 
pour  ces  teinies  (|ue  pour  ceux  (jui  vienuidil  du  terme  sin[î.  D'où  il  s'en- 
suit (|ue  ce  ternie  est  en  etlel  le  seul  au(|nel  on  doive  avoir  éi^ai'd. 

'.•<».  Kn  siippipsanl  la  Lune  nu  sphéroïde  (dliptitpie  liomogèue  peu  dil- 
tircnt  d'iiiie  ^plicre,  suivant  l'iivpotlièse  du  n"  63,  on  a 


■}.h'm  _       ih 


,1  H-e),     C=  — ^  -  (i-f-  /), 


'^' et  /étant  des  (pianlitcs  Tort  iictites;  ces  valeurs  étant  substituées  dans 
rcipiaiion  en  a  du  n"  81$,  on  aura,  en  Taisant  attention  (pie  les  valeurs 
ili-  A.  H.  ( !  ne  sont  exactes  (ju'aiix  secondt^s  dimensions  pri-s  de  e  et  /, 

1, 1  -(-  e  ^   /,  p'  —  ,  I  H-  4<;  -I   Op  -t-  4^'  —  o> 

la(|Ufdle  donne,  par  approximation,  ces  deux  valeurs  de  p,  1 -+- 3c  el 
\ei,  en  sorte  qu'on  aura 


et  par  conse(|uent 


p'  ^=  I  -f-  Se,     p"  =  \eix 

(lu  3  e        (h 

al  -y.         dl  * 


de  sorte  ipi'ii  laudia  (pu-  c  el  /  soient  des  (piantilés  toutes  deux  positives 
ou  toutes  deux  uc^'atives  pour  (pie  ' ''  ait  une  valeui'  réelle. 
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Suhsliliuiiil  ces  valeurs  dans  les  expressions  de  M'  ei  de  N  du  mèuie 
n"  83,  on  aura  (à  cause  de  la  petitesse  de  e  et  « 


M'r-M,        N': 


..Ni/^ 


\j  ~      a  tres-pi'u  près. 

Mais,  eu  général,  quelles  (jue  soient  la  figure  de  la  Lune  et  sa  constilu 
lion  intéiieure,  nous  pouvons  toujours  supposer' 

A-C 

e  étant  un  n{unl)i<'  tiès-|)etit  par  le  n"  88;  d'ailleurs  ou  a  déjà  '81 
B  -C 


e  —  i  étant  une  !|nanlite  positive  et  fort  petite;  donc  on  aura 

A-B 


et  |)ar  conséquent 


B=T.Aii-(,     C^Aii  — e-. 


e  et  /  étant  des  quantités  très-petites,  et  ces  valeurs  étant  sulisliluces  dans 
ré<juati{in  en  -  donneront  les  mêmes  résultats  (|ue  ci-dessus;  en  soric 
(|iM^  ces  résultats  seront  de  ct^tte  manière  iu(le|)endanls  de  la  tigun-  de  la 
Ljiuc. 

1M .  De  ce  (jue  nous  venons  de  dénionti'cr  il  s'ensuit  donc  (|uc  les  va- 
leurs de  v  et  ^v,  c'est-à-dire  de  taner-  sin-^  et  tani;  '  coso,  se  réduisent 
à  cette  l'orme 

laiig-  siri9  =;  M  siiiy.  -*-  N  sinv  -h  ()  sin|3. 


^: 


lang  -   foscp  =  M  cos  v.  •     aN  Kl  -  rosv  -h  Q  ros  3, 
M  et   N  étant  deu\  cocllicienis  aiiiiiraircs,  a  cl  v  elaiil  den\  aiiglcN  leU 
du.  3  e        oy  — 


loi  THEORIE 

0  fl:iMl  t'i'al  à  — ^^^--—^■'   M  t't;iiil  l'îirLniiiR'iil  iiiovcii  de  l;itilii(lc  de 
'^  0,000  032  —  3  e     '  '- 

l.t  Lune,  vl  e,  i  olanl  deux  uoinhiTs  l'ort  polils  qui  doivmil  ètir  tels  (jue  ei 
t't  e  —  i  soient  positifs,  et  qui  dans  le  cas  où  la  Lune  est  supposée  un  el- 
lipsoïde homogène  représentent  les  elliplicilés  du  premier  méridien  et 
de  celui  qui  le  coupe  à  angles  droits. 

Ainsi  il  ne  reste  plus  poui'  couuailre  les  angles  u>  et  ç>,  c'esl-ii-dire  l'in- 
clinaisoii  de  l'equateiir  lunaii'e  sur  réclipti(|ue,  et  la  distance  du  premier 
méi'idien  au  meud  ascendant  de  cet  e(|ualeui'.  ou  \\  ré(|uino\e  lunaire 
d'automne,  qu'il  résoudi'c  les  é(|ualioiis  (jue  nous  venons  de  trouver.  La 
«onnaissance  de  l'angle  9  donnera  celle  de  la  longitude  des  nœuds  de 
l'equateui-  lunaire,  puisque  nous  avons  déjà  vu  ^S.'j  1  (|ue  La  longittnle  du 
iio'ud  desrcndaiil  ou  de  re(|uino\e  du  piiiilemps  lunaire  est  représentée 
par  /  — 9 -(-/•;  ainsi  l'on  connaîtra  les  deux  éléments  d'où  dépend  la 
position  de  re(|uateur  ou  de  l'axe  lunaire  \\  cha(|ue  iustanl. 

92.  (Àuisidérons  d'abord  le  cas  le  [)lus  simple,  celui  où  les  deux  con- 
stantes arbitraires  M  el  N  seraient  nulles.  On  aura  dom  dans  ce  cas 

tans  '-  sin o       Q sinS,      lane  -  coso  —  O  cosS; 

i>|-  l;ing  r>l  une  (|ii;i utile  posilive  par  riispothi'se  dm  ;dciil  :  donc,  si  Q 
est  nue  i|uautile  posilive,  on  aura 

lang  ^'  =  Q,     9  =  |3  ; 

mais,  si  O  es|  une  (pianlile  négative,  on  aura 

tang^       —  Q,      9  =180"-*- (3. 

NoNdiis  (loin  leipjel  (le  ces  deux  cas  peut  s'accorder  avec  les  observa- 
tions. 

Si  '>  ,'î,  on  aura  /  ^'j  r  pour  la  longitude  du  n(end  descendant 
de  l'équateur  luiiaiie:  et  comme  /•  est  une  (juantilé  Iri's-petile  qui  ne 
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peut  l'enfermer  (jne  des  sinus  et  des  eosinns  d'angles  (celte  ([uantité  / 
représentant  la  liltration  réelle  de  la  Lune  (|ue  nous  avons  examinée  plus 
haut),  il  est  visible  que  /  i^  sera  la  longitude  nioyi'une  de  ce  nœud: 
mais  f-j  étant  rargument  moyi'n  de  latitude  de  la  Lune,  e'est-à-dire  la  dis- 
tance du  nœud  moyen  de  la  Lune  à  son  nœud  ascendant  moyen,  et  /  étant 
(hypothèse)  la  longitude  moyenne  de  la  Lune,  t  —  |3  sera  la  longitude 
moyenne  du  nœud  asceiulant  de  l'orhite  lunaire.  Donc,  dans  le  cas  dont 
il  s'agit,  le  lieu  moyen  du  nœud  descendant  de  l'équateur  lunaire  coïn- 
cidera avec  le  lieu  moyen  du  nœud  ascendant  de  l'orhite  de  la  Lune.  Oi' 
c'est  précisément  ce  (jui  s'accorde  avec  la  Théorie  étahlie  |)ar  Cassini  sur 
des  observations  faites  dans  le  siècle  passé,  et  confirmée  par  Mayer  et  par 
M.  de  Lalande  d'après  des  observations  faites  depuis  trente  ans.  De  sorte 
qu'on  est  assuré  que  le  cas  dont  il  s'agit  donne,  par  rapport  au  lieu 
moyen  des  nœuds  de  l'équateur  lunaire,  des  résultats  exactenu'nt  con- 
formes aux  observations. 

Dans  l'autre  cas  on  aurait  t  ~  ft  —  i8o"  |)our  la  longitude  moyenne  du 
nœud  descendant,  ce  (jui  ferait  coïncider  le  nœud  ascendant  de  l'équa- 
teur avec  le  nœud  ascendant  de  l'orbite;  ce  cas  pourrait,  comme  on 
voit,  avoir  lieu  également  si  Q  était  une  quantité  négative;  mais  puisque 
les  observations  répondent  parfaitement  au  cas  précédent,  il  en  faut  con- 
clure que  Q  est  nécessairement  une  quantité  positive. 

93.  Mais  la  su|)posilion  de  M  —  o  et  N  --  o  étant  tro|)  limitée,  exami- 
nons maintenant  l'influence  de  ces  quantités  dans  la  valeur  de  l'angle 
(p  —  |5.  Pour  cela  je  déduis  des  deux  équations  du  ii"  !)1  ces  deux  trans- 
formées 

lani; -sin  (^  —  6)-=  M  .•<in  (u.  —  S)-(-N  (  ; »  /-  1  sin  (v  —  â) -t-N  (  -  -t-  »  /-  j  ^in  (v-t-fi), 

lang  -cos(if  —  f)  -  Mcds'rj.  -  ft)-i-N  (  - —  \/ ~)  cos(v  —  fi)-t-N  (  -  -f-  i /-  ]  cos(v-i-f>)  +  0, 
lesquelles,  en  faisant,  pour  abréger. 

I  /'e  I  /e 


KM)  TIIKOKIK 

iliiiinciil 

_  M  sin (fit  —  (3 )  +  /> N  sin (  1/  —  P)j4-  (/N  sin(v  +  [3J_ 

lang  ,(p      (J)  -.  Q  ^.  M  pos(jj(  _  pnir^^N  coslv  -  (3)  +  ^NTosi  v  +  (âV 

l)ri  voil  par  cfllr  rdriiuilc  (|U('  raiii;k'  'f  |'5  no  poiiiTii  jamais  ('Ire 
±90",  si  la  valeur  do  laiii;'y  —  /3)  ne  pcul  pas  devenir  intinii>  positive 
KU  ni'j,'ative,  et  eoninie  l(!  numérateur  de  celle  valeur  est  toujours  fini,  il 
s'ensuit  (|u'on  n'aura  jamais  ç)  —  ,'5  ^  ±  90",  si  le  dénoniinaleur  ne  peut 
pas  devenir  nul  ;  de  sorle  (|ue  dans  ee  cas  on  aura  f  =  ^  zt  un  aui^le  au- 
dessous  de  ()o  dei;res,  el  par  c()nsé(|uenl  la  vaieiu'  moyenne  de  y  sera 
encore  égale  à  [i. 

Il  n'en  sera  pas  (le  même  si  le  dénominateur  de  la  valeuide  lang(9  — j3) 
peut  devenir  nul;  car  puisque  les  sinus  et  cosinus  qui  enlrenl  tant  dans 
le  numérateur  que  dans  le  dénominateur  pcnivent  recevoir  successive- 
menl  toutes  les  valeurs  possibles  comprises  entre  +  i  el  -  i,  la  valeur 
de  tangfy  -  ]3)  pourra  aussi  recevoir  toutes  les  valeurs  possibles  com- 
prises entre  -f-  no  et  —  ^  ;  |)ai'  conséquent  l'angle  même  9  -  ,3  pourra 
allei'  au  delà  de  90  degrés  et  devenir  égal  à  |)lusieurs  circonlerences  en 
tid  nombre  (|u'on  voudra. 

94.  Donc,  |)uis(|ue  les  ob.servalions  ont  appris  (|ue  le  nœud  descen- 
dant de  ré(|ualeui-  lunaire  ne  s'éloit;iie  jamais  beaucoup  du  noMid  nioven 
ascendaiil  <le  l'orbile  de  la  Lune,  et  (|u"ainsi  o  —  [-j  doit  loiijoiirs  cire  un 
an^le  peu  considérable,  il  s'ensuit  (jue  la  (juanlile 

Q  -I-  M  cos(p.  —  [3;  -i-  //N  cos'  >  —  (3)  -+-  q\  cos(v  -+-  [3  :- 

ne  doit  jamais  devenir  nulle,  (]u<ds  que  puissent  être  les  angles  y.,  v  el  [-j. 
Or  pour  cela  il  est  clair  (|u'il  faut  (|ue  la  valeur  de  Q  soit  plus  grande  que 
la  somme  des  coellicients  M,  /;.N,  yN,  abstraction  faite  des  .signes  de  Q, 
M.  pS,  f/S.  (h  nous  avons  déjà  vu  (|ue,  lors(|ue  M  el  N  sont  nuls,  Q  doit 
avoir  une  valeur  positive  pour  (|uc  o  —  [^  soit  nul;  donc,  lorsque  ;VI  et  N 
ne  sont  pas  nuls,  il  lamha  (pic  O  ail  une  valeur  positive  el  plus  grande 
que  l.i  sdiiiirie  des  valeurs  de  M.  /; \ .  y  N  ces  (pianlilés  étaiil  aussi  prises 
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|)(i,siliv('iMciily  |ioiiJ'  (|ii('  9  -fi  soil  loujoiirs  un  aiigic  iisscz  pclil  ou  du 
moins  au-dcssuus  de  90  degrés,  coinnie  les  observations  le  deniandeut; 
or  comme  les  constantes  M  et  N  sont  arbitraires,  cette  dernière  condi- 
tion est  toujours  facile  à  rem[)lir,  et  l'on  doit  la  regai'der  ccuuine  une 
donnée  four'nie  pai'  les  observations. 

95.  Soit,  pour  abréger,  'f  —  [j  =  o,  en  sorte  que  '^  =  jS^-ê;  on  aura  (85) 
t  —  ^  —  §-h  r  pour  la  longitude  du  nœud  descendant  de  l'équaleur  lu- 
naire, mais  t  —  fi  est  le  lieu  moyen  du  nœud  ascendant  de  l'orbite;  donc, 
pour  avoir  le  lieu  vrai  du  nœud  descendant  de  l'équateur.  il  n'y  aura 
qu'à  corriger  le  lieu  moyen  du  nœud  ascendant  de  l'orbite  par  les  équa- 
tions r  §,  /•  étant  la  libration  réelle  de  la  Lune,  et  o  un  angle  toujours 
au-dessous  de  90  degrés,  détei'miué  |)ar  l'équation 

^p_         Msin(|a  —  (3)  -t-/>Nsin(y  —  (S)  +  gNsin(v  -1-  (3) 
aiigc—  q::^  jyi  cos(^_  ^)^  pj^  cos(v  —  (3)  +  gNcos(v  ■+-  (3)' 

Comme  la  valeur  de  Q  est  supposée  plus  grande  que  la  somme  de  .M, 
pN,  yN,  on  pourra,  si  l'on  veut,  réduire  le  dénominateur  du  second 
membre  de  cette  équation  en  une  série  convergente:  de  plus,  comme  f 
est  au-dessous  de  90  degrés,  on  pourra  réduire  aussi  tango  en  série  et 
(le  là  on  pourra  déduire  la  valeur  même  de  l'angle  c  exprimée  par  une 
suite  de  diirérenls  sinus;  mais  on  |»eut  trouver  directenient  cette  série 
|)ai'  la  niétliode  ([ue  j'ai  ilonnée  dans  les  Mémoires  de  cette  Académie  île 
1776,  et  que  j'avais  déjà  employée  avec  succès  dans  mes  Hechcrchcs  sur 
le  mowemenl  des  nœuds  des  Planètes  ['). 

Suivant  cette  métbode,  ou  aura 


j=-  logl  1- 

av-'  V 

(*)   DEiiviv.s  (le  Liii^nin^r,   t.  IV,  p.  i-i). 


—  tangê  y  — I 


.4. 
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TiiEoini: 


ces  logMiillmii-s  |iciiviiil  se  irduire  on  sorios  convergentes,  puis(|uo  (hy- 
|)otlii'sei  Q  est  plus  grande  que  la  somme  des  eoellicienls  I\I,/jN,  qN  pris 
positivemeni;  et  l'on  aura,  en  substituant  les  sinus  correspondants  aux 
i'\  pi  meut  ici  les  imaginaires, 

^  ~  7^  sin  (u  —  (3 )  -f  ij—  siii  I  V  —  (3 )  -+-  ^r  sin ,  v  -f-  (3 1 


Q 


Q 


^  sin2(t/.  —  p)  —  ^        sm(u-f-  V  —  7.pi  —  i-yp  sm2\i;  —  (31  -)-  . . . . 

!Mi.  Cousiih Kiris  mainleuaiil  l'iiu  linaisou  '•>  de  riMpialeur  lunaire  sui' 
rcrlipii(|ue;  pdiii-  eu  déterminer  la  valeur,  il  n'y  aura  (|u';i  ajciuler  eu- 
seudile  les  carres  des  deux  é(|uali(ins  du  n"  (13;  uu  aui'a 

lang''-  —  [M  sin(|ui  —  (3)  ■+-  p^  siinv  —  jS?  +  </N  siiiiv  +  ^\]' 

+  [Mcos(p.  —  (3)  -t-;>Ncos(v  —  (3)  -i-  ^Ncos' v  ■+-  ,3   +  Q]', 

savoir,  en  développant  les  termes,  et  réduisant  les  piodnits  des  sinus  et 
cosinus  en  cosinus  simples, 

lang'  -  =  Q=  H-  M'  -f-  p'  N»  +  q'  N" 

-+-  aQM  cos(fji  —  (3)  +  3/>QN  cosiv  —  |3) 
-h  3.gQN  cos(v  H-  (3)  -f-  2/)MNcos(f/  —  vi 
-f-  ?.çMN  cos(;:x  —  V  —  2(3)  +  s/ygN' coS2(3. 

!)7.    Les  11  I  uics  constants 

(^- -h- M' -i- { p' -h  q' )K' 

donnent  la  valeur  moyeiuie  de  tang-  '-'»  laquelle  esl  a  peu  près  connue 

pai  les  ohscrvalions.  et  (pic  nous  pouvons  supposer  comme'  ci-dessus  :88) 
égale  il  lang-  f  i",. 

Mais  si  l'on  suppose,  pour  plus  de  généralité,  (pie  la  valeur'  moyenne 

lie  laii"  -  soit  (""aie  il  /',  ou  aura    93 
'^  -j  '  ' 

1.'^  ir  -)-  M'  +  ip'  -t-  q-)  \-  ^  Q'  -H  M'  +  ^  A  ^.  i!  \  n^. 
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Or  nous  avons  vu  ci-dessus  (94)  que  Q  doit  être  uuv  (|ii;iinil('  (losilive 
plus  grande  (]ue  la  somme  des  coetricienls  M,/>N,  r/N  pris  posilivenienl  : 
donc  à  plus  forle  raison  on  aura 

Q^  >  M'  -1-  p'  N-  +  9=  N^  >  ff'  -  Q'. 
Donc  on  aura 


et  par  conséquent 


.Mais  on  a  (91 


d()n( 


Q^<k'     ei     >-, 


Q</.     el     >~ 

v/2 


o, I 55 98e 
o,oo8o52  —  3e' 


o,  ooSoSaQ 
^  ^  0,75598  +  30 ' 


substituant  ici  les  deux  limites  de  Q  qu'on  vient  de  ti'ouver.  nu  aui'a  ces 
<leux  limites  de  e,  savoir 


o,oo8o52/i'  o.ooSoSa/i 

et 


0,15598+3/1'  0,22059  + 3 /r 

Si  l'on  fait  /{■  =  tang  1°  =  0,017  455,  les  deux  limites  précédentes  de- 
viennent 

0,000  674 1'     et     0,000  5149, 

entre  lesquelles  la  valeur  de  esera  nécessairenieiU  reul'eruiee. 

9iS.    (Juellcs  (]ue  puissenl   donc  être  la  ligure  de  la  Lune  cl  la  densité 
(lèses  |)arties,  il  faudra  (|uc  la  (|iiaiilité  e—  — r-  -(90)  soil  positive  el 

l'enfermée  entre  ces  limites  o.oooGy'id  et  0,000  11  '|  <)  :  el  la  (piaiililc 

A  -  B  ,         .   .      ,  ... 

t  =r-  — ^     !  numéro  citej  devra  par  conse(pienl  être  aussi   positive,  mais 

<('.  [loiir  (pie  ci  cl  e  -i  soient  des  (juantites  positives,  comme  nous 
avons  vu  qu'elles  doivent  l'être  f81  et  90 j.  Kt  comme  ces  ipiantites  e  cl  1 
sont  les  seuls  éléments  dépendants  de  la  figure  de  la  Lune,  (pii  eiilieiil 


11(1  I  II  KO  Kl  K 

tl;iiis  li's  roiimilfs.dfs  iiKuivi'iiiciils  de  telle  Planèlt'  aiiloiir  do  son  cciilrc, 
il  s'cnsiiil  {\ut'  tes  niouvcnieiUs  seront  tonjonrs  les  mêmes  pour  toutes  les 
ligures  pour  les(iuciles  les  valeurs  de  e  et  i  seront  les  mêmes.  Donc  ils 
seroni  aussi  les  mèn)es  (\\iv  si  la  Lune  était  un  sphéroïde  homogène  et 
ellipti(|ue.  dans  le(|uel  l'axe  de  rotation  serait  le  petit  axe  eommun  de 
tous  les  méridiens,  et  oii  i'elliptieite  du  premier  méridien  qui  passe  à  peu 
près  par  le  centre  apparent  serait  e.  et  rclliplicile  du  méridien  perpen- 
dieulaire  à  eelui-lii  el  (|ui  passe  par  les  iiords  apparents  serait  i  (63). 

99.    Dans  riivpothése  de  i'hoinogeuéile  el  de  la  thiidilé  primitive  tle  la 
Lune  on  aurait    68 


0,0000004808 


•   0,0000001202 


m  étant  le  rapport  de  la  masse  de  la  Lune  à  colle  de  la  Terre;  égalant 
donc  cette  valeur  de  e  aux  doux  limites  do  e  qu'on  vient  de  trouver,  on 
aura  deux  valeurs  île  ///,  savoir 


0,000  7  I- 


'I     0,0001)337, 


qui  seroni  dotio  les  limites  du  rapport  des  niasses  de  la  Lune  et  de  la  Terre, 
dans  les  suppositions  dont  il  s'agit.  .-Mnsi  la  masse  de  la  Lune  devrait  être 
moindre  (|u'un  millième  de  celle  do  la  Terre,  ce  qui  ne  peut  se  concilier 
avec  les  résultats  des  phénomènes  des  marées  el  de  la  précession  des 
equinoxes  f69;.  D'où  l'on  peut  conclure,  ou  que  la  Lune  n'est  pas  ho- 
mogène, ou  que  sa  figure  actuelle  est  diiïérente  de  celle  (|u'elle  aurait  du 
prendre  en  vertu  de  la  force  centrifuge  de  ses  parties  comhinée  avec 
rallradion  de  la  Terre,  si  elle  avait  été  primitivoinent  tluide. 

100.  Revenons  maintenant  à  l'expression  générale  de  tang'^'-  du  n"96; 

il  est  facile  <le  voir  (|ue  cette  (juantité  deviendra  un  maximum  ou  un  mi- 
nimum lorsipie  les  sinus  des  dinérents  angles  [J.  —  Çi,  v  —  ,'S, . . .  seroni 

Mills;  alors  leurs  cosinus  seront  ±  1 ,  el  la  valeur  de  taiig'''''  deviendra 
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t'ii  sorlf  (|ii"uii  ;iui;i  pour  les  plus  gniiuUs  mi  plus  pt-titt-s  iiu  liiiMisiiiis  ',> 
(Je  roiliitr  lunaiit' 

laiig  -  -  Q  ±  M  rt  /»  N  nz  ^  N. 

Dom-,  si  l'on  nomme  E  la  somme  des  (rois  coefficients  M./jN  et  i/N  clia- 
lun  pris  positivement,  on  aura  pour  la  plus  grande  valeur  de  oj 


et  pour  la  plus  petite 


Q  +  E, 


tang-  =Q  —  E, 


E  étant  toujours  <  Q  par  le  n"  88.  Si  donc  on  pouvait,  pai'  les  (diserva- 
tions,  déterminer  avec  assez  de  précision  la  plus  grande  et  la  plus  petite 
inclinaison  de  l'équateur  lunaire,  on  déterminerait  en  même  tenj|)s  les 
valeurs  de  Q  et  de  E;  mais  il  n'y  a  pas  d'apparence  qu'on  puisse  y  par- 
venir sitôt. 

101 .  Au  reste,  à  cause  des  coefficients  inconnus  M  et  N,  et  des  quan- 
tités e  et  i,  dont  la  première  n'est  connue  qu'à  peu  près  et  dont  la  se- 
conde est  encore  inconnue,  il  ne  sera  guère  possible  de  faire  usage  des 

équations  (]ui  expriment  les  variations  de  tang-  -  ^96  ,  non  plus  (|ue  de 

celles  qui  expriment  les  variations  de  l'angle  ç  (95^,  poui'  déterminer 
avec  précision  la  position  de  l'équateur  lunaire  a  chaque  instant;  ces 
équations  servent  seulement  à  faire  voir  que  le  lieu  du  nœud  descendant 
de  l'équateur  lunaire  et  l'inclinaison  de  cet  équateur  sur  l'écliptique  peu- 
vent faire  des  oscillations  plus  ou  moins  grandes  autour  du  lieu  moyen  et 
(le  riiidinjiison  moyenne,  sans  néanmoins  que  les  nœuds  vrais  puissent 
s'éloigner  de  qo  degrés  des  nœuds  moyens,  et  que  l'inclinaison  puisse 
devenir  nulle;  ce  qui  suffit  pour  expliquer  les  irrégularités  que  l'on  a 
trouvées,  dans  les  résultats  des  dillerentes  observations  relativement  à  ces 
deux  éléments.  '  Voyez  le  Traité  de  .Mayer  dans  les  Kosniograpliisclic  \uch- 
richten  de  Nurenherg,  et  le  Mémoire  de  M.  de  Lalande  dans  le  volume  de 
r.Vcadémie  des  Sciences  de  Paris  poui'  1764.; 


\\-2 


THEOIUE 


Sl-CTION  CINQUIEME. 

H  Kl.  Il  K  lu.  Il  Ë    IILS    I  M-:(i.\LITÉS    1)  f    .MOIVEMENÏ    I)  K    l..\    Ll  :.\  K    .VlTOl'R    DE    LA    TEKUE, 
yl  I    l'IlOVI  KNNENT     DE    L  \    K  I  G  T  B  E    NON    SI' II  Ë  II I  gf  K    DE   CETTE    PI..VNÈTK. 

102.  Apic's  avoir  examiiii'  l'i'Het  de  rattnittion  de  la  Terri-  sur  la  Lune 
su|)|>tisee  non  spliérique,  pai  rapport  aux  diUércnts  inouvenuMits  (|ue 
relie  l'Ianèle  pcnl  avoir  autour  de  sou  (culic  de  gravité,  il  ne  reste  plus 
(|u'à  examiner  l'ellet  de  la  même  action,  relativement  au  niduvemenl  de 
le  eentre  autour  de  la  Terre.  Cet  examen  n'a  aueune  dillieulle,  et  se 
iiMJuil  simplement  à  cliereher.  d'apri-s  les  équations  dilTérentielles  du 

I    ÔV"      I    à\"' 


11"  58,  les  lerme^  des  valeurs  de  .r,  v.  r.  il  us  aux  (|uaulités 


av 


m    èx      m   ôy 


r — ,  (lui  exuriment  l'ellel  de  la  non-snlieiieilé  de  la  Lune  dans  leséqua- 

m    6s      '  '  '  ' 

lions  de  son  mouveiuenl  antoui'  de  la  Terre.  On  comineneera  doue  par 
rlii'ieliei'  les  valeurs  de  ees  (|uantilés  par  la  dilTérenlialion  de  l'expression 
dr  \  du  u"  .")i.  ei  pour  réduire  d'aliord  le  calcul  le  plus  (|ii'il  est  possible, 
on  remar(|uera  :  i"  (|ue  les  trois  constantes  F,  G,  II  doivent  être  nulles 
.suivant  la  supposition  du  n"7i;  2"  que,  les  quantités /',  s,  u  étant  très- 
petites,  il  suffira  d'avoir  égard  aux  termes  où  elles  ne  passent  pas  la  pre- 
mière dimension,  puisque  les  difTérentiations  (|u'il  s'agit  de  faire  sont 
indépendantes  de  ces  (puintités;  '^"  (|ue,  les  varial)les  ce,  y,  s  étant  aussi 
assez  petites,  il  Miilira.  du  moins  dans  la  premii're  approximation,  de 
n'avoir  égard  (|u"au\  Irrmes  (ui  ces  vai'iahlcs  ne  unuitent  pas  au  delà  du 
premier  degré. 

De  cette  uuinii'ic  rex|)ressiou  de  V"  se  réduira  ii  cette  forme 


4  A*" 


V>' 


%p 


-  B  -H  ^•;  A  -  3/)(  B  _  Or-H  6/z{  A  -  C).- 


d'oii,  en  faisant  varier  se|)arénuMit  .r,  y,  z,  on  tirera  les  valeurs  cher- 

,  I     6V"     oV"    oV" 

<nir?>  (le  -3 — )    5 — 1  -r— . 
ix       Hy       èz 

Kt.'i.   Ou  icman|ucra  maiiilcnanl  (|iic  lc>  Iciiiics  de  V  (|ui  ne  sont  que 
des  fonctiiuis  de  a:,  V,  ;.  sans  r,  .s,   ne  (loiiiicinni  ipii'  de  piucillcs  loue- 
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lions  dans  les  valfuis  dont  il  s'agit,  d'où  il  ne  pourra  résiiitt'i-  dans  les 
é(]uations  du  niouvemenl  de  la  Lune,  que  dos  termes  de  la  niènic  forme 
que  ceux  (|ui  entrent  déjà  dans  ces  é(juations.  mais  avec  des  coeiruienls 

\      R      (' 

extrêmement  petits,  à  eause  de  la  petitesse  des  (luantités  —?   -  ;  —  (70  ;. 

L'effet  de  ces  ternu-s  ne  consisterait  donc  (|u'à  altérer  infiniment  peu 
les  coefficients  de  quelques-unes  des  équations  lunaires,  ainsi  (|ue  les 
mouvements  de  l'apogée  et  du  nœud  déterminés  par  la  Théorie  ;  mais  ces 
altérations  ne  sauraient  être  d'aucune  importance  dans  la  Tliéorie  de  la 
Lune,  dont  les  résultats  ne  peuvent  être  qu'approchés,  à  cause  de  la  mul- 
titude des  quantités  {ju'on  est  déjà  forcé  d'y  négliger.  Ainsi  l'on  pourra 
dans  la  recherche  présente  négliger  tous  ces  termes,  et  n'avoir  égard  par 
conséquent  dans  la  valeur  de  V  qu'aux  termes  qui  renferment  les  quan- 
tités r  et  s,  et  qui  peuvent  donner  dans  le  mouvement  de  la  Lune  des 
équations  particulières  et  dilTerentes  de  toutes  celles  (|ue  l'on  connait 
déjà. 

On  négligera  donc  dans  l'expression  de  V"  les  termes  qui  ne  sont  que 

de  simples  fonctions  de  x,  y,  z.  et  l'on  réduira  par  là  cette  expression  à 

celle-ci 

V"  =  —  3/  B  —  C I  >•/•  -+-  6/:  A  -  C  zs, 

laquelle  donnera  par  la  ditTerentiation 

o.r  o>-  ■  03 

lOi.  On  substituera  ces  (juantites  dans  les  trois  équations  de  l'orhite 
de  la  Lune  du  n''  58,  et  comme  il  ne  s'agit  pas  ici  de  déterminer  les  va- 
leurs complètes  des  variables  a;,  y,  z,  mais  seulement  les  parties  très-pe- 
tites de  ces  valeurs,  lesquelles  peuvent  résulter  des  (luanlités  dont  il 
s'agit,  ilsullira  d'avoirégard  aux  teimes  où  ces  variables  seront  linéaires 
et  ne  se  liouveront  multipliées  par  aucun  sinus  ou  cosinus. 

On  mettra  dune  simplement  i  —  ^.r  à  la  place  de  --  et 
t  I  p. 


\^  x.CQs[t —  1) —  ys\n{t —  1\ 


i5 
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:i  la  phitc  (le    ' ,  -  i-l  l'on  aura  res  trois  ('(iiiarions 

-  x  -h  f  \  —  r-x)  -hfir(  1  +  X  ]  +fn' 


,hx 

iftr 

,lr 

(Il 

,1-r 

+ 

?.  dx 
dt 

3(n-a;) 


■-)•        "Vj  ,.  ,        f  ,3.r       3/^B-C) 


-î \-  fz  \  -^-  n^   H i  —  o. 


Mais  '(50, 


/= 


=  IH 


à  lrc's-|icu  près,  //-  élant  une  (|uantil('  très-|)tnilc,  c^alf  ii  ^^^  environ; 

on  fera  (lom-  cplto  substitution,  et  l'on  pouira  néiiligcr  partout  les  //'  et 
même  les//-  dans  les  termes  très-petits  (|ui  contiennent  /-et  v;  on  aura 
ainsi  les  e(|uations  suivantes 

d'x       ody  I 

—, r 3     I  -+- 

(ir        (Il         \ 

d\r       idx       3(B  — C) 


(In 


dt 


3n' 


6(A-C) 


ilans  les(|ii(lles  il  ne  s'agira  plus  (lue  de  substituer  les  valeurs  de  r  et  .v, 
trouvées  dans  la  Section  précédente. 

10.").  Mais  nous  remarciuerons  encore,  ii  l'égard  de  celle  suhsiilution, 
(|u'il  serait  inutile  d'y  tenir  compte  des  termes  de  ret.*,  qui  sont  ludpor- 
ti(Uinels  a  sina,  sin^,...,  c'est-ii-dire  qui  sont  semblables  aux  termes  des 
expressions  complètes  de  x,  y,  z,  parce  (|u'il  ne  pourrait  résiillei'  de  là 
(|in'  de  tri's-petites  corrections  pour  ces  mêmes  ternies,  correcti(ms 
qu'on  doit  négliger  par  les  raisons  alléguées  ci-dessus.  Ainsi  il  sulFira 
de  subsliluei'  pour  /•  le  seul  terme  I,  sin  À  ''75j  et  [lour  v  les  deux  termes 
M  sina  -h  .\  sin  v    8.5,. 
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De  plus,  ooninir  nous  avons  déjà  fait  (90 

B  -  C  A  -  C 

— T- —  =  e  —  «     et     — 7 —  ~-  e, 
A  A 

on  mettra  k[e  —  i)  à  la  place  de  B—  (I  et  Ae  à  la  place  de  A  —  (1;  et, 
taisant  pour  plus  de  simplicité 


il-x        idy 
Ht}  ~    dt 


—  3  (  1  +  •—  ]  X  =  o, 
d'^Y       idx 


dt-  dt 


3A  e  —  /  ;  L  siiiX  -    o, 


'/"2        /         3h^\  ,.,.,.  ^T    . 

-y—  H-  I  I  H z  +  oAei  M  SU)  u.  +  N  smv  i  =;  o. 

Dans  ces  écpiations  les  angles  À,  a,  v  croissent  uniformément,  et  l'on  a 

(75,  90j 

'1^         FTi ^       <^i"  ie        dv  .-^ 

dt        ^  '        dt  ■?.         dt  ^     ' 

les  constantes  e  et  /  dépendent  de  la  figure  de  la  Lune  el  sont  inconnues, 
mais  très-petites  et  positives;  e  doit  être  renfermée  entre  les  limites 
0,0006746  et  0,000  5i49,  et  i  doit  être  <ie\  les  constantes  L.  I\!,  i\ 
sont  encore  indéterminées,  mais  doivent  être  aussi  fort  petites:  la  con- 
stante A  dépend  aussi  de  la  figure  de  la  Lune  elest  pareillement  inconnue, 
mais  trës-pelile  et  positive;  si  la  Lune  était  homogène  et  à  très-|)eu  près 

j  If. 
spliérique,  on  aurait  à  li'('s-[)eu  près  A  = -^  {^'^)-  /»  étant  le  demi-dia- 

■  3 

niélre  apparent  de  la  Lune.  Iciiuel  est  éiial  à ;.-;  mais  si  la  Lune  n  est 

pas  liomogène,  alors  la  valeur  de  A  seia  diil'érenle.  mais  sera  néce.ssaire- 

Miciil  <  ./|/j-  <  — ^  (70  I. 
1 2 1 00 

l()(>.    Pour  inlégrei'  ces  é(|uations  on  remar(|uera  ([ue.  comme  ou  ne 
demande  pas  les  valeurs  complètes  de  .r.  >',  z,  mais  senlemeul  les  parties 
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tic  rcs  v:ilfiirs  (|iii  (li'|)ciiilt'iil  des  Icrincs  en  sin>.,  siiia.  siiiv,  il  siilliiii 
(le  su|i|H)st'r 

.f       Ecos/.,      )•  Fsin),      Z-    (1  siiiy  +  II  siiii/, 

li's  ciirlliciciils  K,  K,  (i.  Il  i'UmiI  ((uistanls  cl  iiKli'It'iiiiiiics;  en  t'Il'cl.  en 

...  ...  •         1  •  </^    dfJ-    '/y  I 

htisant  ti'>  siilisliliiliiiiis  et  iivant  ci'ard  ;i  ce  (iiie   rr»  -f-i  -y-  soiil  des  (iniiii- 

^  '       (//     dt     (Il  ' 

lilcs  niiislimifs.  on  lionvcra  ces  (|iiati'i'  ('(iiialioiis 

|iar  lcs(|ii('ll('s  un  (It'Icrminci'a  It's  (|iiali('  iiicoiiiiiies  E,  !•",  G,  II. 
La  |)r'cnnèri'  ('([iialion  (hmiic 

^§  =  -;■=(§)■-'(-")  H; 

>nli.sliliianl  celle  valeur  dans  la  seconde,  on  ani-a 


dune.  |inisiine  /;-  cl  c  —  /  sont  des  (luanlilés  loil  jteliles.du  ania  ii  Ivès- 
|ien  [très 


Err      -  ?AL,/ 


V  j  e  — /), 


-I  de  \: 


F        JAL,  a  irés-pou  près. 
I.a  liuisii'nii'  cl  la  (|Mali'n'ine  e(|naliuii  donneront  iinnn'dialenienl. 
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,  (lu.        (h   ,  ,  3e     ,        — : 

siil)sliltiaiil  pour   ,'-  et  -.-  leurs  valeurs  i  H et  2\iei, 

'         (Il        dt  2  ' 

iAeM 

G  =  ~ -5      H       6AeN,  à  très-peu  près. 

e  —  n-  II- 

107.  Si  donc  on  dénote  par  a;',  j',  z'  les  parties  des  valeurs  «le  r,  k,  z 
(jui  résultent  des  ternies  proportionnels  à  sin).,  sinp.,  sinv,  cl  dus  à  la 
non-sphéricité  de  la  Lune,  on  aura 


x'  z=  —  2  A  L  \/3  (  e  —  £  )  ces  À, 
_f'=  3  AL  sin X, 

z  = sinu  -f-  bAeN  sinv. 

e  —  rû        ' 

Ainsi  il  faudra  ajouter  ces  quantités  x' ,  y' ,  z'  aux  expiessions  de  œ, 
V,  3  données  par  M.  Euler  dans  sa  Théorie  de  la  Lune,  pour  avoir  les 
valeurs  complètes  de  ces  variahles.  Mais  pour  mieux  connaître  rellct  des 
quantités  dont  il  s'agit,  dans  le  mouvement  de  la  Lune,  nous  rciuar(|ui'- 
rons  que  nommant  p  la  distance  de  la  Lune  à  la  Terre,  réduite  à  l'éclip- 
tique,  T  sa  longitude  vraie  et  v  sa  latitude,  on  a 

I  -h  X  :^  p  ces  I  <7  —  /  ),     )•  =  p  sin ,  (7  —  /  i,     z  =:  p  tang  -j  ; 

d'où  l'on  tire 


p  =:  v(i -(-.r)^-+- r^     taiiiî  T  —  /   =    - — >     iang^=    , 

De  sorte  que,  si  l'on  désigne  par  fj',  a' ,  v'  les  petites  parties  des  valeurs 
de  fj,  7,  :;  dues  aux  parties  x',  y',  z'  des  valeurs  de  x,y,  z.  on  Irouvcia 


il  très-peu  près,  à  cause  de  la  petitesse  de  x,y,  z  vis-à-vis  de  riiiiile,  et 
de  r,  v',  z'  vis-à-vis  de  x,  y ,  z. 

D'où  il  s'ensuit  que  x'  exprimera  l'altération  de  la  distance  de  la  Lune 
à  la  Terre,  v'  l'altération  de  la  longitude  de  la  Lune,  et  ;'  l'altération  de 
la  latitude  de  cette  Planète. 


IIS  Tiii:oKii': 

lOS.  (".(Miiiiii'  les  iirgunionls  >.  cl  v  rroissiMil  très-lcnlPiiieiit,  à  cause  de 

^     ^3{e-0     et     ^=2v'e/, 

^  fi  ?  claiil  <lcs  (|iiaiUil("s  lirs-petitfs,  il  est  clair  (|U(;  les  équations  (|ui 
i|c|icii(lcnt  (Ir  CCS  arguments  doivent  être  des  espèces  (ré(|ualions  sécu- 
laires. i|iii  ne  |ieuveul  devenir  scnsiltles  (|u"aii  Itonl  d'un  lein|»s  fort  long. 
Il  n'en  est  pas  de  nuMne  de  re(|iiarKUi  (|ui  dépend  de  l'argunienl  a,  le- 
quel,  il  cause  de 

du.  3  e 

augmente  à  peu  près  comme  la  longitude  nntyenne  de  la  Lune;  de  sorte 
que  cette  é(iuation  doit  disparaître  et  se  renouveler  à  chaque  période  de 
la  Lune. 

\()viMis  donc  si  ces  équations  peuvent  avoii'  un  ellcl  scnsihie  dans  le 
1 ivciiient  de  la  Lune,  et  examinons  principalement  celle  de  la  longi- 
tude. la(|U(dli'  est  d'autant  plus  essentielle  à  considéi'er  iiu'elle  parait 
pnnviiir  donner  ré(|uation  .séculaire  de  .\Liyer.  dont  la  cause  a  été  vaine- 
nn-nl  cherchée  jusqu'à  présent. 

(>ette  é(|uation  est  représentée  par  le  terme  v',  dont  la  valeur  est 
iALsinÀ,  Lsin  /  étant  celle  de  l'angle  /de  la  lihration  réelle  de  la  Lune, 
alisliaclion  l'aile  des  termes  qui  dépendent  des  inégalités  du  mouvement 
peiiddiqiic.  On  peut  donc  représentei"  l'cqualidii  dont  il  s'agit  par  ^Ar; 

or   n(nis   avons  deia    vu    (jue    la   (jnanlile     à  =  est    néce.ssain'meni 

<  —  10.")  ;  donc  on  aura  x        ,       ■  Si  donc  la  plus  grande  valeur 

I?  lor)  /(ooo  ' 

de  r  e.sl  d'un  degré,  la  plus  grande  valeur  de  v'  sei'a  au-dessous  d'une 
seconde;  rie  sorte  f|ue,  (juaiid  on  supposerait  qiu'  l'angle  /•  put  allei'  jus- 
qu'à (io  degrés,  ce  qui  serait  d'ailleurs  contraire  aux  ohservations  de  la 
lihrati(ui,  l'angle  y'  ne  pourrait  pas  même  monter  à  niH'  minute,  et  serait 
|iar  cnnse(|uenl  loujoui's  insensihle. 

A   re;;aid  îles  ;uitres  équations  on   [iroiivera  de  metne.  en  employant 
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les  valeurs  trouvées,  dans  la  Section  préeétiente,  pour  les  (luanlilés  c.  M, 
N,  (|ue  ces  équations  doivent  être  tout  .'i  ('ail  insensibles. 

109.  Comme  ré(|uati()n  proportionnelle  à  l'angle  /■  de  la  lihration  se- 
rait très-propre  à  expliquer  l'éciuation  séculaire  de  Mayer.  si  elle  avait 
un  coelRcient  assez  considérable  pour  cela,  il  est  bon  de  calculer  ce  coef- 
ticient  avec  plus  d'exactitude,  d'autant  plus  que,  recevant  de  l'intégration 
un  diviseur  très-petit,  il  ne  serait  pas  impossible  qu'il  eût  a  la  seconde 
approximation  une  valeur  assez  différente  de  ce  qu'elle  est  à  la  première. 

Je  reprends  pour  cela  les  deux  é(|uations  en  .r  et  j  du  n"  104.  mais  je 

remets  dans  la  seconde,  à  la  place  du  terme /■,   la  (juaiilité 

'  m  ' 

I     âV"        .  ,,  ,    .       .,  ... 

—  -s —  qui  !  a  iiroduit;  i  aurai  ainsi 

(Px        ■}.(/)-       -i  (         II-  \ 

—, r 3     IH .X-  =  o, 

dp  cit  \         7.  )  ' 

d-y        idx         1    âV"  

dp  dt  m    8r 

Je  reprends  de  même  l'équation  en  /•  tlu  n"  75,  et  je  la  reinuts  sous  .sa 

l'orme  primitive  (71) 

.  d-r       ôV" 

A  -y-  H ;^  =  o  ; 

dl-  àr 

et  il  ne  s'agira  que  d'avoir  égard  dans  l'expression  de  V"  aux  lermes  (|ui 
contiennent  /-  et  /•  v. 

Uroii  voit  par  les  formules  des  n"*  5i  et  |)recedciits  (jue  la  (|uantité  V" 

n'c'st  autre  chose  (|ue  la  partie  de  la  (|uautile   — /S  —  '  où  eiitreiil  les 
(|uantités  À,  a.,  v,  p  étant  égal  à 


v'(i  -h X  —  }.)--^ {r—  |u.)»-t-(z  —  vy. 


Ainsi,  comme  on  ne  vent  avoir  égard  (|u'au\  termes  i|ui  peux  eut  renfer- 
mer' /■'-  et  >'/•,  on  pourra  d'abord  réduire  la  valeui'  de  />  i»  celle-ci 


V'i  —  2^  —  Zjxjr-h  \'-\-  fj}+  v'. 
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•M  (l'Ile  (II-        il 
/' 
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f^-r 


Miiiiili'iiiiMl  nii  M,  ru  ;iciKT;il.  |);ir  los  formules  ihi  ii"  46. 


(Iiinc 


'/  -  -  -   (r,s\nt  +  Icost),     |ijt  =  ^sin/"   ncost,     'Ç   -  v\ 


/  -  -f-  U'  -4-  V'  :--T  l'  -h-n'-h  Ç'  =  «=  -^  b'  H-  c' 


lie  |(lus.  en  siihsiiliiaiil  les  valeurs  rigoureuses  de  5',  r/,...  doriiiées  dans 
le  M"  il  ,  on  auia 

>.  =  fl[ii  —  a.v-icos/-^  'iK/sin/J  —  /;[(!  —  2//')  sin/-*-  2.tHC0srJ  1   •ir{ii  sinr      vios/), 
u^  (7[  (1  —  ï.v')  sin/  —  2.ÏHCOS/]  -i-6[(i  —  a«')cos/-—  ï.tv/sinr]  —  .if(  //cos/-(-  vsin/); 


d'iiii  l'on  voit  (|ue 


dl 


La  valeur  de       tiouvee  ci-dessus  deviendra  dom 
P 


^,_2X-«'+6'  +  c=       ^,_,;^  +  „,  +  6,  +  ^)=  '''• 


l'i'sVà-diro 


en  sn|i|)Osanl 


Si  donc  on  l'a 


.        d.\ 


A^ 


y  I  —  2  /.  -(-  a=  -1-  ft'  -I-  c' 


"  -  7/7  ■'■ 


pour  les  lerines  de  la  (juanlite  V  dont  on  doit  tenir  coriiiile  dans  la  re 
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(liciclif  |)ii'.-.fiilc:  ;iiiisi  l'iiii  :iiir;i  (huis  les  f([ii;irKnis  (litl'crciiliclU'S  ci- 
(Icssns 

ôv     _  </n     ôv;     r/u       f/ 11 

ôy  dr  or  dr  tir- 

011  I  (111  pourra  nci^liger  eiU'orc  le  Icriiic  v-r-r-   p;ircc  (juc  nous  ijiisoiis 

al)slr;(ction ,  dans  la  valeur  de  r,  des  termes  venant   des  iiu-galités  du 
iiiouvement  de  la  Lune  autour  de  la  Terre. 


I  10.    (les  ('(|iiati(Uis  seront  donc  par  ces  substitutions 


dr-  dt  \         Il 


d'y       idx        d\\  .  d-r       d\\ 

x  =  o,      -^-  ^    T-  -  — -r:  =  o,      A  -^  ^  -rr  =  o. 


dp         dt 


idr 


Sulistituant  dans  la  seconde  la  valeur  de  — ^  tirée  de  la  troisième,  (Ui 

dr 

aura  donc  ces  deux-ci 
d-x        7.d) 


i-x        idy       .  Il'  ,  r/-)'        2( 

dr       di         \       n,j  '     dr        (. 


d-  y        idx        .  d-r 

^  -n:.  "  o. 


//  dr 


il  cause  de  —  =r  A. 

Je  sii|)|)ose  niaintciiant 


,-=P.,     x^Q^ 


f  P  et  Q  étant  des  constantes   ;  ou  aura  par  ces  sulistilulions 


dr  î         II-  , 


^  I  dr        ,11  \ 


iVdr  „         ,^        ^d'r 

dl  ^  dr 


mais  /■  étant     liypollièse,  exprimé  par  des  sinus  d'aniilcs  (|ni  croisM'iil 
lies-lenleiiicnt,  il  est  visible  que  -^  sera  une  (|iiaiitile  lieanconp  plus  pc- 

'//         ■      .  ,.  r/'r     .     ,       .      ,     ilr  , 

litc  (|iic       :  ainsi  négligeant  -r—  vis-a-vis  de  --.  ou  aura  ces  deux  e(iiia- 


dr 


3Q 


(-?) 


2P  =  o,     P  H2Q  +  A  =  o: 


V. 
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(l'oii  roii  tiif 


_-l-^) 


in' 


in-  ' 


<'t,  iK'^lijiciuit  Ir  iionibrc  très-pclil  n'\ 

I'       3  A,     O  "A. 

(>i'(''cisfiiiciil  ((iiiimc  dans  los  fuiniulcs  du  n"  10();  d'oii  l'on  V(»il  (|iir  rcs 
liMimiIrs,  ainsi  (|nt'  les  conciiisidus  <|n('  nous  en  avons  lii-ccs,  ont  tonlt^ 
l'cxacliludi'  (|n'on  |u'Ul  désirer. 

111.    Nous  reuiai'(|u<'rous  ici,  en  linissanl,  (|uc  rniiialion 

.  d'r       dll 
(//'         (Ir 

|)oU riait  servir  a  delerniiiier  plus  exaclenieul  la  lilnation  de  la  l.nne  tlans 
le  ras  où  l'on  ne  viuidiail  |)as  la  supposer  tri'S-|)etile  :  celte  i'(pialioii 
étant  intéjjrée  donne 

en  désignant  |»ar  /■  la  valeur'  de  il   lors(|ne  -.      =  o,   c'esl-ii-dire  lorscpie  / 

a  sa  plus  grande  valeur;  et  il  ne  l'estera  plus  ([u'ii  inléiilcr  !'(  (|uali(ui 

(/r 
(il 


dans  hupielle  II  est  une  l'onction  de  sinr  et  cos/.   Mais  nous  ne  nous  ai'- 
péterons  pas  sur  ce  point.  (|ui  n'est  (|ue  de  piiie  curiosité. 


THÉORIE 
lli:S   VARIATIONS  SÉCILAIRES 

DES  ÉLÉMENTS  DES  PLANÈTES. 


PREMIÈRE  PARTIE 


CONTENANT   LES   PRINCIPES   ET  LES   FORMULES  GÉNÉRALES 
POUR    DÉTERMINER   CES   VARIATIONS. 


i6. 


THÉORIE 
DES   VARIATIONS   SÉCULAIHKS 

«ES  ÉLÉMENTS   DES   PLANÈTES. 


PREMIERE  PARTIE 


CONTENAJNT    LES   PRINCIPES    ET   LES   FORMULES    GENERALES 
POLR    DÉTERMINER    CES    VARIATIONS. 


Nniweaiix  Mémoires  de  f. Académie  royale  des  Sciences  et  Belles-Lellri 
de  Berlin,  année  1781.) 


Si  les  Phiaètcs  étaient  siiiipleinent  attirées  par  le  Soleil,  et  n'agissaieiil 
point  les  unes  sur  les  autres,  elles  décriraient  autour  de  cet  astre  des  el- 
lipses invariables  suivant  les  lois  de  Kepler,  comme  Newton  l'a  démon- 
tré le  premier,  et  une  foule  d'Auteurs  après  lui.  ^lais  les  observations 
ont  prouvé  que  le  mouvement  ellipti(jue  des  Planètes  est  sujet  à  de  pe- 
tites variations,  et  le  calcul  a  démontré  que  leur  attraction  mutuelle  peut 
en  être  la  cause.  Ces  variations  sont  de  deux  espèces  :  les  unes  périodi- 
ques et  qui  ne  dépendent  que  de  la  contiguration  des  Planètes  entre  elles; 
celles-ci  sont  les  plus  sensibles,  et  le  calcul  en  a  déjà  été  donné  par  dil- 
ferents  Auteurs;  les  autres  séculaires  et  qui  paraissent  aller  loujouis  en 
augmentant,  ce  sont  les  plus  diliiciles  à  déterminer  tant  par  les  observa- 
tions (pie  par  la  Tbéorie.  Les  premières  ne  dérangent  point  l'orbite  primi- 
tive de  la  Planèle;  ce  ne  sont,  pour  ainsi  dire,  t|ue  des  écarts  passagei's 


i2(,  riii;(iiuK  i)i;s  nauimions  séculaires 

(lu'clli-  l'ail  dans  sa  roiirse  régulière,  cl  il  siiilit  d'apiirHiiK-r  ces  variations 
an  lien  (U'  la  Plani'lc  calrnlt-  par  les  Tables  ordinaires  du  nionveinenl  el- 
li|)li(jne.  Il  n'en  est  pas  de  même  des  variations  séeulaires.  Ces  dernières 
allèrenl  les  éléments  mêmes  de  l'orliite,  e"est-:i-dire  la  position  et  les  di- 

nsions  de  l'tdlipse  déerite  |)ar  la  Planète;  et  quoique  leur  ell'et  soit 

inseiisilde  dans  un  court  es|)ace  de  temps,  il  peut  néanmoins  devenir  à  la 
longue  liçs-consi(léral)le. 

C/esl  une  Théorie  complète  de  ces  sortes  de  variations  (|ue  j'entre- 
prends lie  donner;  ohjet  (|ui  intéresse  également  les  Astronomes  par  son 
utilité  pour  la  |iericctiou  des  Tables,  et  les  Géomètres  par  les  recherches 
nouvelles  d'anaivse  auxcpudles  il  donne  lieu.  Quoi(|ue  j'aie  déjà  rempli 
une  partie  de  cet  objet  dans  les  Mémoires  sur  les  équations  séculaires 
des  meuds  et  des  inclinaisons  des  Planistes  ('),  et  sui-  l'altération  de  leurs 
mouvements  moyens  "  ;  et  (pu-  j'aie  même  donné,  il  y  a  longtemps, 
ilans  les  Recherches  sur  les  Satellites  di'  Jupiter  i'"  '),  et  dans  celles  sur 
Jupiter  et  Saturne  ('*"j,  des  méthodes  et  des  formules  générales  pour 
déterminer  ce  i-cnie  d'inéiïalités,  dont  on  n'avait  encore  (lu'une  connais- 
sance  imparfaite  et  peu  exacte;  je  crois  cependant  devoir  reprendre  cette 
matière  en  enliei',  |ioiir  la  tiaiter  à  fiuid  et  d'une  manière  plus  direete  et 
plus  rigoureuse  que  je  ne  l'ai  fait.  C'est  à  quoi  sont  destinées  ces  nou- 
velles Recherches,  que  je  divise  en  deux  Parties.  Je  donnerai  dans  la  pre- 
mii'ic  les  formules  nécessaires  pour  déterminer  les  variations  des  élé- 
ments d'une  Planète,  réduites  à  la  forme  la  plus  générale  et  la  plus 
simple;  et  j'en  ièrai,  dans  la  .seconde,  ra|)plication  aux  variations  sécu- 
laires des  excenli'icités,  des  aphélies,  des  nœuds  el  des  inclinaisons  des 
six  Planètes  principales. 

(  '  )  Lca  RocluTclios  -Sur  1rs  vinmlions  si-iitlnirvs  du  miiwcineut  (1rs  nœuds  cl  des  iiirliiuiisoiis 
des  DiJ/itrs  /Irs  Plaiii-lrs  ont  l'io  insiTecs  clans  le  Kecueil  des  Mriunircs  dr  l'.-lrndéiiiie  drs 
Siirnrrs  ili-  Paris,  iinnéc  1774:  filles  apparlicnnoni  à  la  troisièmp  Section  des  OEiivrcs  de 
Uigranf^r.  [Note  de  r Éditeur.) 

\"  )  <)Eiivrr\  de  I^jfraiige ,  t.  IV.  |).  -25  >. 

('•")  Ces  lU-cherclics  insérées  dans  les  Iteciieils  de  T Académie  des  Sciences  de  i'aris  appar- 
licnnenl  à  la  troisième  Section  des  (Him-rrs  de  l.tiornngr.  (  Vo/r  de  f  Éditeur.) 

('•'*)  OEiivrrs  de  Lagrnngr,  I.  I.  p.  (><ii|. 
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SECTION    PREMlKRi:. 

MÉTHODE    GÉ.NÉBALF.     POUR    DÉTERMINEH     l.KS     NAIUATIONS    DES    K I.  E  M  K  M  S 
DES    PLANÈTES.    CAUSÉES    PAK     LEUR     ACTION     MUTUELLE. 

1 .  On  ciitfiKl  |);ir  éléments  de  l'orbite  eHi|)ti(|iie  d'nne  Planète  la  moi- 
tié du  grand  axe  de  l'ellipse,  ou  la  dislance  moyenne  de  la  Planète  au 
Soleil;  la  position  de  ce  grand  axe  sur  le  plan  de  l'orbite,  on  le  lieu  des 
apsides;  le  rapport  de  la  distance  des  deux  foyers  au  grand  axe.  ou  l'e.x- 
cenlricité;  l'angle  que  fait  avec  l'écliplique  le  plan  de  l'orbite,  on  son 
inclinaison;  et  l'angle  que  fait  avec  une  ligne  Hxe,  donnée  de  position 
sur  l'écliplique,  l'inlersection  de  ces  deux  plans,  ou  la  position  de  la 
ligne  des  nœuds.  Ces  cinq  quantités  déterminent  complètement  la  gran- 
deur et  la  position  de  l'ellipse;  elles  sont  par  conséquent  dilïerentes  pour 
les  diverses  Planètes;  mais  elles  demeurent  les  mêmes  pour  clia(|ue  Pla- 
nète en  particulier,  du  moins  tant  qu'on  fait  abstraction  des  dérange- 
ments qu'elle  peut  éprouver  de  la  part  des  autres  Planètes.  Ainsi  les 
quantités  dont  nous  parlons  n'entrent  point  dans  les  équations  différen- 
tielles des  orbites  des  Planètes,  parce  que  ces  équations  sont  générales 
pour  toutes  les  Planètes;  mais  elles  entrent  ensuite  comme  constantes 
arbitraires  dans  les  intégrales  de  ces  équations,  c'est-à-dire  dans  les 
équations  algébriques  des  orbites. 

Pour  déterminer  l'eflét  des  forces  perturbatrices  d'une  Planète  sur  ses 
éléments,  il  n'y  aura  donc  qu'à  traiter  les  équations  différentielles  de  son 
orbite  comme  on  ferait  si  ces  forces  n'existaient  pas,  et  l'on  parviendra 
ainsi  à  des  équations  intégrales  semblables  à  celles  de  l'orbite  non  trou- 
blée, nia'S  dans  lesquelles  cbaque  constante  arbitraire  se  trouvera  aug- 
mentée d'une  quantité  variable,  provenant  des  forces  perturbatrices,  et 
(|ui  exprimera  les  dérangements  causés  par  ces  forces  à  l'élément  de  l'or- 
bite représenté  par  la  même  constante.  De  cette  manii're  l'eUct  total  des 
|icrturbati()ns  sera  renfermé  dans  les  variations  des  éléments;  et  pour 
avoir  la  partie  séculaire  de  ces  vaiialions,  il  sullira  de  rejeter  tous  les 
termes  (jui  contiendraient  des  sinus  et  cosinus,  coiiinic  ne  |iiiiivaiil  don- 
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lui  i|iii'  (les  v;iiiulions  |)t'rioclii|ut!S.  Tel  csl.  fu  gcin'ral,  l'cspril  de  lu 

iiictliuilc  (luf  je  vais  ilévelopper  ot  appli(|Uor  aux  IManoles. 

2.  (litiisiilcnuis  d'ahord  le  inouvcinciil  d'un  i()i|)s  nui  autour  d'un 
ct'iitiT  lixf  l'ii  vcrlu  d'une  foret'  réeiproqueiiieiit  proportionnelle  au  carré 
de  l:i  dislaiiee,  et  dérangé  en  iiiéine  temps  par  des  l'orees  pertuiliatriees 
ilonnées,  et  très-petites  vis-à-vis  de  la  l'oree  piineipale:  ce  (|iii  est  le  cas 
de  teintes  les  Planètes. 

Soient  .r,  V,  s  les  trois  eoordonnées  rectangles  (pii  deleiiiiineiil  la  |mi- 
sition  du  corps  à  chaque  instant,  et  dont  l'origine  est  supposée  dans  le 
centre  de  la  l'oree  principale;  nommant  ^  la  (|uantité  de  cette  force  h  la 
ilislance  I,  el  '/  la  dislaiice  du  corps  au  ceiiire.  c"esl-à-dire  le  i'av(Mi  vec- 
leill   de  l'iilliile,  en  sorte  (iiie 


p  =  ^x--i-y  -h  z-. 


iMi  aura  —  pour  l'expression  générale  de  celle  force,  Ijuiiudle  étant  dé- 
e<)niposée  suivant  les  trois  cooi'domiees  a\  y,  z,  donnera  ces  trois-ci 

i^,   SI,    S^. 

P'        P'       P' 

Soieiil  de  plus  loiiles  les  l'oices  perliiihatrices  réduites  à  trois,  dirigées 
siiivaiil  les  mêmes  coordonnées,  el  représentées  par  X,  Y,  Z. 

Kiitin  soit  /  le  lem|ts  écoulé  ilepuis  une  époipie  donnée,  el  dont  les 
éléments  d/  soient  |)ris  pour  constanis. 

Un  aura,  jiar  les  premiers  principes  de  la  l)\  ii;iiiii(|iie,  ees  trois  e(|iia- 
lioiis  dillereiitielles  du  second  ordre 


(l'a-  jTx 
dt-         p' 

d^y  sy 
fit-        &' 


(l'Z 

7F 


Z   -     o. 
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I('Si|iicllt's  siTviionl  il  (Ictei'iiiiiicr  le  moiivcmeiil  du  coriis,  en  vimIu  des 
loires  4'  X,  Y,  Z. 


3.  Il  laiil  iii;iliiltiiaiit  iiitL'gi'or  ces  éqiiatiuns  de  manière  (|Lie .  si  l'on 
taisait  abstraction  des  quantilés  X,  V,  Z,  il  en  résultât  poui-  l'oiiiii.'  des 
équations  algébriques. 

Pour  cela  je  fais  d'abord  ces  trois  combinaisons,  qui  servent  à  chasser 
les  termes  divises  par  o^ , 


X  d'y —  y  (l'a: 

X  d-z  —  z  d^x 


dr- 

yd-z  —  z  f/' 


=  \z  —  Zx, 
—  Yz  —  Zy. 


Il  est  visible  que  les  |)remiers  membres  de  ces  équations  sont  inteiirables. 

Je  fais  donc 

■  (/P=   Vs  —  Z)-  dt, 

(A.  '  dQ=,Xs-Zx   dt, 

\  dR=    \y—\x)dl; 

substituant  ces  valeurs  et  intégrant,  j'aurai 

/   xdy  —  ydx 


(B 


dt 

xdz 

— 

zdx 

dt 

ydz 

— 

zdy 

dt 


=  R. 
=  P. 


I.i'>  lonstantes  nécessaires  pour  compléter  ces  intégrales  sont  évidem- 
ment contenues  dans  les  (juantites  P.  Q.  R,  lestjuelles  le  devieiiiieni  ellrs- 
memes  lorsque  les  forces  perturbatrices  X,  Y,  Z  s'évauouisseul. 

i.    l-'.n  idiassant  de  ces  dernières  équations  les  dillerences  d.i .  dy.  dz, 
II'  (|ui  ne  demande  (|ue  de  les  ajouter  ensemble  après  les  avoir  multipliées 
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ri's|M'(ii\i'mi'iit  par  z,   -  y,  .t ,  dm  ania  siir-k'-(liaiii|)  ccllt'  ('(iiialioii  finie 

C  I'.»  -   Q)  -f  H;:  ^   o, 

la(|ucllr  sousci'llc  roriiic  apparticnl  à  un  plan  passant  |)ar  l'origine  des 
cdonlonnéfs,  cl  dont  la  position  dépend  des  (|iiantités  P,  Q,  R.  ("aril  es! 
l'aiilc  (le  deiiioiilicf  (|iie  l'inclinaison  de  ce  plan  snr  celui  des  .»■  et  v  aura 

,  .  i  !*•  -I-  ()-  ,,.  -11  1 

|Miiii  i:ini;c:iie  hi  ({iiaiitile  '      -     '  •,  et  (pie  I  intersection  des  deux  plans 

l'eia  avec  l'axe  des  i-  un  aiiijle  dont  la  laiii;('iite  sera  —  • 

Le  coi|)s  se  trouvera  donc  toujours  dans  ce  plan.  Or  lorsqu'il  n'v  a 
point  de  forces  perlurhatrices,  cl  (|ue  |>ar  consé(|uent  les  (|uantités  P.  Q, 
H  sont  conslaiiles,  la  ixisilion  du  plan  est  invariahie,  et  le  corps  décrit 
alors  une  orliite  plane.  .Mais  si  ces  (|uantilés  sont  varialtles,  la  position 
du  plan  doit  l'èti'c  aussi;  cependant  (die  |)eut  ('tre  eens(''(!  constante  pen- 
dant (pie  le  corps  décrit  clKopie  (dénient  de  sa  Irajectoire.  Car  les  (''(|iia- 
tions  (\ij,  étant  multipliées  respecliveiiienl  par  (/z,  —  dy,  dx,  donnenl 

ctdle-ci 

IN/r-   (h/y+  \\(/z  =  o, 

ipi'on  voit  iiN'tre  autre  (diose  (|ue  la  dillérentiidle  de  résiliation  ((',)  au 
plan,  en  y  rei,rardaiit  les  ipiantités  P.  Q,  U  coinine  coiislantes. 

•î.  Ainsi  le  plan  dont  il  s'a^il  passera  par  (diaipie  elénienl  de  l'orhite 
du  corps,  et  sera  ((dui  dont  riiilersecti(Ui  avec  le  plan  de  ré(dipti(iue  .se 
iioniiiie  en  A'^liiinoinie  la  lif^nr  des  nœuds.  De  sorte  (|ue,  si  l'on  noinine  5 
la  tani^ciile  de  l'iiK  linaison  de  l'orhite  sur  le  plan  de  projection  (|ue  nous 
supposons  lire  (  idiii  des  x  et  y,  et  '»  l'aiii^le  de  la  li;;iie  des  ineiids  avec 
une  lii;ne  li\e  (pii  est  en  iiK'Uie  leiiips  l'axe  des  .r,  on  aura 


1  deli 


Osiii'..  •      Ocos',)z=  > 


On  connailra  donc  les  xarialions  des  (dcinenis  i  cl  ',>  par  le  inoveii  des 
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tdiiiuilfs  (liHVTfiiticlles  (A);  c'est  le  choiiiiii  ([ue  iiuiis  avims  suivi  dans 
le  Mémoire  sur  les  nœuds  et  les  inclinaisons  des  Plcinèies,  imprime  |)armi 
eeux  (le  l'Aentlémie  des  Seienees  de  Paris  pour  l'année  177/1. 

6.  Pour  déterminer  les  variations  des  autres  éléments,  il  faut  trouver 
de  nouvelles  intégrales  des  équations  proposées,  en  "sorte  qu'on  puisse 
en  déduire  ré((uati()n  algéhri(|ue  de  l'orbite.  A  ee(  eH'cl  je  r('iiiar(|ne  ijue 

la  dilï'erenliation  des  (luanlilés  —,  — .  -,  dans  lesiiuelles 

P     P     P 


ç,  HZ  ^x''  +  y'  H-  z', 
donne  ces  formules 

,x  f  [y dx  —  X dy )-\-  z\zdx  —  xdz) 

P  P^ 

.y xixdy  —  ydx)  +  z[zdy  —  y dz 


.3        x{xdz  —  z  dx  )  -f-  y  [y  dz  —  zdy  \ 

P  p' 

Or,  par  les  é(|uations  (B),  on  a  déjà 

ydx  —  xdy=  —  ^dl,      zilx  —  xdz  =:  —  i^dt,      zdy  —  ydz  =  —  Pdt  ; 

donc  on  aura 

,x  _       Rr  +  Qz^/^ 


P 

p' 

p 

-.^-^dt. 

p' 

d-  = 

p 

p' 

Si  mainlenant,  dans  ces  écpialioiis  nuiltiplices  |)ar  i,\  on  sul)sliluc  ii  la 

place  des  (iiianlilés  ^i  — »  —  leurs  valeurs  tirées  des  eciualions  dillé- 

'  '  p»      p'      p» 

reiilielles  doimccs,  savoir  fS) 

d'x       ,,  d'y       .  d'z 

~~dF~^'     "dF^^'     ^'dï^~^' 


\:\2  iiii.oiîir.  i»i:>  \  mu  \i  ions  sKcri.  Mit  i: 

l'Il  ;il|l:i   li'>  IIMII^rciI'lliri'S  -ni\  ;i|l|i'S 


H,/-)-^  Qf/^; 


-+     lt\  ^   OZ    (//, 


"     0  (h 


.,/^        -     Q'l:rj^Vil\y         yx    ,.,.v    ,/,. 


(.(•>  i'i|ii;iliuii>  siiiil  i'\i(lrmiiiriil  iiilcf;r;ililc^  lcirs(|Mc  les  luii  (■>  |iriliiil»!i- 

liiio  \.  ^  .  /.  -oui  iiiillfs.  ;iU(|iii'l  cas  les  (|ii;mrHi'S  V.  O.  R  dcvir ■ni 

( mistaiilr-    ."$   .  Je  l'ai-  (liinc,  en  ni'iicral. 


It^    ^-0/   f//  ^^^    >        =(/N, 


,.,      /        ,/Q>Lr -^(/P(^)■ 
(Il 

fi|iialiiiii><  (|in  rlaiil  ajoulvcs  ies|U'('liV('m('iil  aux  pirccdciilis  lis  ii'tidriil 
inlrj;ralilrs.  ru  soilc  qu'on  aura  les  inlci^'ialcs  suivantes 


;.r        ni/y-hi)</z 
<ry         y,lz-\\(lx 

ir         (Il 


H-    N, 


0//.r  ->    Vdy 
(Il 


l,r>  «iinslanlr^  arliitia'wi's  i|ui'  rinl(''i;ralii)n  inlnuluil  sonl  rcnfVrnHM's 
ilan>  li's  i|iiaiiliti's  !..  M.  \.  li'S(|urllrs  le  (Icvirnurni  rlli^-nirnirs  dans  le 
ras  iiii   \.   \  .  Z  -oui  lillllo. 


7.    I.i's  inli'^i-alf-  qu'on  \irtil  de  limurf  m  donncril   iniini'dialrnu  ni 
uni-  ai;.'!  lu  iqur,  eu  rliniinanl   lr>  diUV'icnccs  d.i ,  dy.  dz:  ri  pour  nda  jr 
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les  ajoiilf  fiisemltlc  a|)ii'S  les  avoir  miilliidifi's  res|ic(tivfiiifiil  |i;ii-  r,  y, 

z;  ce  (|iii.  à  e;uise  de 

p  =  f^x-  -\-y--h  z^, 
(lolllic  ccllr-ii 

^xdy—ydx       ^xdz  —  zdx        ^ydz  —  zdy       .-  .,  , 

"•  dt  ^  dt  dt 

laqiii'llf.  fil  vertu  des  éijiialions    B  .  devient 
F  i;p  =  N\i-  -h  M  )  -^  L--  -  P^  -4-  0^  -^  W. 

Cellf  équation  eonsidérée  sous  .cette  fuime  est  evideninieiit  du  seeund 

degré,  à  cause  de 

p  :=  y  j;^  -1-  _)•-  -I-  Z-: 

de  sorte  (|u'en  la  combinant  avec  l'équation  linéaire  C  ,  on  aura  pour  la 
projection  de  l'orhite  une  section  coni(|ue;  et  l'orbite  elle-même  en  sera 
une  aussi,  tant  que  les  ([uantités  P,  Q.  R.  L.  M.  X  seront  constantes. 

8.  Pour  déterminer  dans  ce  cas  la  nature  et  la  position  de  l'diliile.  je 
commence  par  ren)arquer  que  des  six  constantes  dont  nous  parlons  il 
n'y  eu  a  que  cinq  d'arbitraires.  Car,  si  l'on  multiplie  les  équations  inté- 
grales E  respectivement  par  P,  —  Q.  R.  et  (|u'ensuite  on  les  ajoute  en- 
semble, on  aura,  en  vertu  de  l'équation  déjà  trouvée   C  ,  celle-ci 

(G)  o  =  NP-MQ-hLK, 

la(|uelle  exprime  un  rapport  général  qui  doit  subsister  entre  lessi\  quan- 
tités P,  Q,  R,  X.  .M,  L,  soit  qu'elles  soient  constantes  ou  ikui. 
Ola  posé,  je  fais,  pour  abréger, 

n  =r  p=-hQ=-us 

/'  =  \.-  -+-  M=  -4-  N% 
et,  prenant  trois  antres  quantités  A.  M.  C  ttdics  (|ue 

A=rPM-rQN,     B^I?N-PL,     C  l«M       Ql.. 


i:iv  iiiijiiiii.  iii.>  \  \ui  \i  i(»NS  SLci  I.  \iui;s 

jr   >ll|.|.OM 


II 


■  in^' 


_    U  ^      L  .        A 

"'  '  Il  ^^  /  ^"'  n)  ^' 


J,  £.  :,  iiiiiil  (II'  iiiMiNrlIrs  \;ui;il»ii's:  j'alliai  d'alioitl,  en  nciIii  de  l'cciiia- 

t 1 1 1  II    1 1 1 '(   M  I  M  I  i I  I  (  1 1 1       1  ,     . 

l'r   -O)         l«;    -II?, 
N  r   •    M)     '-  \.zr=ri. 

De  -nili'  (|i|r  Irs  (li'IIS  (•(]  lia  I  idlis  (le  rol'lilli'  l^  )  cl  F  se  ri'dllirolll  il 
rcllr  rniiiic  lrfs-SIIII|ilf 

Or 

fj'  m;  x-  -+-  _r"  +  s'; 

i-I  si  l'un  Milisliliii'  les  f\|iii'ssioii>.  |)i(MC(lciitcN  (le  x. y,  z.  hm'oii  ail  ('{jard 
a  ri'i|llalii)ll  di;  iiilidilinll.  cl  (ill'nn  olisiTM'  i|llc 

\        W-^O        l'M       ON  UN       l'Lr-h    KM  ^   Ol. 

P=^0    -    ir     L-f-AP-i-N'    -     l'N       OM       Itl, 

n  /% 

un  aura 

r?  =  Ç'  -^  ï'-*-  '\'\ 

d'un  l'ini  |pciii  iiiiiiluic  ijiic  |c>  (inaiililcs  'C,,  %,  'l  soiil  aussi  des  connldii- 
iii'o  I  l'claiii^lrs.  ijiii  l'cjiiiiiili'nl  an\  incincs  |Miiiits  (|nc  1rs  cuiirduniii'cs 
',  y,  :.  l'I  ijni  Mjii  1,1  ninni'  un-inc.  mais  niir  |Hisili(ni  dillcicntr. 

'.».    l,'ir|narniM 


lail  voir  c|iii'  la  iiimiIm'  csI  IihiIc  dans  le  |daii  des  codrddiiiK'cs  'i  cl  'i/ ;  cl 
l'ci|i)atiiiii 
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à  ctuise  (le  Ç  =  o,  montre  que  cette  eoiirlie  e>l  une  ellipse  (i;ius  huiuellc 

-;-  est  le  paramètre  du  grand  axe,  —  est  l'excentriciti' .  ou   la  dislaucc 

des  foyers  divisée  j)ar  le  grand  axe,  p  est  le  rayon  vedeiir  partant  dr  l'un 
des  foyers,  et  ç  l'abseisse  prise  sur  le  grand  axe  depuis  le  uu'U)e  fover  el 
dirigée  vers  l'apside  supérieure. 

El  pour  eonnaitre  la  position  de  eet  axe  relativement  hu  plan  de  pro- 
jection, il  n'y  a  qu'à  supposer,  dans  les  formules  (H),  les  coordonnées  i 
nulles,  ce  qui,  à  cause  de  Ç  =  o,  donne 

N  .  M  ,  L  . 

^  =  T^'    -^"^T^'    ^  =  T^  = 

or  il  est  visible  que,  si  l'on  nomme  es  l'angle  (|ue  la  projection  de  cet  a\e 
sur  le  plan  des  coordonnées  x,y  fait  avec  l'axe  des  x,  et  r,  l'angle  (pic  le 
même  axe  fait  avec  ce  plan,  on  aura 

lango^— 5      tangy/  = 

•^  y  >■'-!-_>■•' 

c'est-à-dire 

M  L 

d'où,  à  cause  de 

X  =  v/L^-t-M^'-4-N% 

on  tire 

L  M  N 

snivî  — — î       cos/i  smç  i^ -y)       cos/;  C0S9  :—  y 

Au  reste,  si  r(Ui  substitue  ces  valeurs  de  L,  M,  N,  ainsi  (|uc  celles  de  I' 

et  Q  tirées  des  fiu'nuiles  du  n"  5,  dans  re{|uati()n  de  condition    (1),  on 

aura 

0  cosv)!  00s 9  sinw  —  sincp  coso,-    -+-  siny)  =0; 

d'où  résulte  la  i'ormulc 

taiigï)  =  9sin!  9  —  w  . 


iM,  iiiijtiiii:  iii:s  \\Ki\Ti(iNs  sKci  I,  \iui;s 

10  I.Mr-i|ii',,ii  vent  iivdii' f^:ii(l  ii  l'clli'l  des  loiccs  |)ciliiili;ilrircs.  les 
(|m.iié1iIi>  (|iic  iiMii>  ;iV(iii--  -.iiiiiioscfs  cimstiiiili's  ni'  le  soiil  |ilii>.  cl  l'ur- 
l.ilc  Ifll.'  «111. •  nous  vciKHiMlf  la  ilrlcrinincr  vaiicia  (l'iiii  iiislaiil  à  l'aiilfc, 
iiKiiN  .•Ile  I la   iii-aiiiiKiiiis  l'Irc   prise  |»()iir  iiivjirialilf  |)cii(laiil  (|Ui'  le 

in||)>  ilrclil    rlKICIllI    (Ic   SfS  cIlMlllMltS.    Hll  cIVcl    IcS   l'(|  liai  ioilS  (  V.)  (Ill    h"  () 

l'I.iiil  imilliiiliiTs  irs|ic(iiv(Mii('iil  |)  ir  </.i\  <lv.  (/:,  cl  ajoiilccs  ciiscinhlc. 
.Imiinnl.  a  cmii-nc  de  ■;<//     -.vd.v   ;    V(A    f-  z(h-, 

i;,h       N-/.<    •    M'/)'    l.'/--: 

ui  (Clic  l'iiualinii  est  i-vidcmiiiciil   la  dillcrciilicllc  \\t-  rc(|iiali(Hi    V  ,  vu 
\  iciiaidaiil  lc.>  i|iiaiililcs  L.  M.  .\ .  P.  O.  li  <  niniiic  cDiislaiilcs. 

\iii>i,  dans  le  (;!>  de  la  vaiialtililc  de  ces  (|uaMliles.  les  deux  e(|iia- 
limi^  i;  cl  F  de  rdiliile  du  e(H[)S  mil  la  (iKipliclc  (|ue  ces  iiiciues 
i|ilalililes  \  |iell\clil  elle  rci^ardces  enuuiic  ((ilislailles  dans  la  dilleioil- 
lialiiiii  de  ces  e(|iialiiMis  '(  .  D'oii  Vm)  |icul  c(iii(liiie  (|iie  le  c(ir|is  sera 
iiiM  il  clia(|iie  iiistaiil  eniuiiie  s'il  décrivait  rcel  Iciiiciil  rcHi|isc  dcleriniiiee 
|ial-  ce>  e(|iialiiills:  mais  celle  idlipse  var'icia  e(mlilimdleiiielit  de  |Misili(ili 
cl  de  jiiaiidciii ,  cl  l'mi  coiinailta  les  varialiolis  de  ses  eicmeiils  au  uio\en 
des  i'mimiles  diUerculielles    A     cl     1)    (les  ii"'  3  et  (i. 

II.  I.c>  icdiiclimis  (|Uc  iKius  avims  t'ailcs  ci-dessus  'S  claul  i;eiie- 
laics.  Miii  i|uc  les  (dcmciils  de  rmliile  soieiil  coustaiils  ou  uon.  connue 
lOi  [iciil  s'en  cim\aiiicie  aisiMncnt  par  la  naliiic  de  nos  totinnlcs,  il  s'en- 
suil  i|nc,  >i  ihiiis  les  roiiiiules  11  mi  suhstiliic  (loiir  'Ç.  i,  y  leurs  valeurs 
liieo  (Ifs  (•(|ualions 

?    -  o,     ^'■'/ -- "/.i -+-  n-,     l' -\- <]/"  —  r,\ 

on  aura,  en  ;;eiieral. 

»■  =  >.    S^y  -  "'    +  >V  V  -  Ap^  +  2^-  IP, 
M  „  I!       -  -- 

.)•     .-  i'o-  Il    •  .-  ^  -  Av-t-  ?.i;o    ris 


-    ti'--  Il 


V-Ao^  +  2^0-    Il 
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eii  faisant,  pour  abrés^cr, 

Ces  expressions  de  x,  y,  z  en  o  sont  les  résultats  des  deux  ('(|uati(>ns  (! 
et  (F)  combinées  avec  la  formule 

Çj-  ~  x^  -+-  _)•'  -+-  z' 

{(j  étant  le  ravon  vecleui-^;  or,  comme  les  quantités  L,  .M,  .\,  P,  Q,  K  de- 
meurent constantes  dans  la  différentiation  de  ces  équations  numéro 
précédent),  il  s'ensuit  que,  pour  avoir  les  différences  dx,  dy,  dz,  il  suf- 
fira de  faire  varier  dans  les  expressions  précédentes  la  (juantité  o,  en  re- 
gardant toutes  les  autres  quantités  comme  constantes,  telles  qu'elles  le 
seraient  dans  le  cas  de  l'orbite  iuvaiiable. 

12.  Puis(|u'(in  a  déjà  x,y,  z  en  o,  il  ne  s'agira  plus  que  d'avoir  o  en  / 
pour  connaître  le  lieu  du  corps  dans  un  instant  quelconque.  Pour  cela 
on  peut  se  servir  d'une  quelconque  des  intégrales  trouvées  B  (ui  l]  : 
nous  cboisirons  la  première  des  intégrales  fB  ,  savoir 

xdy  —  rdx      „ 
dt 

dont  le  premier  uu'iubre,  en  y  subsliluaiil  les  valeurs  précédentes  de  r, 
">' et  de  leurs  ditférenlielles,  et  remai(|uanl  (jue  (8, 

NB  -  MC  =  R (M=  -H  N' )  —  L( NP  —  MQ 

=  R  ; L=  -f-  M'  +  N^   -  L  NP  -  M(J  ^  LU 
=  R^', 


devient 


de  sorte  qu  on  aura 


\{pdp 


,//  = 


dt  \j —  Ap=  -I-  agff 
9^9 


—  \tr  + 


Cette  é(|ualion  peut  aussi  se  déduire  directenuiil  des  intégrales    B; 
et  [E)  sans  aucune  substitution  auxiliaire. 

V.  i8 


1  iiiiiiîi  i;  i)i;s  \  \i!i  M  IONS  sr.(  1  i.  miu: 


I"   Kn  ;iji>iil;iiil  ciim'IiiIiIi'  Ii's  ciiiio  des  (•(Hi;it'MiM>    15  .  .m  ;i 

.!(/)   -   )  </.i  .tilz  —  ztix^  II/:  -    zi/)- 

.Il  ^  .10  ^  "        '//= 

j-r-)--H;-    ilj--^(h-htlz'j         .ril.r  ivi/r -h:(/zr       i>  ^  o-   ,   |{-      Tp 


il.r-  ■+-  (/}•'  -t-  i/z'  ''''ly 


Il  ; 


ir<iii  l'on  lirt 


dx-  +  <ly-  ~  dz-    -     —  dr  -4-  dry. 


>"   Kli  ;ijip(il;iiil  ;iiis>i  nixMliMi'  1rs  caries  ilr>  f(|iiali(iiis    l{  ,,  iriais  apic 
\  avoir  lraiir>|MiM'  les  Icriiics  N,  M.   I.,  on  a 

\K.ly-^{)dz'         V.lz-^W.Ix  0,/.t-.-[*d\'- 

lit-  de  dr 

II     d.v  -4-  dy    -*-  dz'    _     Vd.r  -Qr/)   -1-  Wdz  ■ 
<//=  dr  ' 


liial-<  iili  a      I 


.Ion 


Vdx       Of/)  -  IW/r 


N.r-+^  M)   -f^  l.c        iv        II 


dx'  -^  dy-  ^dz-  -^  I  -••^   -    \\  ,ll- 


|-;^Mlant   I  (■•>  iliu\  \aliiii>  (le  il.t'  -    dy-  ^  dz'.   on  ni  liir  ciiiiiiiic   ci- 

(lc»ll>  rri|lialici|| 
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13.  Celte  ('(jiiation  a  doiK'  lieu,  en  général,  soit  (jue  les  éléineiils  dr 
l'orbite  soient  invariables  ou  non;  et  elle  t'ait  voir  (|ue  les  apsides  de  l'or- 
bite sont  rigoureusement  dans  les  points  dont  les  rayons  veeleurs  sont 
les  racines  de  l'étjuation 

—  Ap-  —  2g'p  —  n-  =  o  ; 

de  sorte  (jue  ^-   moitié  de  la  somme  des  deux   racines,  sera   la  disl;iiicc 

moyenne.  C'est  aussi  ee  (|ui  resuite  de  l'expression  même  de  A    11.  iii 

regardant  l'orbite  conime  une  idlipse  dont  ^  est  le  [»arami'tre  et  -  Tex- 
centricité  '9^. 

14.  Il  ne  reste  donc  plus  qu'à  intégrer  réijualion  trouvée,  pour  en 
déduire  la  valeur  de  o  en  t;  c'est  ce  qui  est  facile  dans  le  cas  où  les  (|uan- 
tités  A  et  n  sont  constantes.  Car  la  quantité  sous  le  signe  peut  se  mettre 
sous  cette  forme 


)U  bien  (à  cause  de  11-  =  - — ^— j  sous  celle-ci 
ir  on  sait  (|ue 


est  l'élément  de  l'angle  dont  le  cosinus  est  p  ^  ^r  divise  par  .  •.  si  donc 
on  nomme  ■!>  cet  angle,  on  aura 

s  ~  ÀCOS'J/ 


A 
et  ré(|uatiou  dont  il  s'agit  deviendra 


,        •  i'  —  X  ces  4"  f/J' 


IVil  IIIIOKll     l>i;S    \  Mil  M  KtNSSKCll.  MiU:S 

l:ii|l|i'lli'  iliilllli'  l'Il   lIlIc^lMIlt 

y 

/'rl.iMl  \:\  cuiisliiiilf  ;iiliilr;iiri'. 

('.'(•■<l  l;i  tdiinuir  cinliiiaii  r  i|in  mtI  ilc  IoikIciiiciiI  ;in\  suliilidiis  du  l'fo- 
lilt'lllr  de  ki'|il('|-.  ri  un  l'anj^li  y  est  ir  iin'iui  lliilllliir  en  AsIniiKunic 
Viinoiniilic  <\vcc/i/ri(/i/f. 

l.iiiM|iii'  lr>  (|ii;iiitilrs  A  c!  Il  ^niil  \  ari;ililc>,  un  |icnl  anssi  cniiilnyr  hi 
Mii'Mii'  snli.>liluriiin  lie 

ri  l'on  lionvci;i  ;iliirs 

A  •    '  A   /,  snrl/ 

niiii>  ccllr  idiinnlc  csl  |irii  iiiinniinlc  |nini-  le  ciilcnl.  :i  lansi'  (pi  rllc  ((in- 
Ih'nt  sin '>  ;in  dcmuniniilrni . 

On  |iiinir;iil  icnn'ilici'  ;i  ici  inconvcnn'nl  en  snlisliliiani  iliii'clrirn'nl 
l:i  valcnr  dr  o  dans  Ic^  cxprcssinns  de  .7-,  y  dn  n"  I  I  .  cr  i|ui  dininria 

X  ----  -T-.-     /.  -1-  irfOsJ;    H :- —  Sin']/, 

^'  "        ^         ,A./        ^ 

M     .  ,  15       .     , 

-^'-  "        '         vA./ 

!•!  nii'llani  insnilr  ci's  \alciir.s  de  .;  cl  r  dans  l'ciinalnni 

.Mais  il  sci'a  licancnni»  plus  sini|dc,  sni'hnil  dans  le  (as  nw  Tcm  cnli  nilr 

l'I   riiirliiiaisdri  sont    l'nil   |M'lilrs    (|ni  csl  c(dni  de  I(miIcs  les  j'ianclcs  de 

iKiIre  s\slcnic   ,  d'cni|dii \cr  (Taliord  dans  celle  même  e(|naliiin  la  snlisli- 

liilion  de 

X       /r-oscy,     j-       /sinry. 


DES  ÉLÉMENTS   DES  PLANÈTES.  IVl 

r  étant  le  rayon  vecteur  île  l'orliite  projelée  el  q  l'angle  déiiil  |);ir  ce 
rayon;  eai'  on  aura  par  lit 


di 


r-dq 


el  il  n'v  aura  plus  (ju'ii  mettre  pour  r'-  sa  valeui'  eu  c/  tirée  des  deux  équa- 
lious  de  l'orbite  (C)  et  (F;.  C'est  ainsi  (|ue  nous  eu  userons  dans  la  suite. 

15.  Pour  appliquer  aux  Planèles  les  Ibnnules  générales  <pie  nous  ve- 
nons de  trouver,  il  v  faudra  substituer  les  valeurs  des  forées  jtei'turba- 
Irices  X,  Y,  Z  qui  résultent  de  l'altraelion  que  clKUjue  Plani'le  é|)rouve 
de  la  part  de  toutes  les  autres. 

Soit  S  la  masse  du  Soleil,  T  celle  de  la  Planète  dont  on  clierclie  le  uuiu- 
vement,  T',  T",...  les  masses  des  Planètes  perturbatrices;  on  sait  (jue  la 

Planète  T  est  attirée  vers  le  Soleil  |)ar  une  force  égale  a  — ,—  ■,  o  étant  sa 

1  V  pi  l 

distance  au  Soleil,  et  qu'eu  vertu  de  celle  force  elle  doit  décrire  autour 
du  Soleil  la  même  orbite  (|ue  si  le  Soleil  était  immobile.  On  |ieut  dom 
regarder  le  Soleil  comme  fixe  par  rapport  à  la  Planète  T,  mais  il  faut 
alors  tenir  compte  de  l'action  des  autres  Planètes  T',  T",...  sur  le  Soleil, 
en  transportant  l'effet  de  celte  action  à  la  Planète  T  en  sens  contraire. 

-Ainsi,  prenant  le  centre  du  Soleil  pour  l'origine  des  coordonnées,  et 
nommant  œ,  y,  z  celles  de  l'iM'bile  de  la  Planète  T  autour  du  Soleil,  on 
aura  d'abord  dans  les  foruniles  du  n"  2 


Knsuite,  si  l'on  mar(|ue  d'un  trait  toutes  les  quantités  qui  se  rapporleni 
il  la  planète  T',  de  deux  traits  celles  i\m  se  rapportent  à  la  Plani'le  T,...; 
(|u'enlin  cm  désigne  par  ■7'  la  distance  recliligne  entre  les  corps  T  el  T', 
pai'  n"  la  distance  recliligne  entre  les  (■()V\)S  T  et  T",  el  ainsi  du  reste:  on 
trouvera  : 

i"Que  la  force  ,,•.  avec  hoiuelle  le  corps  T  attire  le  corps  f  suiv:iiit 
la  direction  de  la  ligue  7',  produira  ces  trois  forces  suivant  les  directions 


r,j  iiii:(ii(ii    m  >  \  \ui  mihns  skc.i'i.muks 

il<'>  l'iiiii'iliiiiiit'o  .1  .  V,  c,  ,s;i\(iii' 

I'    j  -  .«■         T'  )•—  )•'         T  z  —  z'i 


(t'-' 


:>■'  On.'  I:i  \'>'i,v       •  ;ivc.-  I;.<|iicllc  l;i  PI: Ir  T   iilliic  \r  Sulfil  S.  .•Iiiiil 

lr;ili->lMiitcr  l'tl   M'li>  (uiiliail  r  a   la   i'ialiclc    1'  .   (liiiiiicia   clicoif   ci'^   li'ois 
aiilic'x  l'iiiirs  -in\aiil  l^^  iiifiiics  dirrclidiis.  sa\(iif 

T'.r'       T'.)-'        Tz' 

()li  IniiiMia  lii'  |iairillrs  r()lllUlli'>  |iiiiir  les  runes  icMlIlallIcs  de  l'al- 
Irarllnii  ilcN  aiiliis  IMaiii'h's  ï".  T  , .  . .  :  cl,  lasscmlilaiil  rcs|ic(  livi'inciil 
I  i'^  ilinciciilcs  l'uicrs,  un  aiiia  les  valciiis  des  t'oiccs  |M'iliirl)ati'ii('s  \  , 
^  .  /  lie  la  IMallfIc  T.  li'M|urilis  srruill  (Iiiim    cxiii  IIIIci'S  ainsi 


\        1 

H).    (Ji  (Ml  a 


.'■  '■    \  T"!  ,'■  -    }  .'■ 


p"' 


)■  -    )■         )• 

7  "  p  ' 


0      -  v^r-  -t-  )•'  -r-  z', 

o'  ^.r" -4- )■''•+-  z'', 

7'  —  V   X  —x'\-  -^   .)■—.)■'  ■"  -+•  13—2'  i', 

7"  -  ^   X  —  X"  J'  -*-  i .>■  —  .)•"  >■  -h    z  —  z"  ;• , 


DuiM  .  M  l'on  laii 


t^^ 


l>i:S    KLKMKMS    DKS    PL  V  NET  KS.  U3 

,,.,..  >/il     (/il     (/il   ,  „.   .  ,      ,       , 

cl  (|M  (III  (Ifiiolc  a  I  ordinaire  par  -y- 5  -r— >  -j—  les  rdcllicii'iils  de  (i.i ,  tlv, 
'  '        ilx      dy      (Iz 

i/z,  dans  la  ditfcrciilii'llf  de  la  {|Mantilé  12  regardée  ctimme  loiietHMi  des 

xarialiles  .v,  y,  z;  il  est  clair  (|iic  les  e\|trcssi()iis  precedeiiles  de  X.  Y.  Z 

se  réduiront  ii  celles-ci 

^  t/il  _  f/LÏ 

(Ix  (ly        "        dz 


17.  On  snl)stilueia  donc  ces  valeurs  dans  lesé(jualionsdiii'erenlielles(A) 
et  fD),  et  l'on  aura  en  premier  lien 

,,,        /r/12  (/U     \    , 

,„         (fin  <lil      ^    , 

Ces  formules  serviront  à  déterminer  les  variations  de  la  longitude  w 
du  nœud  et  de  la  tangente  5  de  l'inc  linaison,  en  faisant  (5  l 

P  =  R  S  siii <,),     Q  =:  H ô  cosM, 

et  de  plus  la  variation  du  paramètre  -     de  l'orltile    9i,  11-  étant  égal  à 
P^  +  Q^  +  R^ 

18.  Si  l'on  voulait  déterminer  directement  les  variations  de  II.  il  n'v 
aurait  (lu'ii  ajouter  ensemble  les  é(|uations  précédentes,  après  les  avoir 
multipliées  res|)eclivcineiil  par  P,  Q,  R.  On  aura  ainsi  en  ordoiiiiaiil  les 
termes 

(in  f/»>  r/o 

\\d\\=^-r'{Qz-h\\y(lt+-~-Vz-\\x}dl  —  -p-    P)-f-Q.(    dl. 
(Ix  dy  dz        • 

Or,  en  substituant   pour  P.  Q,   R  les  valeurs  données  par   les  éiiua- 


r.'i  tiiéouih;  i)i:s  vvkivtions  séculaires 

lions  '  B    (In  II"  3,  lin  a 

Qz  -h  R  )•  (It  —  xilz  —  zdx)  z  -f-  [xdy  —ydx)y 

=-  X [ydy  -h  zdz)  —  dx [y-  -h  z')  =--  xp  dp  —  p' dx, 

\*z  —  \{x  dt        ydz  —  zdy  z  -     xdy  —ydx)x 

—  y[xdx  -t-  zdz)  —  dy(x^  -+-  z')  =  rp  dp  —  p'dy, 
\ ^y  -^  Qx}dl  =  {ydz  —  z dy) y+[xdz  —  zdx)x 

— j  —  z{xdx  +ydy)  +  dz(x^  +  y'')  ==  —  zpdp  -+-  p'dz 

nulle  si  l'un  l'ail,  pour  aln'c'j^i'r, 


dH  dil 

X  -^  • 

d.r  (!)• 


dil  ^       du.    ,         dil    ,         du    ,  ... 

-—  z  =-.  <^,      ^—  dx  +  -r-  dy  -h  -j—  dz  =  (dil 
dz  dx  d)-     ■  dz 


l'expression    r/lJj  indi(|ne  la  différentielle  partielle  tie  il,  vu  n'v  faisant 
varier  qne  les  oc,  y,  z  relatives  à  la  Planète  Tj,  on  aura 

Ilf/n  =^^pdp-p'(dil). 

1!(.    Kn  second  lien,  les  (Minations  (Dj  devifiidront,  |»ar  la  substitution 
des  valeuis  précédentes  de  dV,  dQ,  r/R, 

f^^        I  I  <i^        1         .>  1  dil  ,      ,        ^  ,  ... 

ï—    ydy  ■+  zdz    -\-  —.—  (xdy  +  Wdl  )  +  -7-  (xdz  -(-  Qr/<)  =  rfN, 

dx    •     •  dy         •  dz 

-j—  {ydx  —  Wdl    —  -^~    xdx  +  zdz    -h  ^^-  ydz  -+-  Pdl  )  =;  «M, 


dy 


'zdx  —  Qdt-h~(z  dy  —  Pdt 
dy 


dx 


dz 

(m 

dz 


{ydy  -i-xdx)=  r/L, 


et  si  l'on  y  substitue  encore  les  valeurs  de  Pr//,  Qr//,  l\c/t  '  3j,  elles  se  ré- 
duiront à  la  forme  suivante 

f/N    :^::O.X\dil)  —  <\H/x ," -  pdo, 

dx    '^     '^ 

r/M    -  2  v(  dil  I  —  (l>d)- T  "-  odrj, 

dy  ' 

dL  =  ■?.z{dil    -  <\>dz  -  ~  pdp, 

dz  '    ' 


le- (piaiilile>.  <1)  et    dil    étant  les  iiiéiues  (|iie  dans  le  iiuniéro  précédent. 
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P;ii'  CCS  c(|iiarK)iis,  on  îiiiia  les  varialioiis  de  l'cxcciilricité  -^   de  la 

à' 

longitude  de  raphélie  o,  cl  de  la  laliliide  /;  de  cet  apiiélie  par  rapport  au 
plan  de  projection,  au  moyen  des  formules  (10; 

L  =  },siny;,     M -- /. cosr;  sin9,     N  i— >. cos/î  coso. 

20.  Au  reste  il  n'est  pas  nécessaire  d'employer  ces  trois  équations 
pour  la  détermination  des  éléments  dont  il  s'agit;  car  nous  avons  vu  f8) 
(|u"il  y  a  entre  les  quantités  L,  M,  N  cette  équation  de  condition 

NP-MQ-hLR  =o, 

au  moyen  de  la(]uelle  ou  peut  delenniner  une  quelcon([ue  d'entre  elles 
par  les  deux  autres.  On  pourrait  peut-être  douter  si  en  effet  les  formules 
dilTérentielles  trouvées  satisfont  à  cette  équation;  pour  lever  ce  doute  ci 
confirmer  eu  même  temps  la  justesse  de  nos  formules,  nous  allons  faire 
voir  comment  elles  y  satisfont;  à  cet  effet  nous  ajouterons  d'abord  en- 
semble les  trois  formules  du  numéro  précédent,  après  les  avoir  multi- 
pliées respectivement  par  P,   —  Q,  R;  ce  (|ui.  eu  ayant  égard  (4)  aux 

é(|uations 

Vx  -  Q  )•  -I-  R  s  =  o,      P  (/x  -  Q  ,/y  -4-  H  dz  --^  o, 

donnera 

P  ,/N  _  Q  ,/M  -+-  lu/L  =  -  f  P  ^  -  0  -,-  +  H  '^]  p  ,fp; 

ensuite  les  trois  formules  du  n"  17,  étant  multipliées  respeclivemenl  par 
N,  — M,  L  et  ajoutées  enscmlile,  (Kmneronl 

N,/p_M^/()-(-Lr/K  =  '^  L)-Mz  (//-(-^,Nz-L^:r//-(-~(M.r-N)-  <//: 
clx      *  (()■  (Iz 

mais,  en  substituant  les  valeurs  de  L,  M,  N  resiiltaiilcs  des  lormules  (E) 
du  n"  6,  ou  a 

Lr  —  Mz  (Il  =    Qdx  -+-  Pdy  y  -  (  Hf/x  -  Pdz  )z, 
(  N  2  -  Lx}  dt  =  —  (Rf/r  -t-  Qdz  ]z  -  (Qdx  -+-  Pf/j)x, 
(  M  ^  —  N_r-  dt  =  ;  R  dx  —  PdziX  +  \\\  </)  ■  -h  Q  dz  )_f, 
V.  '9 


lit)  TllÉdUIE   DES   VMUVTIONS  SÉCULVIIIKS 

et'  (|iii,  il  caiist'  tic 

Px  -  Q)  -H  Rz^o, 

sf  réduit  à 
L)  -  Mo  iltVodp,       Îiz—Lx)dl=-Qp({p,     (\I.r  —  N  >•)<//-- Ko  f/o: 

(le  sorte  (|iron  ;iiir:i 

N  ./P  -  M  ,/Q  +  L,/Il  ^-  (P  g  -  Q  '1^  +  H  ^)  pdp. 

Doue  (Mitiii 

^,/p  _  Mr/Q  -f   L(/K  +  P(/N  -  Q^/M    '    l!(/L  =  o, 

é(|ualion  qui  est,  comme  on  vctit,  la  ditréieiitielle  de  cidle  (|ii'il  s'ajiissait 
de  vérifier. 


21.    Piiis(|iie 


l'  =  L'  -+-  M'  +  NS 


on  aura,  eu  ajoutant  ensenil)le  les  trois  é(|uati()ns  du  u"  l!>,  a|»ri'S  le 
avoir  respectivement  multipliées  par  N,  .M,  L, 

À  rfX  =  a(N^  +  My  -h  Lz  )   dil)  -  'I)  i  N  f/x  -+-  Mdy  +  L  t/z  i 

or  re(|uation  île  l'orliile  donne    7,  10 

N  X  -4-  M  )•  -h  L  z  -  g-o  -  n%      N  f/x  -*-  M  t/y  -+-  \.  (h  ^  gdp; 

de  plus,  les  e(|uatious    l'> ,  dounenl.  eu  sulistiluanl   pour  I',  Q,  H  leur 
\aleurs  tirées  des  éiiuations  fBj, 

l  K  —  ^  (g       </x'  ■+-  dy'  +  (iz'\        pdpdx 
\^-      \p  d?  j  ^  ~dF~' 


M=ry 


I g       dx'  -+-  dy'  ■+-  dz''\         p  dp  dy 


I g       dx"  -+-  dy'  ■+-  dz''\ 

\~P  dT'  ] 


de 


I  Ig       dx' -i- dy' -h  dz'\        pdpdz 

"^  Xp"  dt'  j  "^       dt' 
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cl  Ifs  mêmes  éqiialions  donnent  aussi,  comme  on  l'a  vu  dans  le  n"  12, 
dx-  -+-  dy-  ■+-  dz'       ig 

dr-  -  p        ' 

ilonc.  faisant  ces  sul)stitiitiuns,  on  aura 

Idl  =  (ag-p  -  iU~  ^'\  (  rfû  ,  -  A^pdp; 

mais  on  a  par  les  l'ormules  du  même  numéro  cité 

-^  =  - Ap--i-2g-û-n'; 

donc 

/dl  =  (Ap=—  IP;  (dO.,-  A<l>pdp, 

A  étant  égal  à      „,      (1  Ij.  Ainsi  l'on  auia  diieetemenl  par  cette  e(juatioii 

la  variation  de  rexeeniricilé  -• 
o 

22.  Entin,  puiscjue 

on  aura,  en  substituant  la  valeur  de  UdU  du  n"  18, 

}.d'A  =  -  Mldll-  W^  ^-S^l>pdp-h  Ap^-idÛ)  -n'^; 

et,  cette  valeur  de  >.</>.  étant  comparée  à  celle  que  nous  ven(Uis  de  trou- 
ver dans  le  numéro  précédent,  il  viendra  cette  Ibrmule  très-simple 

2 

la(|uelle  servira   ii   déterminer   les  variations   de   la   dislance    moyenne 

23.  La  méthode  (|ue  j'ai  suivie  p(Uir  trouver  les  lormules  diUéreu- 
tielles  des  variations  des  cléments  des  Plani-tes  est,  ce  me  semble,  la  plus 
directe  et  la  plus  naturelle  (ju'il  est  possible,  étani  déduite  des  |)rincipes 
mêmes  de  la  chose:  mais  j'aurais  pu  y  [tarvenir-  plus  sim|dement  par  la 

'9- 


I'i8 


iiiKoini:  i)i:s  vakimions  seculmkks 


iiii'thodf  gciicialc  (liiiit  je  nie  suis  sorvi  pour  (li'lt'nniuci'  les  v:ii'iatioiis 

tic  lii  dislaiicc  inuycniic.  dans  les  .Mciiioircs  de  i']']i>  {'  ),  inclliodi'  (|iii  a 

l'avaiilaiic  d'ctir  aiiplicaldc  ii  lonlcs  les  (iiit'Slioiis  du  uicuic  genre. 

Suivant  celle   uielliode,  si   \' —  «  esl  une  intégrale  ([neleon(|ue  des 

ét|ualions  dill'efenlid-dideienlielles  de  l'orltite  non  tronhlée.  Vêtant  nue 

...  I  ,     (/x    il)  ■     (Iz  ,  . 

Iiincliou  ((itiniie  (le  /,  .r,  y,  :■  et  de    -/  ■>  -j— ?  -r'  et  u  une  conslanle  arlii- 

(II     (Il     (Il 

Iraiic,  e|  (|u'(Hi  Ncuilie  su|i|)osei'  (t  vafialde  poui'  ('(uhile  Iroulilee,  il  n'y 

aiiia  i\\\';\  (lillcrcutier,   en  l'aisanl  \aiier  d'un  cole  la   (|uantile  r/,  et  de 

!..  ,  .-.    ,  '/(■  (/)■  (Iz  1  ,•  1  •  ■  , 

I  autre  les  (juantites    ,   >  -.-■>  -j-  eiuilenues  dans  \  ,  cl  sulisliluer  ensuite  a 
'  (Il     (Il     (Il 

la  plaee  des  dillV'renees  de  eelles-ei  les  valeurs  de     ,     ,     ;   -,     ,--,  dues 

(Il        (Il      (Il 

iini(|ueuient  aux  l'oroes  perlurhatiiees.  Car  la  diU'érentitdle  d<'  V,  prise  en 

taisant  tout  varier,  doit  devenir  nulle  d'idle-nn'ine,  lors(|u"ou  v  suhsiilue 

piMir  (l  ]- .  (1.1  (I  ,'-  les  \alenrs  tirées  des  etiuations  de  l'orbile  non  ti'ou- 
'  (//        (Il        (Il  • 

Idée,  puisipu'  V  =  rt  est  (  liypollièse;  une  intégi'ale  de  ees  é(pialions.  De 

sorte  (pTen  ajoutant  à  ees  valeurs  les  termes  —  Xc/t,  —  \ dl,       Z(/i  dus 

aux  l'ortes  perlurhatriees  '2),  on  aura  simplement 


(/\ 


(l\ 


(l\ 


>fV—  —  -  -  \,//  -f-  -  -  —  y,//)  H _   —  y,,//i; 

,  dx  ,  (/}■  ,  (Iz 

d  -T-  c/  -f-  d  -r 

dt  dt  dl 


d\ 

les  (piaiililes  —  —  ,-••  expiiuiaiil  suivant    la   notation    reçue   les   coeili- 
'  .  (Ix  ' 

7/7 

dx 
(lents  de  d  y.T-'-  ■  ■  dans  la  diUerenlielle  de  V. 

De  celle  manii-re,  si  1' liaiigc,  suivant  le  n"  Ki.  les  (pianliles  .\, 

.      .,        d<J.     dLl     dil  ,  •     ■        , 

'       ''"  77r  '  "i?"  '  'h"'  ""  '""•'•  P'""'  l'i  vaiiahou  de  a,  celle  e(pialion 

,  d\     dil    .  r/V    di.1    ,  d\     dil    , 

.dx  dx  ,dy    (/}■  ,dz    dz 

'^dJ  ''Tir  ■        ''.77 


(')  OEui'rim  de  I,(t<^raiigc,  I.  |\',  p.  .aV). 
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Or  on  sait  que  les  éléments  de  l'orbite  ne  sont  nuire  i  liose  t|ue  les 
constantes  arbitraires  inlrodniles  par  l'intégration  des  ('([iiations  dillé- 
renlielles  primitives,  ou  des  l'iuidions  de  ces  eonslanics;  on  aura  donc 
les  formules  difrérentielies  de  la  variation  des  élénu-nts,  pourvu  (|u'on 
ait  les  valeurs  de  ces  élénienls  exprimées  par  les  variables  de  l'orbite 
non  troublée  et  par  leurs  diU'érences  premières;  vaieiirs  (|iii  peuvcnl  st; 
trouver  immédiatement  par  l'inlégralion  même  des  é(|uations  dill'éren- 
lielles  de  l'orbite,  ou  bien  se  déduire  des  équations  finies  de  rori)ile 
combinées  avec  les  différences  premières  de  ces  équations. 

Avant  déterminé  ainsi  la  valciii-  variable  de  (duuiue  constante  ou  élé- 

,    ,,     ,  .  (Ix    dr    t/z 

ment  de  I  orbite,  on  aura,  entre  ces  constantes  et  /,  a\  y,  :,  -r--,    y-»  -t-î 

(//     <lt     (Il 

des  équations  de  la  même  l'orme  pour  l'orbite  troublée  (|ue  poui'  l'oibile 
non  troublée;  de  sorte  que  les  équations  finies  déduites  de  celle-ci,  niiisi 
(|ue  les  différences  premières  de  ces  équations  seront  encore  de  la  iiicnie 
forme  dans  les  deux  cas;  par  conséquent  les  constantes  dont  nous  [tar- 
ions pourront  toujours  être  regardées  et  traitées  comme  invariables  dans 
la  différentiation  des  équations  finies  de  l'orbite;  ce  qui  rend  r;iisiMi  de 
la  remarque  laite  dans  les  n'"  \  et  10  sur  les  é(|uations    C^  et    l";. 

24.  delà  pose,  si  dans  les  eiiualious  differenlielles  du  n"  3  dii  sii|i- 
pose  X,  Y,  Z  nulles,  on  a  celles  de  l'orbile  non  troublée;  el,  intégrant 
ces  équations  par  la  métbode  des  u'"  3  el  (5,  on  aura  des  iuleiirales  de  la 
loiiue  B)  et  (C;,  dans  lesquelles  P,  Q,  R,  L,  M.  X  ser(Uil  des  constantes 
arbitraires  et  invariables.  Or  les  intégrales  H  oui  dejii  la  l'orme  de- 
mandée Y  =«:  doue  il  u'v  aura,  siiivaul  la  uu'liiode  piccedcEilc.  i|u'ii  les 

dillereutier,  eu  y  laisaul  vaiier  W  O,  R  el  '^^|i  ^^  ^i  el  siibsliliier  eii- 
suite c/t, 7- r//. j-(//  a   la   place  de   c/-t-,  r/  r-,   r/    -  ;   on 

(/,(■  II)-  (IZ  lit  lll  lit 

aiua  ainsi  siir-le-chainp  les  l'oiMiiuies  dillereiilieiles  du  ii"  17. 

A  l'égard  des  intégrales  E;.  pour  les  irdiiire  à  la  foi-iue  (bnil  il  s'agit, 
il  ne  faut  (pi'y  substituer  les  valeurs  de  P,  Q,  U  données  par  les  inlé- 
grales  précédentes;  lUi  aura  ainsi  les  e(|nalioiis    I    du  u"  21,  les(iuel!es, 
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.■l;uil  diUriviiliccs  m  y  faisniil  vjiri.T  I.,  M.  N  cl  jj^,  jj-'  J7'  f'f "•>**- 
roiil  iimiir(li:il«'nn'iil  les  lorimilcs  dill'niiitii'IU's  du  ii"  19,  eu  se  souve- 

iiiiiit  i|iii> 

ûdo  "  *■  </.r    -  )■  '/)"-+-  z  dz. 


itn  |M'iil  de  iiici Iclriiniiicr  diri'ilciiiciil  les  Viiriiitiims  des  flcmculs 

Il  cl  A  |»iii-  le  iiKiycii  des  t'uriimli's  liduvccs  dans  le  ii"  12.  Car  : 
1"  On  ;i 


n^ 


p-'l  dx^  -+-  dy-  -h  dz''  )        \p(/p.' 

'  dp  7/F~' 


fl  crllt'  t''(|ii;tli()n.  en  v  laisani  vaiicr-  Il  de  ilW  l't  ^,  ^-j--,  ^  comme  ei- 
dessns,  donne  immédiatement  la  t'ormnle  dillcrenlielle  trouvée  à  la  fin 
.lu  n"  18; 

■j."  On  a 


A^ 


!  ju        dx^  -t-  f/r  ■  -•-  dz 
0  dï- 


el  il  e>t  visilde  qu'il  en  naiira  .sur-le-(liani|(  la  lormule  din'freMtiellc  du 
n''22.  [.aria  variation  d.- A,  \'^,  'J-,  j]- 

•Ih.  Il  n'est  |ias  nécessaire  au  reste,  poui'  l'usage  de  la  uiellntde  préeé- 
<lenle,  (|ue  les  intégrales  soient  réduites  ii  la  l'orme  ^  =a,  ainsi  (|uenous 
l'avmis  supposé;  mais  cette  réduction,  (|ui  esl  d'ailleurs  toujours  pos- 
>ilde,  sert  ii  rendre  le  calcul  plus  direct  el  les  lorniules  plus  simples. 
(iiimme  cette  méthode  peut  être  d'une  grande  utilité  dans  |)lusieurs  autres 
occasions,  je  cidis  iju'on  me  |)ermettra  d'ajouter  enctue  (|uel(|ues  mots 
sur  cet  ol)ji't,  (|uoi(|ue  ce  ne  soil  pas  ici  le  lieu  d'en  traiter. 

Pour  presentei'  la  mélliode  dont  il  s'agit  de  la  manii-rc  la  plus  simple 
et  en  même  tem|is  la  plus  gcncralc  (ju'il  est  possible,  considérons  une  ou 
plusifUi's  éipialious  dilltTenliclifs  Icllo  (|iic 


d^x       _       d")- 


dr 


-'     dr 


=  M', .... 
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dans  leS(|uolli's  Z,  M  .. . .  suiciil  des  l'oïKiions  (IdiniiMS  des  vaiiiddcs  /,  a, 

,   I       ,■,,■  (i^     'h'  d'x  ,  I        •    <•    •  .   </"'f 

y, . . .  et  (les  (lillerencos  -t-^  -fr'  •  •  •  '  -rv  •  ■  •  «l'ï^  ordios  iiiiciieiirs  a  — ; — • 
-'  dt     Ut  (H-  lit'" 

df  '  ■  ■  ■  ■ 

Supposons  que  l'on  connaisse  une  intégrale  (|uelc()n(|iie  de  ces  éinia- 
lions,  laquelle  soit  représentée  par 


V  étant  une  fonction  des  mêmes  variables  et  de  leurs  dillérenees,  et  con- 
tenant de  plus  une  constante  arbitraire  a.  On  sait  (|ue,  si  l'on  différeiitie 
cette  intégrale  en  y  faisant  tnut  varier  excepte  ci,  cl  (pTon  v  subsiilne 

d"'x     d"y  ,  ,  _,,,.,  I 

ensuite  pour -, '-rr-;'---  leurs  valeurs  nr//.  H  «/, .  .  .  tnces  (!(■>  e(nia- 

tions  différentielles,  on  doit  avoir  une  équation  identiipie  avec  rc(pia-  • 
tion  V  =  o,  ou  du  moins  qui  aura  lieu  en  même  temps  (|ue  ccllc-ii.  in- 
dépendamment d'aucune  l'elatiou  entre  a.  f,  r,  v -. •:  de  sorte 

(jue,  l'équation  V  =  o  étant  posée,  la  diflerence  d\  deviendra  identique- 
ment nulle  après  les  substitutions  dont  il  s'agit. 
Soient  maintenant  proposées  les  équations 

<lt"'  dt" 

—  ,    .,  ,  1  ■  11-  I  dx     (/)■ 

=.  .  ^   ....  étant  de  nicme  des  lonctioiis  de  /,  .r.  y ~j-,     '.-•■•■^  .P'^'P'  '' 

—, 5  -j — —•■■■,  il  est  clair  (lue  la  même  ('(lualiou  \  — -  o  iitMirra  satis- 

rf/'"-'      (//"-'  '  '  ' 

faire  aussi  à  ces  équations,  pourvu  ipic  la  (|uaiilite  a.  claiil  supposée  va- 
riable, soit  t(dle  (pic  la  dillcrciltielle  (l\  (levieiiiie  iiilllc  en  ineiiie  temps 

(lue  V,  après  la  substitution  des  \aliMii>  precedciilcs  de  -.-    i  -,/->••• 

Or  nous  venons  de  voir  (jiie  la  pai  lie  de  d\ .  (pii  m-  coiilieiil  point  la  dif- 
férence rfa,  devient  id('iiti(pi(Mii('iil  niillc  avec  la  I'oik  lion  \'  par  la  siiloli- 

liilioii  des  Z,  M  ,...   il   la  iilace  de  —, —  i  ~,-^i--  Doue  il   ii'\   aura  (iii'ii 
'  dt"'       dt"  ' 


loi 
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iciidif  iiiilh'  l:i  |niilic  ii'st;iiil('  de  (/\ .  ('csl-ii-diic  les  Iciiiws  |(i(ivcniiiit 

(lt>  la  (lili'cmu'e  do  a.  cl  de  la  siihstiliitioii  des  (|iiaiililfs  E'.  M  ',. ..  an  lien 

,     t/"'.r    )/")■  .    1  ,, . 

te  -; — <  -j^,---,  ce  iini  doiiiicia  I  ('(Hialioii 


f/V 


ilV 


(i\     _, , 

,     (la  H , — — -  ^(11  ,        ,    , 

(/a              ,(i"'~'x  ,a"''r 

(I  —, (I  —, — — 


^FV//+.. 


(;'i'St  r('(|uali()ii  (jni  servira  ii  (lôtci'inincr  la  valeur'  ((iiiveiialde  de  la 
(|iiaiitilé  a  devenue  varialde. 

Si  l'on  avait  deux  é(|ualions  inlei^rales 

V=0,        U=:0, 

de>  nii-uies  e(|ualioiis  (liHV'i'eurMdles 

à'"x  _  _       ô^r  _  yr 
(//'"  '      (If    ^  ''•■•' 

et  (|ue  ces  inlei^iales  ((Hiliusseut  deux  eoustanles  ai'hili'aires  o,  h,  un 
|ti(iiiveiait  de  la  luéiue  niaiiièi'e  (ju'idie.s  pouii'aient  l'élie  aus.si  (l<'S  écjua- 
lions 

^  =  z.r.    ^?  =  .r.-P 


en  y  su|i|msaul  a  et  /v  varialiles,  et  déleiininées  |)ai'  ces  é(|uali(ins 

(l\ 


<l\    ,         (l\   ,,  d\        _,  , 

-7-  drt  H — Tj-  (II)  H , :HI/  H p 

(la  (Ib  ,(l"—'x  ,(l"'y 

(I  -, d  —, — '— 

(  "-'  dt'-' 


»P<//-4-...  =  0, 


du    ,         du    ,,  du       _,  ,  du      „.,  , 

,-  da  -^    .j-  dh  -f-     -,    -  -  sL'dl  H ; M  V//  +  .  .  .  =  o. 

da  dh  ,d'"   'x  ,d"-'y 

d    , d  --. — — 

df"    ■  dt"-' 

Va  ainsi  de  suiti'  si  l'un  avait  un  |)lus  ^laud  nombre  d'inlétjrales. 

26.  Au  reste,  (juand  on  eonuail  une  intégrale  (|ui  renferme  deux  eon- 
slantes  aritilniires,  on  en  peu!  d'aliord  déduire  une  seeonde  par  la  seule 
ililléienliatiuti,  eu  siilistiluanl.  s'il  est   nécessaire,  à  la  place  des  plus 
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luniles  différences  des  vi(ri;il)lcs,  leurs  valeurs  tirées  des  é(|uations  diffé- 
rentielles données.  De  la  inéuK^  manière  une  intégrale  (|ui  renferme  trois 
conslaiites  arbitraires  fournira,  par  deux  ditlerentialions  successives, 
deux  autres  intégrales,  et  ainsi  de  suite.  Donc,  si  les  intégrales  connues 
renferment  autant  de  constantes  arbitraires  qu'il  y  a  d'unités  dans  la 
somme  des  exposants  des  é(|uati()ns  différentielles,  ce  qui  est  le  cas  des 
intégrales  finies  et  com[)lçtes,  on  trouvera  par  leur  moyen  autant  d'in- 
tégrales différentes  (ju'il  y  a  d'arbitraires;  et  l'on  aura  par  h  méthode 
précédente  toutes  les  écpialions  nécessaires  pour  déterminer  les  valeurs 
de  ces  constantes  devenues  variables. 

De  plus  on  pourra  dans  ce  cas  déterminer  les  variables  finies  a-,  y,..., 

,  ,.,,..  dx    dr         •         ,•    d'"'^'x    d"~'r  ,■   ^ 

ainsi  que  leurs  dilierences  -.  ■,  -j-i  •  ■  •  jusqu  a  .  „_,  »  ^j^„l,  ■>  ■  ■  en  fonc- 
tion de  t  et  des  constantes  arbitraires  a,  b,. . .;  et  il  est  visible  (|ue  ces 
fonctions  seront  les  mêmes,  soit  que  ces  arbitraii'cs  soient  variables  ou 
non;  de  sorte  que,  dans  les  dilléi'entiations  de  oc,  y,...  jus(iu'à  d"'~':r, 
d"-'y,...,  on  pourra  toujours  regarder  et  traiter  les  (juantilés  a,  b,  c,... 
comme  des  constantes  invariables. 

27.  La  méthode  que  j'avais  donnée  dans  les  Mémoires  de  177.5  (' 
rentre  aussi  dans  celle  que  je  viens  d'exposer,  et  l'on  peut  généraliser 
ainsi  l'application  que  j'en  avais  faite  aux  équations  linéaires.  En  ellel. 
Lorsque  S,  W,...  sont  des  fondions  linéaires  des  variables  .r,Y,...  et  de 
leurs  différences,  il  est  facile  de  piouver  (|ue  V,  U,...  seront  aussi  des 
fonctions  linéaires  des  mêmes  variables  et  des  conslantes  arbitraires  a. 

b, Donc  -,—  1  '-rri  — 7 '••■  seront  des  fonctions  de  /.  I*ar  consé- 

(la       (II)       ,a"'~'x 
<l  — ; — 
dt 

(|uent  si  S',  W,...  sont  données  en  l  seul,  on  déterminera  facilement  les 
valeurs  de  a,  b....  en  t. 

['  j   ()F.iwic.\  lie  Liigniiigr,  I.  IV.  p.  i.")(j  ci  siiix ailles 
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SKCTION   SECOND K. 

KOHMILES   GÉMÎHALES    POl  H    LES    VAKIATIONS    SÉCUI.AIllES    DES    ÉLÉMENTS 
DES    PLANÈTES. 

28.  Les  l'oi'iiuilos  que  nous  venons  de  donner,  dans  la  Seelion  précé- 
denif.  [iiui.r  représenter  les  variations  des  éléments  des  Planètes,  eausées 
par  leur  action  mutuelle,  expriment  l'ellet  total  de  celte  action,  et  poni- 
raicnl  servir  à  déterminer  toutes  les  inégalités  qu'elle  doit  produiie  dans 
Icm  mouvement.  Mais  notre  objet  est  simplement  de  déterminer  les  va- 
riations .séculaires  des  éléments  des  Plaut'tes,  c'est-a-dire  celles  (|ui  n'ont 
aucune  période  tixe,  ou  du  moins  (pii  en  ont  de  très-longues  et  indépen- 
dantes du  retoui-  des  Planètes  aux  mêmes  points  de  leurs  orhites.  Os 
variations  sont  nécessairement  renfermées  dans  les  l'ormules  trouvées, 
et,  |)our  les  dénu'Ier,  il  n'y  aura  (pi'à  dév(dopper  ces  formules  et  les  dé- 
barrasser ensuite  (le  tout  ce  (pi'elles  peuvent  renfeiiner  de  périodi«|ue. 
Or  la  petitesse  des  excentricités  et  des  inclinaisons  des  Planètes  fait  qu'on 
peut  exprimer  leurs  coordonnées  par  des  séries  très-convergentes  de  sinus 
et  cosinus  d'angles  proportionnels  au  temps.  Il  faudra  donc  fain'  ces  sub- 
stitutions il  la  place  de  x,  y,  z,  x',  y',  r.',.. ..  et  rejeter  ensuite  tous  les 
termes  cpii  se  trouveront  contenir  des  sinus  et  des  cosinus.  Ainsi  il  faut 
<'ommencer  par  cli<'rclier  les  valeurs  convenables  de  or,  y,  :  en  /. 

2!(.  N(ms  avons  déjà  remai(|ue  plus  liant  '  I -ïi  (|ue,  pour  faciliter  celte 
recherclie,  il  est  ;i  projios  d'emijloyei'  les  siibslilutions 

X  =1  rcosq,    y~rs\nq, 

r  étant  le  rayon  de  l'orbite  projetée  siii-  le  plan  des  .r,  >',  et  y  l'angle  île 
ce  rayon  avec  l'axe  des  .r. 

Ces  substitutions  ont  d'ailleurs  l'avantage  d'être  conformes  aux  usages 
aslrunomi(pu'S,  puis(|u'en  picnant  le  plan  des  a- et  >•  pour  celui  de  l'é- 
cliptiqui',  et  supposant  l'axe  des  .r  diiige  vers  le  premier  point  d'.l/7't'.v. 
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r  sera  la  distance  accourcie  de  la  Planète  au  Soleil,  et  q  sa  ionifitiule  lié- 
liocentri(|ue. 

En  mettant  ces  expressions  de  x  et  y  dans  l'équation 

Px  -  Q)  +  Rz^ro 

du  n°  i,  on  en  tire 

r 

3  =  TT   Q  sini;  —  Pros^   . 

De  là  on  aura 


p=  \  X-  -^  y  H-  z==  -  y'K=-^   Qsin^  —  Pcosç)'; 

et  l'équation 

go  =  Na-  ^  M)-  -f-  Lz  —  II' 

du  n"  7  donnera,  en  faisant 

B  =  RN  —  PL,     C  =  ^  KM       QL, 

comme  dans  le  n  '  8, 


g-v/R"  +  (Qsin^  —  Pcos9)'  +  Csinç  —  Bcosç 

Et  comme  les  mêmes  équations  ont  lieu  aussi  en  y  faisan!  varier  sim- 
plement .r,  V,  ;,  et  regardant  les  autres  quantités  comme  constantes  (10^, 
il  s'ensuit  que,  pour  avoir  les  valeurs  des  différences  dz  et  dr,  il  sufïiia 
de  faire  varier  dans  les  formules  précédentes  les  quantités  z,  r,  q,  en 
prenant  P,  Q,  R,  17,  B,  C  pour  constantes. 

Enfin  l'équation 

X  cl}  —  rdx  =  R  dt 

du  n**  3  donnera 

de  sorte  (|n'tn  sulistituant  pour  /-  sa  valeur  en  q  on  aura 


RU'dq 


'\  R--<-   Qsin^  —  P  rosç^'  -+-  C  s\nq  —  B  cosq 


=  dt. 


Par  cette  cqualiun  on  déterminera  donc  q  en  /;  ensuite  ou  aiiia.  pai-  la 
substitution  île  cett»-  valeur  de  q.  celles  de  x,y\  z  en  /. 
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;îO.  |,()is(nic  riiidiiiMisoii  cl  rcxccnlricilc  sont  ruiic  cl  l'aiitic  l'uil 
pelilcs,  c'ominc  cela  a  lieu  dans  noire  sysli-mc  planclaiie,  les  (|uanlilcs  P 
cl  Q  sont  nccessairenicnl  toujours  Irès-peliles  vis-à-vis  de  li,  el  les  (|uan- 
tités  L,  M,  N  le  sont  aussi  (4,  9),  do  sorte  que  B  et  C  seront  pareillement 
très-petites  par  lapport  à  R.  On  pourra  donc,  dans  ce  cas  dévcl()p|)cr  la 
fraction 


fg'v/l<'-l-(Qsin^  —  P  cosg)'-)-  Csinç  —  Bcosgj' 

en  une  suite  Tort  convergente,  laijuelle,  étant  oi'donnée  relativement  aux 
sinus  et  cosinus  de  y  el  de  ses  ninlti[des,  sera  de  la  l'oi'mc 

a(i  -<-  j3  sln^  -I-  y  cos(/  -i-  è  sii\iq  -+-  e  cosa  ly  h-  . . .  i, 

a  étant  une  quantité  finie;  p,  •/  étant  des  quantités  très-petites  du  pre- 
mier ordre;  (î,  £  élaiil  très-petites  du  second  ordre,  el  ainsi  de  suite. 
Parce  moyen,  ré(|nation  précédente  deviendra 

UU'a'i  H-  ;3sinr/  -+-  y  cosf/  +  d  sin  ?.  7  -t-  £  cosi(j  -\-  .  .  .]  dq       <lt, 

ou  liien,  en  divisant  |)ar  lUI  '  a, 


(Iq  -*-  (3  siiu/  (lij  -\-  ■/  ro^q  <lq  H-  0  sin  i.qdq  +  e  cosi*/  <lq  -t- . 


(Il 

Le  premier  memluc  de  celle  éipiation  est  intégrahle  exacl<'ment  lors- 
(|ue  f'j,  •/,...  sont  des  (piantités  constantes;  mais,  lors(|ue  ces  quantités 
sont  variables,  il  tant  avoir  recours  aux  séries;  et  l'on  trouve,  en  em- 
ployant l'opération  connue  des  intégrations  par  parties,  et  regardant  ,'5, 
7,...  conniH'  des  l'onclions  de  y, 

/  ;j  sin  q  dq  =  —  (5  cosiy  +  /  ^-j^  ros  q  dq, 
J    ^  sm^c/ï  r^^^-j^,  C0.q  +  j   ^  cosqdq, 

et  ainsi  de  suite. 
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On  ;iiii"i  (le  nièmc 

/  y  coscj  fhj  ^=  y  sin»/  —  I  —.-  sinij  dq, 

Cdy    .        .  dy  C  d'y  , 

jf^synqdq  =  --Lcosq+j^co,qdq, 


Donc,  si  l'on  fait  ces  suitstitutions  successives,  et  ([u'on  snpiiosr,  |)iiiii 
abréger. 

^P'-i^       dq         dq'^dq'^dq'        •■•' 

—  d^  _d^  _<P^        d^ 

''        '       dq        dq^        dq'        dq'' 

on  aura 

/  (  j3  sinqdq  -+-  y  cos^f/^)=  —  \  (3)  cosç  +  (y)  siiK/. 

El,  supposant  pareillement 

^   ^        I    f/s         I   d-o        I   d^e  1    d'à 

1  dq        4  '^9'        ^  '^^1'        '*5  dq" 

1  dS        t  d'i         I   f/'â         I    d'e 
1  dq        \  dq-        o  dq^         ib  dq' 

on  trouvera 

I  (â  sinzqdq  -+-  e  cosiqdq)  = lâ)  cosg  H £   siii^, 

et  ainsi  de  suite. 

A  l'égard  du  second  membre  de  récjuatiou,  il  csi  cvidcni m  iiilé- 

grable  en  y  regardant  R,  n,  a  comme  des  fonctions  de  /. 

Soit,  pour  plus  de  simplicité, 

dl 

et  l'intégrale  de  ré(jualion  en  ([uestion  sera 

I    ..^  I         . 

^  —  (p)  cosry  +  (y  )  smg (o)  cosa^  h — (  e  '  sni?.^  -h. .  .  =  p. 


|-)8  llll.oltli:   lus    \  Mil  \TI(»NS  SKCn.MUKS  ♦ 

ilr  l!u|iii'llc ,  |iiiis(iiic  ■-,  .  y  suiii  sii|i|»(isccs  tri's- petites  du  premier 
(inire.  o  .  i  tiés-|>etites  du  >ei(iiid  ordre,  et  ainsi  de  suite,  il  est  l'acile 
di'  liliT  la  \alell|-  de  (/  ell  p.  e\  piilllee  par'  lllli'  Mille  loi  I  iiill\  el^-eille . 

:<l  .     Kll  Jielleral.  ■^l   l'un  a   i"c(piali(in 

•/        f  'J  !>• 

f  tj  deliolalll  une  lollclidll  i|llrliai|l(|lle  de  y.  on  ailla,  par  le  Tlieori'llie 
(pie  j'ai  donne  ailleurs. 


el   iiieine,  en  deiiolani   par  \   une  antre  l'oiieliuii  (|uelcoii(pn'  el   taisant 

Ainsi,  dans  notre  cas.  il  ii'v  aura  (pi'ii  l'aire 

y  7  i    1  os(y  +7    siiw/  —  .  .  ., 

el   y.w   eii|lM'i|nenl 

J  l>  ri    eos/*  -i-    y    siii/<        -  (rj    ros  •.>/;( -I — (£|smi:>/>  —  ..., 

il  exicnler  erisnile  II  laliveiiiiiil  a  ji  les  dillereiitiations  indi(piees. 
On  Irniivera  de  celle  niaiiiei  r 

(/       /'         li   ros/>  —    i.    slii/*i     I)   roSTip  —  '  K  i  siii  ?./;-)-... , 

"■Il  siippiisaiil 

4  4 
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32.  Dans  les  oïliilcs  non  tioiihicrs  l:i  ijiiaiililc/;  est  propdilionncllc  au 
U'iii|)s  /,  parce  (|uc  1rs  (|iiaiilitcs  R,  II,  a  y  sont  couslanles,  eu  soilc  (pir 


P  = 


RH» 


Ainsi  p  est  alors  la  valeur  moyenne  de  </:  et  puisipie  y  est  la  loiij^itude 
vraie  de  la  Planète,/?  en  sera  la  longitude  moyenne. 

Il  n'en  est  pas  de  même  pour  les  orbites  troublées,  on  les  quantités  R, 
il,  y.  sont  variables;  eependant  on  peut  toujours,  par  analogie,  v  regar- 
der la  quantité /j  eomme  la  longitude  moyenne:  mais  alors  le  inonvenieiit 
moyen  ne  sera  plus  uniforme,  et  la  vitesse  de  ee  mouvement  se  trouvera 

exprimée  par  la  quantité  variable  „„.    ■ 
'  '  '  lill'jc 

Si  eette  quantité  ne  contenait  (jue  des  termes  proportionnels  aux  sinus 
ou  cosinus  de  /  et  de  ses  multiples,  il  est  clair  que  les  variations  de/^  qui 
en  proviendraient  ne  seraient  que  périodiques;  elles  rentreraient  par 
conséquent  dans  les  inégalités  périodiques  du  mouvement  des  Planètes, 
inégalités  dont  nous  faisons  abstraction  dans  ces  Recliercbes.  .Mais  si  la 

(luantité  ,.  „,     renferme  des  termes  qui  croissent  en  même  temps  (ine  /, 

ou  qui  aient  une  période  très-longue,  ces  termes  donneront  des  variations 
séculaires  dans  le  mouvement  moyen,  et  la  détermination  de  ces  varia- 
lions  est  un  des  points  les  plus  impiu'tants  de  la  Théorie  (|ue  nous  trai- 
tons. Il  est  donc  nécessaire  de  déterminer  rigoureusement  la  loi  de  la  va- 
riation de  la  (|uantité  dont  il  s'agit,  et  pour  cela  il  faut  connaître  la  valeui- 
de  la  (piantile  «  (|ui  ri'presente  le  ternie  tout  <(instant  de  la  l'ra<lioM 


[gfyR'-l-  (Qsing  —  Pcosçj'-f-  Csin*/  —  Bcos^j" 

développée  suivant  les  sinus  et  cosinus  des  iiiiilliplo  lU'  c/:  c'est  de  (pioi 
nous  allons  nous  occuper. 

X.S.   Commençons  par  faire  disparaiti'c  le  radical  i\\\  denomiiialeiir.  en 
multipliant  le  haut  et  le  bas  de  la  fraction  par  la  (juantite 

[g-yK'+  (Qsin^—  V  cosq)'  —  Csiof/  +  lî  cos^j", 


],i(i  iiiijpiiii;  i»i:>  \Mii\rioNs  sKcri.MiiKS 

on  .iiir.i  (  .lli'  liMiisriiiiiirr 

;  ^r  ^  K-  -H    Q  siï»  7'^-nPcos</j=  -j:  siii  (/  -h  ]i  (OS  qj     . 
^T<    ■   ^''  g  siiw/  ~  i"  cos^  '  -  I  C  siiw/  -    U  cos»/  ']'' 


l;i(|iii'lli'  sf  icilnil  il  icltc  luiiiic 


„   ■   h  .osa,;  -  csii»  ■.'.(/  -r-  ?.;,'   B  cos^       (;sill^)^  ^ 
7/  -ï-  «I  cos2(/  —  «  siii  .>^  ' 


eu  t;ii>;illl.  |iiim-  ;ilnri;iT 


=  PQ-  m.. 


|>=  _  Q.         B-  -  (? 

'"  '{i-  -  "V T    ' 

\        Jt    •     Osiiu/  -  l'eus 7  •. 

\  .  uMMilrivrirllr  luiiiiiilr.  il  est  l'iicil.'  df  \oii(|iic  l;i  pallie  <|in  ;i  poiii' 

imiiieialeiir  a  ■   //eus  2  y      tsin?.y  ne  (lui ra  par-  h'  ile\flu|i|ieiiieiil  (]iie 

lies  loriiies  prupuitiuiiiiels  ii  des  sinus  un  eusinns  de  niiilliples  pans  de  7, 

et  .pn>  l'aiilie  pallie  duni  le  ni •laleniesl  •^^'-  Bcusr/      C.  siny  I  V  (lull- 

iM'ia  seulenieiil  des  lerines  |ii upui  liunii(ds  aiix  sinus  et  cosinus  des  niul- 
liples  impairs  de  y.  De  suile  (piun  aura    W 


Il  —  Il  riis7ii        1:  sin  •.'  (/ 


-(-osiii?.(/    ■    eeos?.'/ +  .  .  .). 


Il  -!-  m  eus?.//       /(  siii'.>(/  • 

^^  Heos,/  -   Csiiu/   \      _  ^  ,  ^.^^     .-yrosv  -I-  i:sin3r/  +  /,ros?7  -+-..  .  . 
A  -   m  eus.'»/        H  sifi  :>(/  ' 

\in-l   la   (pi.-sli.ni   se   ndllll    a    IrtUIVer   le    lelliie    tuiil    eunslanl   '/   de    la 
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fraction  ralionnélle 

a -T- b  cos9.q  —  csina^ 
\/i  -h  m  cos 7.q  —  nsinj.q )' 

développée  suivant  les  sinus  et  cosinus  des  multiples  de  ar/. 

Or,  si  au  lieu  de  cette  fraction  on  considère  celle-ci  plus  simple 

a  +  b  coso.q  —  csiniq 
Il  -+-  mcoszq  —  nsina^' 

et  (|u'on  la  développe  en  une  séi'ie  de  la  fornu- 

A -h  Dsina^  -i-  E  cosrrq  -t-  F  sin4(y  -*-  G  cos  4  7  -f-. . ., 

il  est  clair  qu'en  faisant  varier  de  part  et  d'autre  la  ([uantilc  h.  et  divisant 
par  dh,  on  aura 

rtH-é  cos2(7  — c  sinafl  (/A       (/D  </E  (/F     .    , 

—  7T -. ^=  TT  -+-  —îT  sinao-i-    rz-  rosao  —  -rr  sma'/-^--  •  ■  • 

'  n  +  m  cos 2 ç  —  n  sm 7.qY      dh        un  ^      an  ^       lih  ' 

De  sorte  qu'on  aura  par  la  comparaison  des  termes 

dk  ^_       dD  dE 

11  ne  s'agit  donc  que  de  développer  la  dernière  fraction:  c'esl  ce  (|u'oii 
peut  faire  par  différentes  méthodes;  mais  aucune  ne  me  parait  plus  sim- 
ple que  celle  que  je  vais  exposer,  et  qui  peut  d'ailleurs  être  ulilc  aussi 
dans  d'autres  occasions. 

34.  .le  fais  pour  plus  de  simplicité  217  ==  «,  et  substituant  dans  la  fiac- 
tion  proposée,  à  la  place  de  sin;i  et  cos«,  leurs  valeurs  en  cxpoiicnliclles 
imaginaires,  je  la  réduis  à  cette  forme 

?.rt-t-.(6    -HCy' — I  j  «"v'-'  -H  (è    —  Cy'— l)e-"v/^ 

2  /(  -1-  (  m  -+-  H  y'—  I  )  e"'/-'  -\-  {m  —  n  y'—  J  )  e-'">''' 
Cette  fraction  [)eul  se  partager  en  ces  deux-ci 

/  -)-  ;"  y. H-  V  v/7^ j  e'y-'       l  +  (ft—  y  y'—  1  )  e—"^'—  _ 

xn-h  (p  -Ho-y/— I  )  e'*'-'       Bs-h  (p  —  ff^— i)  e-"\'-' 

V.  21 


ni-j  I  III  I  nui:  hi>  \  Mil  \  I  hi\s  Mil  I.  \ii!i;s 

(.II-  .11   iiiillli|i||.iill   CM    iloi\    il    (iiiiiiiar;!!!!    Ir>    liTlllo.   on    ;iiii;i 
filiKilMiri- 

Ti-  -    'j-  -■•'  7-  ---  -'II,      mp       /)(,      m  7       /(. 
/  rn  -     jo         ;■  T         ((,       À'/    '     "TTI         h,       /,  7    4    VÎT!         c, 

Irvijiirllcs  si'IVIIiinl  ;i  ilrlcilllilllT  ll'S  si\   IlirnmiIlCS  / .  y.,  V.   -,    '., 

lui  .■lli'i  i;è  m'iiiikIc  il  l:i  Iniisil'iiic  (liiiiiii'iit  (l'ahoiil 


ili'm->  i|iii   l'iiiiil    ^llll■^^lllll■(■^  (l;iii>    l;i    |)rriiiiiTc   (lniiniToiil   celle   liiiic- 
Hinee 


•  l'un  l'on  II 


■  //  m     •    nr  -I    /(■        o. 


/i  -*-  i  /i         nr        ir  ; 


•li^nile  le>  Iroiv  ;iiilie>  e(|  ii;i|ii>lis  devieililronl  |);ir  le>  llieilio  >n  loi  i  I  lll  Ions 
/ '-,•         III  y        ir^       iim,      /.m  -    ■j.m'  ^^  lim,      t.it    i    >ra-        cm; 


•>  ilen\  (leinieiev  (Inlilienl 


lirr^        m'/  crn  —  ni 


el  l'on  ;mr:i  |p;ii-  hi  |)ieiniei-e.  en  \   snlisliliKinl  ie>  \;ileiir>. 

<ii7!    -  Il  m  -   en  m 
m'        III-        II- 

oii  il  lie  -';i-ir.i  |iln>  (|iie  (le  >ii I ol 1 1 nef  l:i  viilenr  ilej:i  Ironvee  (le 
\I.illllen;illl   il  l'-l   \|>||i|e  (jiie  |;i  rr;M  lion 


Ne  i|i'\e|<i|i|ie    II  .1 1  II  l'ell  eui  e  II  I  eîl   lini'  >elie  lie   l:i   1(111111 

Il       I     K  V     1  t"v     .    I,     y\^     I  /-n 
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•'1  (|ii('  (le  iiiriiic  rjiiilir  IVailioii  se  (1(''vc1()|»|m'  dans  la  série  correspoii- 
ilaiilc 

H  +  !  1  -  K  V  ^  ]  e-'\'-'  +  (  L  -  M  y'^J  e-=«\^  +  .  .  .  ; 

(li)iic.  ajoiitaiil  ciisciiililc  ces  deux  st'i'ifs  cl  rciiicttaiil  les  sinus  et  tusinus 
à  la  plact'  (les  expunenticlles  iniaginaii'és,  on  aura  la  série  toute  réelle 

?. H  +  2I  rosii  -~  2K  sinw  H    aL  cos2«  —  2M  sin  ?.«+..  . 

pour  le  développeuieul  de  la  traetion  proposée 

a-\-  b  cosM  —  csinw 


h  +m  COS.U  —  n^xnu 
Ainsi  l'on  aura    numéi'O  précédent 

V       aH,      Di^-ak,     E  =  2l,      F  =  — 2M,     (;=?L,.... 
et  par  conséquent 

dW  .         dK  d\ 

Cl.  =^  —  2  —r,  '      a d  =:  2  -77- 5      a:e=:  —  2  -rr'-'-' 


dh 


dli 


dli 


et  il  ne  s'agira  plus  (|ue  d'avoir  les  valeurs  de  H,  I,  K,...  en  loue  lion 
de  II,  ce  ((ni  est  facile  d'après  les  formules  du  numéro  précédent. 

Nous  n'avons  besoin  pour  notre  objet  (jue  de  la  valeur  H:  or  il  est  vi- 
sible (|ue  l'on  a 


H 


À        ats''  —  bm  —  en 


cî  ro'  —  m'  —  m' 

et,  sulisliluaul  poni'  tt'-  et  ôt'  leurs  valeurs. 

a{fi  -h  y'/('  —  OT^  -I-  m'  j  —  Il  m  —  en 


H 


1  (  A'  —  m'  —  «=  )  H-  2  A  ^A'  —  m'  —  w» 

or  le  dciHiuiinatcur  csl  éual  à 


2  (  A  +  v' A'  —  ni'  —  ri')  ^h'  —  m'  —  nr; 
donc,  luullipliaul  le  haut  cl  le  i>a>  de  la  liactidii  par  li  —  \  li'  —  nr  —  ri' , 


nii  iiiKMiîii:  iii:>  \  vi;i  \i  IONS  sKci  I.  viiu:- 

iiii  ;iur:i 


Il  lit-  +  n- 


bni  +  eu  ;  !  h  —  J II-  —  m"-  —  n'  j 


■->   /tr  -h  II-    \  II"-  —  m-  —  K' 

a  [  iir -i- tr    —    h  m -i- c >i  /i  hm -\- en 

■■>    m-  -^  ir    \  //■  —  nr  —  n-  -    '"'  "^    "' 

F;iisim>;  mniiilciKUil  v;irii'r // :  il  vicndr'a  l'ii  (liUriciitiiinl 
(/Il  <i  h  —  It/ii  —  cil 


ilh 


donc  iMitiii 


■-'.  le-  —  m'  —  II' 

Il  II  —  h  m  —  c  II 
fi'  —  m'  —  II')' 


Si  rmi  siili>liliic  iiniiiilciiaiit  [loiir  a,  h.  r.  h.  ni.  n  Iciiis  valcui's  '33), 
un  tnnivi'r;! 

/)•  -  m-  -  II-   -:  fT'  W   \{^  ,   I'   -h  Q^    —  g'[\V  B=  -+-  (?    +    PC       ou  •); 
n,  nifinnil  I I  M  .1  C  liiiis  viilcnrs  RN~  PL.  KM      OI,    29  .  on  ;nit;i 

It    H  -^C-    -^    IM:  -   OB  '       K'  ^P-^-^^  - -U'L  l'N  ^  MO 

H~  K  L=  1'  +(V    -f-  \V  PM    .   UN  ': 

Mi:iis  on  If.  |i;ir  l'i-ipKilioii  ilr  condition    (I    dn  n"  H, 
l.lt        MO       M': 

di>nc    le    l.'iin..         '2\V\.   I>.\        MO    dcvicn.li;.   l{'L--rl{-    l'\        MO'; 
i'ni^iinl  crtif  snlislilnlion  il  r'cnKiM{iKiii(  (|nc 

l'M       UN      :     l'.N       \ig    ^    P  -*   Q^   M  +N-,. 


IV  B-  +  i;     -     PC  -  QB  •       B'    I,  +  M'  ^  N=    +  B^  P=  -i^  Q      L  -h  M'  -t-  N, 
-  B'   K'  -(    P'  +  Q'    (  \J  -h  M    -t   N^   ; 
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A ' 

h-  —  nf-  —  n'  =  g'\{-ig—  L=-M=  — N=;    R   +  P=  +  Q    . 

Ainsi,  iMi  iiu'ttîint  II'-  |mmii'  R" -(- P- -i- Q-  et  à'-  pour  I.'-' +  .M- -h  N-  :8;, 
on  il  ma 


ou  bien,  en  niettynl  encore  II-A  à  la  place  de  g-  —  ).-  (11), 

RH'A^ 

Il  s'ensuit  de   là  iine  la  (Uiantilé  ,v.t^  deviendra        ;  c'esl   la  valfin 

de-/-    30    ,  c'est-à-dire  de   la   vitesse   du   uiouvcuieni    de   la   loimliudc 
at 

uiovenne.  Or,  puisque  ^  est  la  <lislance  moyenne  dans  l'cHipsc    i;{  ,  nu 

voit  que  cette  vitesse  sera  proportionmdle  inversement  ii  la  racine  carrée 
du  cube  de  la  distance  moyenne,  comme  on  sait  que  cela  a  lieu  dans  les 
ellipses  invariables.  On  aurait  pu  à  la  vérité  supposer  cette  proposition 
comme  une  suite  de  l'invariabilité  instantanée  des  éléments  de  l'orbite; 
mais  nous  avons  cru  que,  vu  sa  grande  importance,  il  valait  mieux  la 
démontrer  directement  et  rigoureusement,  pour  ne  laisser  aucun  scru- 
pule sur  les  conséquences  que  nous  allons  en  déduire,  r(dalivcment  à 
i'allcralion  du  mouvement  moyen  des  Planètes. 

35.   Nous  avons  trouvé    2,2  ,  poni' la  varialiiui  de  la  i|iianlilc  A,  rt'[\f 

formule  très-simple 

(/A      ->.  ^/12  , 

dans  laquelle  {dil)  représente  la  din'ci'culicllc  paili(dlc  de  li.  en  y  taisant 
varier  seulement  les  variables  .r,  v,  ::  iclalivcs  ii  la  l'Iani'le  liiuiblee  T. 
Si  donc  on  substitue  dans  l'expression  de  ii  l(>  ,  ii  la  placi'  île  ces  va- 
l'iables,  leurs  valeurs  eu  t'onctitui  Ar  siuf/  cl  cos^  29;.  et  (lu'ensuite  (Ui 
substitue  encore  à  la  |)lacc  de  y  sa  valeur  en  />  31  ,  il  snilira,  pour  avoii- 
l'expression  de  (</ii),  de  prendre  la  ditl'ereuticlle  de  ii,  iii  \   taisant  va- 
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litT  sim|il('mciil  l;i  (|iiiiiilitt' />.  Or.  si  l'on  l'ail  on  nii'-iiic  temps  des  siihsli- 
liititins  :hi;iI()j;iics  pour  les  viiriahlrs  i',  r',  :;',  oc",  y",  r', ...  iclalivos  aux 

Plani'lfs  pciluilialritfs  ï  ,  T' on  fliangera  la  quantité  12  en  une  fone- 

lioii  (le  sinns  et  cosinus  des  angles />,//,//',.. .  et  de  leurs  multiples  ;  el 
relie  toncliou  sei'a  réduelil)le  :i  nru'  série  de  leiiues  de  celle  l'orme 

siii    . 
\  X  *i>  ■+-  >J p  -h  yp  +  . .  .  , 

ros     '        ■  '  ' 

A  étant  composée  uni(|uemenl  des  éléments  des  orbites  des  dillerentes 
Planètes,  el  /..  ;/.  v.  ...  étant  des  nombres  entiers  posilit's,  ou  négatifs, 
on  zéro.  Donc  chacun  de  ces  termes  donnera  dans  la  valeur  de  r/A  le 

terme 

,     ,  ,       eos    . 

iha/.Ax    .       /p-h'jp  -hvp   +...   , 
sm      '  '  ' 

cil  >urlc  (iiToii  aura  racileiiieiit  de  celle  manière  l'expression  (•ompli'te 
de  la  variation  de  la  (juanlité  A. 

On  voit  par  là  (juc  cette  expression  ne  saurait  contenir  aucun  terme 
sans  sinns  ou  cosinus;  car  les  termes  de  cette  espèce,  qui  pourront  se 
trouver  dans  l'expression  de  12,  s'en  iront  nécessairement  par  la  difï'éren- 
tiation  relative  ii  /):  et  il  ne  restera  dans  l'expression  de  2'dLlj  ou  r/A 
que  des  termes  proportionnels  à  des  sinus  ou  cosinus  d'aiiiiles  qui  coii- 
tienuenl  //. 

'Mi.  Il  s'eusuil  de  celte  analyse  fort  simple  que  les  variations  de  la 
(|uanlité  A  ne  peuvent  élre  (|ue  périodi(|ues;  par  consé(|uenl  ni  la  dis- 
tance moMiiiir.  qui  c^l  e\|)rimée  pai'  "^  1   ni  la  vitesse  du  moyen  moiive- 

niciii,  lîHpu'Iie  l'est  par  —     'il  ,  ne  seront  sujettes  ii  aucuiu'  espèce  de 

vai'ialioii  séculaire,  .\insi,  tant  (iii'on  n'a  égard  (ju'ii  ces  soi'tes  de  varia- 
lions,  on  est  l'onde  il  regarder  ces  éléments  comme  constanis  et  inalte- 
raldes  par  l'action  nmtuelle  des  Planètes.  Si  donc  le  mouvement  de  Sa- 
turne se  ralentit  de  siècle  en  sii-ele,  el  e(dui  de  Jupiter  s'accélère,  comme 
le>   o|)sei-vations  seuddciil   le  |)roiiver,  il  l'aiit   allriliiier  ces  variations  \\ 
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d'îiutres  (.'iiuses  qu'à  leur  acliuii  nuitucllc:  mais  par  lit  inciiii-  mi  doil  re- 
garder ces  pliéuoiuèues  coinnie  l'orl  douteux,  et  ne  se  résoudre  ii  les  ad- 
mettre que  lorsqu'ils  seront  suHisamment  eonstatés  par  une  longue  suite 
d'observations. 

37.  On  a  doue,  relativement  aux  variations  séculaires,  d\  ^  o,  et  par 
conséquent  A  :=  à  une  constante,  (k'tte  constante  est  différente  pour  les 
diverses  Planètes,  et  se  détermine  par  leurs  distances  moyennes  et  par 
les  moyens  mouvements.  Nous  prendrons  pour  plus  de  simplicité,  dans 
les  Recherches  suivantes,  la  distance  moyenne  de  la  Terre  au  Soleil  pour 
l'unité  des  distances,  et  la  vitesse  du  mouvement  angulaire  UKtyeu  de  la 
Terre  autour  du  Soleil  pour  l'unité  des  vitesses;  en  sorte  que  nous  repi'e- 
senterons  le  temps  t  par  l'angle  p  de  ce  mouvement  moyen.  On  aura  ainsi 
pour  la  Terre  'numéro  précédent; 

d'oii  il  resuite 

g^u     A  =  .. 
Or    15; 

et  connue  la  masse  de  la  plus  grosse  Planète,  c'est-à-dire  de  .lupilcr.  est 
moindre  qu'un  millième  de  celle  du  Soleil,  on  pouria  toujours  négliger  T 
vis-à-vis  de  S.  et  prendre  simplement  g  =  ^;  ainsi  la  (juanlite  ^  sera  la 
même  à  l'égaid  de  toutes  les  Planètes,  et  sera  par  conséqueni  toujours 
égale  à  i;  de  sorte  que  la  masse  même  du  Soleil  deviendia  l'unilc  des 
masses  de  toutes  les  Planètes. 

A  l'égard  de  la  valeur  de  A,  elle  .sera  égale  à 

I  f 

I       vitesse  nio\enne)  » 


(lisl.  niov. 
et  sera  ainsi  {(iniuii'  par  les  Tables  dstfoiiomiques. 

38.   Venons  maintenant  aux  variations  séculaires  des  au  h  es  elcuiciils, 
c'est-à-dire  des  inclinaisons,  des  nœuds,  des  excentricités  el  des  aphélies. 
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Hii  rci^ardaiil  les  inclinaisons  et  les  excenirieilés  comme  des  quantités 
tiès-|telites.  ainsi  (|n'elles  le  sont  en  elVel  pour  toutes  les  Planètes  de 
iinlic  >vsti'nM',  nous  n'aurons  égard,  du  moins  dans  la  première  approxi- 
uialion,  qu'aux  piemières  dimensions  de  ces  quantités;  mais  nos  t'or- 
nuiles  primitives  étant  ligouieuses  et  générales,  il  sera  facile  d'en  pous- 
ser le  ili'\i'lu|)|iciiiciit  plus  loin,  si  ou  le  juge  nécessaire. 

<  ir.  ciiniinc  (Hi  ;i 

I'       HOsiii'.),     Q  — RScosf,), 

'j  l'Iaiil  hi  laugciih'  de  l'inclinaison  de  l'orbite  et  '.)  la  longitude  du  nonid 
ascendant    5;,  et 

L  =  X  sinr,,     -M  ^-  /  cosrj  sino,     N  =;  ?.  ces/,  cosg, 

/  l'Iaiil  l'cxcrniricile  ii  cause  de  g---ij,  o  la  longitude  de  l'aphélie  et 
r,  la  laliluile  decet  aphélie,  hi(|uelle  est  déterminée  (9y  j)ar  ré(|uation 

lang-/)  =  ôsinnp  —  &>;, 

il  es!  évident  (pi'en  supposant  0  et  ).  très-|)etites  du  premier  ordre,  les 

.    .     1'     <)     ,,    .,,  .         , 

i|uanlites  .  :   ?"-•  .M,  iS  seront  aussi  tres-petiles  lU'  ce  même  ordie,  et  (|uc 

la  (|uantité  L  sera  très-petite  du  second  ordre,  puis(|ue  l'angle  r,  est  lui- 
méme  très-petit  du  premier. 

Diiiic,  en  négligeant  lr>  iiiiautilés  très-petites  du  second  lU'dre.  on  aura 

R  =  n=-U; 


n  =  v/  R'  +  P'  +  0'  =  K  y^  -^  1^  +  ^ 


et 


a  cause  de  u,       \.  Ainsi,  comme  A  est  toujours  un  noudirc  titii,  puis(|ue 
^  rxprimc  la  ilistaucc  uioyninc  de  la  Planète  au  Soleil,  celle  de  la  Terre 
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•  •hiiil  prise  |)mir  l'iiinlr,  les  (|u;iiitilrs  P  <'l  Q  scroiil  cllcs-iiifiiM's  tri-s- 
petites  du  proiiiicr  ordre. 

Ainsi,  puisque  nous  ;ivons  déjà  trouvé,  relnlivemenl  ;ui\  Viiri;ilioMs 
séeulaires,  c/.A  -o,  on  iuira  aussi  r/R  =  o;  et  il  ne  resteia  (pi'ii  <  liei- 
elior  les  valeurs  de  r/P,  clQ,  dM,  dN,  d'après  les  t'ornniles  des  n"*  17,  1!». 

Or,  en  négligeant  toujours  les  ([uantités  très-petites  des  ordres  snpé- 
lieurs  au  premier,  ou  aura  (29 j 

B  =  RN,     C=-nM; 

donc,  à  cause  de  ^=  i , 

n-  I  -H  M  sin  q  -t-  N  cos^ 

^  I  —  M  sin^  —  N  cosg  "  A 

et 

(/r  z= "i^ dq . 

On  auia  ensuite  '30j  celte  fraction 


R-  I  —  Msin7  —  Ncosç^' 
à  réduire  en  une  série  de  la  forme 

X  i  -h  p  sin  g  -+-  y  cos(/  +  è  siiiai/  -h  . .  .'.: 

(le  sorte  qu'en  n'ayant  égard  (|n'au\  premières  dimensions  de  M  et  X,  on 
aura  sur-le-champ 

p  =  2M,     y  =  2N,     ô  =  o 

On  substituera  doiu'  ces  valeurs  dans  les  expressions  de    jS^  et    y,;  et 
comme  la  valeur  de  q  est,  aux  quantités  très-[)etiles  près,  égale  à /^  on 
y  changera  sim|)lement  </  vu  p. 
De  cette  manière,  si  l'on  fait 

m  =  M -, j—-  -t-   -7-r-  +  •  •  •  . 

c/p  '       dp'         a/j' 


dp  dp-  dp' 


\. 


170 

on  aura 
donc (31 
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^(3}:=•2WI,       y)=:'}.n,     {â)i=o,...; 
B)  =  ?./«,      C    ^=in,     ^D)=:o, ...; 


|i:ir  (  iiiisc(|iicnt 
t't.  ililIcriMitiaiil. 


ij  =:  p  +  un  cosp  —  2  «  SI  11 /y. 


a  lauso  tic 


ilq  =  (Iji  —  3  M  <\npdp  —  aN  co'>p</p, 

lin  ;=  (  M  —  ni  )  dp,     dm  =i  ;  h  —  N   dp. 
A  l'ci^aiil  <U'  la  valciii'  ilc/J,  clic;  (lc|)cii(lra    3i    de  rc(iiiatiiui 

3 

lie  sorte  (jne.  comme  r/A  --  o,  on  aura,  en  iiitci;iaiil. 

p^yi, 

l'imme  dans  les  (iiliilcs  iiivaiialilcs. 

On    t'eia    donc   ces    dill'érenlcs  suhsiilnlions   dans    les   l'oinuilcs  doiil 
il  s'agit,  après  y  avoir  mis  pour  x,  y,   z   les  valeurs  rrustf,   /sine/, 

jT-'Qsiny  —  Pcosy^,  el  pour  a-'',  r',  :',.r",...  des  valeurs  semhhdiles.  où 

toutes  les  lettres  soient  marquées  par  un  ou  plusieurs  traits.  t)n  deve- 
lop|)era  ensuite  les  dill'érents  termes,  et  l'on  ne  l'cticndra  ipu'  ceux  oii 
les  i[uanlites  P,  O.  M,  .\  ne  passeront  pas  la  |)reinière  dimension  cl  (|ui 
eu  même  tem|)S  ne  contiendront  aucun  sinus  ou  cosinus  d'ani,Hes  propor- 
lionnids  à  /. 

39.  (ionimeucous  par  les  rormuies 

(diï  dil     \    , 

(/j)       du 

,  dx  dz 


...       ,dil  dil     \    , 
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1  ■         I    .  .        .  dû     dQ,     (/Q   ,  I  , .  „ 

Lu  >ui)slitiianl  pour  -7—»  -,—  }  -r—  leurs  valeurs  '16,,  ou  aura 
'  ax      dy      clz  ' 

m  dQ 

dy   '        dz 


dH  dQ. 

d.r 


-7—  X=  T       -;- ;-      {X  Z  —  XZ    \  -(-Tl-r- T7-\[XZ—XZ      -r-..., 

et  l'on  trouvera  d'abord  ces  transformations 

,  /Osino  —  Pcosfl    .      ,      Q'sino'— P'cosfl'  \ 

)•  z  —  yz  =  /r    ( ^— jj ?  sinç 2_^ î-  sin^  J 

=  —  (î^--  jyj   [cOS(.7-9    ,-C0S;Ç  +  7    ;] 

r/'  /P        P'\     .     ,  ,  iT    /P        P\     . 

,  /Qsino  —  Pcoso          ,      Q'sino'— P'coso'  \ 

X  z  —  XZ  ^z  rr   I  -= ^-g '  cosç 2__^ ?_  ros^  1 

=  -  — (g -57J  Lcos^-9  ,i-î-cos(^-Hg    ] 

et  ainsi  des  autres  expressions  st'inl)lal)lf>. 

Or,  puisque  les  quantités  P,  Q,  P,  Q,...  qui  multiplient  tous  les 
termes  de  ces  expressions  sont  très-petites  du  premier  ordre,  il  faudia 
rejeter  toutes  les  quantités  de  cet  ordre  et  des  suivants  dans  les  valeurs 
de  r,  r' . . . .  et  de  q,  q' 

Ainsi  l'on  fera  simplement  ^ numéro  précèdent) 

'•=;^'      /'^^j,,--,      q^p,     q'  =  p',...; 

mais,  pour  plus  de  simplicité,  nous  retiendrons  les  ciuantitésr,  /',...  en 
les  regardant  comme  constantes  et  égales  aux  distances  moyennes  dc> 
Planètes  T.T',.... 


\11  IllKOKIE   ni:S   \ARI\TI(».NS   SEC  U  I.  U  K  KS 

Il  l'iiiidra  ciisiiitc  lairi'  les  iiirim-s  siilisliliilioiis  ihms  les  (|ii;(iilit('s 


•I  V  iicf^ligiT  aussi  pai'  la  moine  raison  toutes  les  quantités  très-petites. 

On  aura  done    16) 

p=^r,     p'^  /■' 


ff'r    y  /•'—  irr'  cosiq  —  q')  -\-  r",     0-"=  \/ r' —  zrr"  i-os{q  —  q"  ]  -f-  /•"',.  .  . . 

Or  la  quantité  irrationnelle 

[r' —  T.!!' cosiq  —  q' ) -k- r"\   '' 

[ifiil  se  développer,  eoniine  on  sait,  dans  une  série  de  la  l'orme 

i\  i'    ~\-    r,r'),cosiq  —  q' ) -^'    r,i').co>iy.q  —  q'    ■+..., 

dans  laqni'Ile 

[r,  r'  \     ,  r,  r'),,       r,  /■'),,... 

sont  des  fonctions  de  r,  r'  sans  fj,  q  (voyez  [)his  lias  le  n"  i-6j;  de  menu- 
la  quantité 

[/•'—?.;■/■" cos(^  —  ^") -f /•"']    ^ 

sf  dcv(dop[)era  dans  la  série 

'".  '■" )  -t-  (  '•,  ;■"  ;,  ces  q  —  q"  ) -\-  {  r,  r"  ), ces  f.\q  —  q"  ]  +  . . ., 

et  ainsi  des  autres  (inautilés  semlilaMes. 
Donc  on  aura  par  ces  sul)stilutions 

I           I  '  ,         / 

-TT 77  —  VI  ~  ''"'  ''  '  ~  •'■'  '■  )i  cosic/  —  q'  ]  —    r,  /■' ),  cos^.(^  —  ç'  )  —  •  ■  •  i 

III  „ 

-Fi  —  -p^  ^=  -jr,—    ''.  '■   '  —    r,  I-"  \  cosfq  —  q"  ^  —    r,  r"  V.  ros?'  q  —  q"    —  .  .  .  , 

et  ainsi  des  autres. 

On  inulti|)lii'ra  niainlenaut  ces  (piantilés  |tai'  celles  (pie  nous  avons 
trouvées  ci-dessus,  en  cliangeant  dans  les  unes  et  les  autres  les  lettres  -/, 
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(j  ,...  t'M  p,  p' ;  et  l'on  ni-  reliciidrii,  après  la  iiiiilli|irKatioii  cl  je  dt-vf- 

loppoment  des  sinus  et  cosinus,  que  les  termes  (|ui  ne  (onlirinii diii  ni 
sinus  ni  cosinus. 

De  cette  manière  on  aura  sini|deineiil 

/  '  •  \  ,    '  '  rr'/P        P'\ 

et  pareillement 


„  / 


4  \K 
//    /  p      p" 


4    \1{        R" 


el  ainsi  de  suite. 

Donc  enfin  on  aura  pour  les  variations  séculaires  de  P  ei  O  ces  for- 
mules différentielles 

—  ^^^f^  iMf  )  -  -  ^^^^T^  (M^)"' -  ■  ■ 

On  aura  des  formules  seiiililaMcs  pniii  les  varialioiis  scciilalics  de  l*  .  (J  . 
P",  Q",...,  en  changeant  seulement  dans  celles-ci  les  (|uanlilés  P.  O.  |{. 
r,  Ten  P',  Q',  R'.  /•  ,  T  ,  ou  en  P".  Q",  R".  /",  T",...,  et  rice  rerso. 

40.   On  peut  simplitii'r  ces  formules  en  faisant 
P  O 

et  de  uuuiie 

»"         ,      Q' 
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r;ii-.  «• ne  r/H        o  (38;,  Oïl  aura  sim|)l(>nit'ill 

,IV      l{(/s,     <IQ  =  \\(/it: 
.l'aillniis    39j 


R  =  4=  =  v/'- 


DiiiK  si  l'on  t'ait,  pour  abréger, 
Trr'  r,  /•'), 

o,    11=  — ■ = 5 

iiii  aura  ces  ('«luatious  liuéaires 


Vrr"{r,  r"), 


t/i 


<lu 


^  o,  I        U  —  «'      -t-     o,  2        «  —   U"     -(-...=  O, 


--  —    o,i]is  —  s'     -f-  (  o,  2  )  I  i  —  i"  1   —  .  .  .  =  O  ; 
(Il 


PU  faisaiil  de  UK'iuc 


Tr'rfr',  /•),         ,        ,       T"r'r"(r',  r"), 


2,  O)  : 


4v'/' 


4vV' 

T' ;•'>'(>",  r' Il 

(2,   I  )=  ==- f-  •■> 

4v'"" 


ou  aura  aussi 


^ 
/^// 


(Il 


H-  f  I,  o     (m'—  u     +  (  I,  2)  (m'—  /<'      -<-.  .  .=:0, 


1,0  l{s'    —S      —      1 ,  2  }  («'    —  i"  )   —  .  •  .  =  O, 


-t-  '  2,  O     (  K    —   M  )  -h     2,    I  )  ;  H    —   H    ;    -t-  .  .  .  =  O, 


— 2,  O  )  (  s"  —  4J    —  (  2,   I  )  («"  —  i'  ) 
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et  les  variables  s,  s',  s",...,  u,  a',  ii",...  de  ees  é(|uati(His  e\pi  iiiiennil  les 

(|uaiilités 

ôsino),     O'siiiM',     0"  slnoi",. . ., 

6  cos'jj,     0'  coscr)',     0"  coso", . . . , 

dans  l('S(|iielles  5,  5',  5",...  sont  les  tangentes  des  indinaisuns  des  (tihili-s 
(les  Planètes  T,  T',  T",...,  et  w,  '»',  w",...  les  longitudes  des  nœuds  ascen- 
dants de  ces  orbites. 

Telles  sont  les  formules  les  [dus  simples  pour  detei'miuer  les  varia- 
tions séculaires  de  la  position  des  orbites  planétaires;  nous  les  avions 
déjà  données  dans  les  Mémoires  de  i Académie  des  Sciences  de  Paris, 
page  109,  année  1774  (');  mais  nous  avons  cru  devoir  les  l'edouner  ici 
pour  ne  rien  laisser  à  désirer  sur  la  Tbéorie  des  variations  séculaires. 

11.  Il  ne  reste  plus  (|u";i  (levelop[)ei' et  ;i  leduire  d'une  luauii're  scui- 
blable  les  foiuuiles 

f/N  =  nx  (hl    -  cl>r/.r  -  ^  odo. 
(Ix 

dM  =  ir  dii]-^Vdr-  ^odo. 

dy  ■     ' 

Pour  cela  nous  ferons  d'abord  dans  la  fonction  12  :'  16  les  subslilulioiis 
de  rcosf/,  rs'mq,  /-'cosï^'.  /•  sinr/'. .  . .  pour  x,  y,  x  ,  y' , ...  :  ce  (|ui  don- 
nera une  fonction  de  r,  (/,  ;,  /',  ly  .  r Or,  en  ne  considérant  (|ue  la 

vaiiabilité  de  x,y  et  de  /■,  q,  il  est  \isilile  (|u'on  a  celte  é(|uation  iden- 

ti(iue 

Ji2    ,         dil    ,        dll    ,        dil    , 
tlx  dy     •  or  dq      ' 

la(|iHllc,  en  substituant  pour  de.  dy  leurs  valeurs 

cosf/  dr  —  /siiK/  //(/,     siiK/  dr  -^  rcosq  (/</. 


(■  )  Le  MiMiioiif  iUhiuel  il  est  l'ail  ici  allusion  appaiiiiMit.  comiiu'  nous  avons  lii'jà  eu  occasion 
lie  le  nienlionncr,  .1  la  troisième  Section  des  Oliiivrcs  dr  l.tij:;rari^r. 

(  Note  de  r  Éditeur.  ) 
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f|  i'iiiM|Kii'iiiil  li's  Ifiincs  aH'i'CIcs  de  th  r[  rit/,  (li)iin('ra  ces  dciiN-ci 

(/il  (/iâ     .  du 

rfû  (ID.    .  dQ. 

(/y         ^  dr         '        dq 

t\\n\  l'on  tire 

</l2        (/il  dil  sino 

dx         dr  '        dq      i 

dil        dii    .  dO.  coso 

dr         dr         '        dq      r 

De  sorlf  (|iir  les  loiiclioiis  <I>  ci    dil    (Icviciidrunt    18) 

diï  di.1  ■ 

(|)  r=  ;■ -j-  z • 

dr  dz 

dil  ,     dil  ,      dil  . 

I  rfiî   =  -J—  dr  -h   -j—  dq  -)-  -r-  dz. 
dr  dq     ^        dz 

Siil»liliiiiiil  ci's  valeurs  dans  les  forimili's  ci-dessus,  el  uiellanl  aussi 
pour  fjdfi  —  .idx -hytfy -^  zdz  sa  Iransfoiinée  rdr-hzdz,  un  aura. 
après  avoir  ordonné  les  termes, 

/      dil  dil     .  dil     .       .    , 

+  ^,,,._  oos</  +  ,'  --^^  smq  -  rz^smq)  dq 

•     /      dil  dil  z   dil     .       ,    , 

+  (,,__eos<,-  z^cos9+  -  —srnvj'/-'. 

'/M  -^  -  ^7/-  '^osv  -¥-  z  -j_    sinvj  (//■ 

/         dil       .  dil  dû  V      , 

+  ^,,_  su../  -  ,  ■  -/^,-  COS7  -  rz  -^  cos?)  ,/7 

,       dil     .  dil     .  z   dil  ,    , 

-I-     2/'— r—  siiu/  —  Z  —r-  mua  — p   atsq    'Iz. 

\       tlz  '  (Il  ^        r    dq  '/ 

42.  (.oniuie  nou>  ne  voulmis  pas  pousser  la  pr'ecision  au  delà  de> 
ijuanliles  Ires-petili.^  du  premiei' ordre,  et  (|ue  les  vaiial)les  .r,  v.  z,... 
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sdiil  (Icjit  cllcs-inciiics  Irès-petites  (le  cet  ordre,  |)iiis(|ii( 


3=-iT(QsinqfP  f  os  r/  ), .  .  .  ; 


il  êsl  claii' (|ii'oii  poiiira  d'abord  simpliliei'  les  rorinules  précédentes,  en 
y  négligeant  tous  les  termes  où  z,  z',...  l'ornieront  des  produits  de  denx 
ou  de  plus  (le  deux  dimensions. 

Donc,  puis(|ue  tous  les  termes  de  la  valeur  de  ~'  sont  eux-niéiiies 

déjii  multipliés  par  ;,  ou  ^',  ou  s",...  (  15  et  16),  il  s'ensuit  (pie  les  for- 
mules dont  il  s'agit  se  réduiront  à  celles-ci 

...       dil    .       ,        (      (19.  diï    .      ,    , 

</N  =  -^  smqdr  -^  [^'--^  cosg  +  /--^  suu/)  rA/, 

i/il  ,        I      dil    .  dil 

-^cosqdr-^[.r--^- 


rfM=  —  ^^  cosqdr-i-  (  2r--,—  sine/  —  /•^•^—  ros^)  dq; 


et  <pu'  la  l'onction  il  deviendra  de  cette  l'orme 

L  ''"  \/''- — ^r'rcosiq  —  q')-i-i'"j 

^  ^,Trcos{q-q"]  _  '  1 

L  '■  "  v^/-'  —  ■ir"rcos{q —  q"^ -h  r"^j 


On  fera,  dans  ces  formules,  les  substitutions  in(li(|uées  plus  liaut  38  j, 
en  ayant  soin  de  rejeter  tous  les  termes  (|ui  contiendraient  des  produits 
ou  des  puissances  de  m,  n.  M,  N,  m',  n'.  M',...,  ainsi  (|ue  ceux  (pii  se 
trouveraient  multiplies  par  des  sinus  ou  cosinus  des  angles  /;,  //, .  . .  ou 
<les  combinaisons  (|uelconques  de  ces  angles. 

Donc,  puis(|iie 

q       p  -h  2  m  cos/)  —  :>  n  sin p.     dq  -    dp  .  i  —  •.>.  M  siii/y  —  ?. N  cos/»  , 
V.  ?,3 
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iiii  aiii'ii 

sin^  =  siii/>  -1-  m{i  -t-  cos?./>;  —  n  s\{\i.p, 
cosq  —  cosp  —  m  s'intp  ■+-  n  i  —  cosj.p  i, 

s'in q(/q  —  \y\\\p  -t^  m  —  M  -f- (m -+-  M)  C0S2/>—  («+  N    sin?/>]  d\>, 
io»q</q  =  [cosp  —    m  -^  M   sin2/>  -+-  w  —  N  —  i  h  -i-  N   ros?/»]  </p. 

Kiisiiik-,  t'ii  conservant  la  lettre  r  ponr  représenter  la  distance  moyenne 

-^1   comme  on  en  a  usé  ei-dessns,  on  mettra  r   r  -i- .M  sin/>  +  N  cos/>j  an 

lien  (If  r\  et  r'.M  cos/j—  Nsin/>i  dp  an  lieu  de  dr. 
De  sorte  (|u'(ni  aura 

•       /           /    [           N       /M         \    .             /           N\  1 

sinqar  —  iiip  \  m       —  +  I "■]  sin /y;  +  I  m  -■■ cos  ?./;  U 

cos(/ <//■--    /■'//'    «  ^ h  ( kJ  coS3./>  —  I  m  H ]  SOI  »/;  h 

■       ;           /    [   ■                    M       /          M\                  /         N\     •  I 

rsnK/dq       idj)    smp  -+- m 1-  I  n;  ^ 1  cosf.p  —  (m  H I  sm  xp  U 

(lq~  rdp\  cosp-h  n '■ im-{ ]  sin?./;  —  (/(  -^  '    j  cos-y.p  U 


rrosq 

I-  sinç  (Iq       r'f/pl'^inp  ~  m  -+-  m  cosip  —  «  sin  ?•/>]. 
r'  cosq  dq  -^  r'i/p  cosp  -\-  n  —  «isiii?./^  —  n  cos^.p], 

Knfin,  comme  i2  est  fonction  de  r,  r',  r",...,  q,  q',  q il  y  faudra 

aussi  substituer  rfi-i- M  sinyy  —  N  cos/>j  et  p-h  ^mcot^p-- :>.ri  s\u/)  à  la 
place  de  r  et  ^,  et  ainsi  des  autres  quantités  analogues  r'.  q',  r",  q',...  en 
mai'(|uanl  simplement  toutes  les  lettres  d'un,  de  deux....  traits. 

On  changera  donc,  dans  la  fonction  il,  les  quantités  q.  q  ....  en  />. 

ri' et  l'on  substituera,  an  lien  de  -,-^ 

'  dr 

tlHl  ,  .  ^/=u   ,    ,         ,        ,  .      ,>  rf'll    ,    „         „. 

-  •>  ,    .   [ni  cos/^  —  «  sin/>  I  -t-  •>     --  -,  f «/  cos/>  —  //  sin//)  -f-  2  .    .  „  («/  cos//  -  //  sm//)  -*- . 
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,11  I     f/ii 

<•! ,  a  la  |)lan'  de  -7—) 
'  (Iq 

%  ^''îu^p^^'^^^'^''  ^^^'^f'^^ '' ^dVili,  ^^^'*i'V'^-^■'cos/'')-^-'■\-^:s^^il"s'n/'"-^-•*^''cos//)-^- 

'''"  ,  ■      >  d'il   ,     ,  ,        ,  .      ,.  d--il    ,    ,         „         „   .      ,, 

^  'i  -7-^  (/»  co#/^  -  «sm/<)  4-  2  j — T-,  (m  coip  —  //  sin/>  )  -h  -2-^ — j-r,  [m  cosp  -  n  Mn/)  )  -t- 

C.t's  siibstidilioiis  laites,  il  ii'v  aura  j)lus  qu'à  changer  la  l'onction  12  en 

une  série  de  cosinus  d'angles  nuiltiples  de  p  —  p  ,  p  —  p" ,...  ;  et  comnn' 

des  termes  résultants  on  ne  veut  conserver  que  ceux  qui  se  liouveront 

,,  ,       ,  1      f       ,•         f/Û    d-^ 

sanssinuset  cosinus,  on  reniarcjuera  d  abord  que  les  tonclH)ns  -p?  "T"?' 

d'il       d'il  ,  ,  ,        1    .  •      .      . 

/,,■>    ,.,„•>•••  ne  pourront  donner  de  ces  sortes  de  termes  qu  autant 

(|u'elles  ne  seront  multipliées  par  aucun  sinus  ni  cosinus,  ou  qu'elles  le 
seront  par  des  cosinus  de />—/>', /^ —  />",.. .  onde  leurs  multiples  quel- 

eondiU's;  nue  -t->  -; — r-'  -,  ,  ,  ^-  ■  •■>  -, — 5-7'- ••  ne  donneront  de  nareils 
'  '         dp      (irdp     dr  dp  dvdp  ■ 

termes  (|u'autant  (ju'elles  seront  multipliées  par  des  sinus  de  p—p, 

d'Q.      d'il 

dp'     dp  dp' 

l'ont  qu'autant  qu'elles  se  trouveront  multipliées  par  des  cosinus  de 
p—p,p  —  p",...  ou  de  leurs  multiples.  D'où  il  suit  que  ces  quantités 
seront  les  seules  auxcjuelles  il  sera  nécessaire  d'avoir  égard  dans  les  sub- 
stitutions dont  il  s'agit,  et  qu'ainsi  l'on  pourra  d'altord  réduire  les  écpia- 
lions  en  question  à  celles-ci 

,^,        /;-  d'il  ..         ,</!>      V    , 

r/N  = f —  M  -t-  l'-j-  m     di) 

\  2    fir'  dr       I 

r        .  'i'^     ■  .        '•"'■'    d'il  ,  K,,  , 

+ 1 - '•'  d7d]i ■'^'"'^ -f^'^-rdJ^'^^'P-p  I ^' ''f 

r        d'il  ,  ,  d'il      .  ,    \     ,  , 

-^r^'dJ^p''^'P-P     '^''■drdp''"''f-P     \""''' 

,    d'il      .  „         r'r"     d'il  „    ]  .,„  , 

•     .-jr-r  sii>  P  —  P     H r-f-  fos(/>  —  p       M  '//' 

dr'  <lp         '       ^  ■?.     drdr  J 

d'il  „  ,    d'il      .  .    I      .  / 

-^  cos.p  -  /'    -f-  r'  -f-j-^  sm  p-  p        m  dp 


dp  dp"  ^      ^  drdp" 


23. 
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f/M  =  - 


ir'  d'il  -,         ,f/i)      .    . 


'■'■■,177,,. 

d'il 


m  p  -  p 


r  i~,  cos  B—  /'       N  '//' 

2     drar  '^       '       \        ' 


—  I  •  '■  -, — rr  Jii''  p  —  p'  I  +  r- -= — ,—  sin  p  —  «'      ii'dp 
I       dp(/p  '^      '^  drap  \ 


dr"dp 
il' il 


drdi- 


dil 


,     ,~,  rosi  p  —  p'  )  -+-  r-  —, — T— ,  siii  p  —  p"  i    n'f/ii 
dp  dp  '         '  didp  J 


ni.   Develu|)|MHis  inainlciiant  par  les  iiiélliodes  coiiiuu's  les  l'iactiinis 
iirationnelles 

[r'— an' rosi/»    -//)-(- r'»]   ',      [;■'— 2 /■/•"  cos  (/>—/>")-*- '""']   ',■•. 

t'ii  séries  rationnelles  de  la  forme 

V  -¥-  W  cos  p  —  p'  )  -i-C  cosafp  —  p' }  +.  .  ., 
\"h-  H'Cos  p  —  p" } -h  C" C0S1  p  —  p" }  -H. . ., 

el  ainsi  de  snite. 

On  anra  alors,  en  changeant  dans  i>  la  lettre  </  en/j. 


O 


=  —  T'   A'+  (B' ^j  ros  7>  —  p'    -\-  C  cosa/j  —  //i  -4-  . . . 

IB" -^  j  nos  p  —  p"   -+-  <;'  cos?,  p  —  p     ■+-... 


-T   A"  + 


On  suhsliliiera  cette  valenr  dans  les  équations  précédentes,  el  l'on 
Cera  attention  (|ne  \',  H'....  sont  fonctions  de  r  et  /•'  senlenient,  (|ne  A". 
B",...  sont  fonctions  de  /-et  r",  et  ainsi  de  snite.  Kn  ne  retenant  que  les 
lei-nies  sans  sinus  ni  cosinus,  ou  aura  euliii  ces  é(|nalions,  dans  lesqu(dles 
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^  est  mis  à  la  place  de  dp, 
I  - 

''^^-(^  -i^^T  -ô-^^--)  -r 
-V'—d7^^'-dF^--)-r 

_       frr^  dB^        rV    f/'B'  3r-\  M'dt 

\  2    </r'  4     drdr'         r'-  )       f 

\  2    t/r         ir-j       l. 

/rr"  rfB"         ,■;,■"    (/>B"         3r^\  M"</< 
\  2     </r"  4      drdr"        r"'  /     _^| 

-  T'  {rW 


/•-  f/B"  3r^  V  m"dt 

1     dr         2r'-  '       4 


.m=,t.v-:-.tÇ^.-..)^ 


//r;  (/F         r^/'    f/^B'     ,    3/-^\ 

\  2     dr'  4  ^/''f/'"'  '■'"  / 

^  ;  „        /■=  rfB'  3/-\  n'dt 

\  2     (//•"   "^     4     drdr     "^  ;"-  /       f 
,/  „,       ;•=  dW        3/-\  n'V// 


rfA'        ^„     </A"  V  nrf< 

■  f/B'         ;-/■'    rf^B'  3/-\  N'(// 


-i-T"    'B'-)- 


Ce  sont  les  équations  qui  servent  à  tieterminer  les  variations  séculaires 
des  éléments  M  el  N;  et  l'on  aura  des  équations  semblahles  pour  les  va- 
riations séculaires  de  M'  el  N',  de  M"  el  N", . . . ,  en  mai  quaiil  simplemeni 
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irim,  (II-  deux,...  Iraits  k-s  lettres  (|ui  n'i-n  ont  aucun,  à  l'exoepliou  de  /, 

el  reei|)rii(|ueiiient  ellaeaiil  les  traits  de  eelles  (|ui  en  ont  un,  deux 

A  Tei^ard  des  (|uaiililes  ///,  «,  on  aiiia,  |MUif  leur  déleiniinalidu .  les 
ei|uatiuns 

dn  =    M  —  m   —  •     dm  =  i  h  —  N  )  — ,■  » 


eijMiine  il  resuite  des  ex|)ressions  de  ees  (|uaiililes  38;:  el,  niai(|uaiil  les 
lellres  m,  n,  M.  N.  et  /•  d'un,  deux,.  .  .  traits,  (in  auia  les  e(|uali(ins  de 
/h',  n  ,  de  m",  ii' 

ï'i.  (^uinnie  dans  les  formules  |)rée('dentes  il  entre  non-seulenieul  les 
(|uantites  A',  B  ,  A',  B" mais  encore  leurs  dill'érenees  premières  et  se- 
condes, nous  allons  donner  la  manière  de  faire  dis|)aiailre  ces  dill'érences. 

Va  d'aijord,  puisque  les  coellicienls  A',  B',...  résultent  du  développe- 
ment d'une  fonction  homogène  de  /■  el  /•  de  la  dimension  —  i,  ils  sont 
aussi  nécessairemeul  de  pareilles  fonctions  de  /cl  /•  de  la  dimension 
—  I,  de  sorte  (pu'.  par  la  propriété  connue  de  ces  scuMes  tic  fonctions, 
on  aura 


r/B'           ,  dW 

'  d7^'d7'-^- 

par  couse(jUi'nl 

/  '     —  =  —  B'  —  /•  -^ , 
(II'                            dr 

,  dW               f/B'         ^  </B 

dr'^                   dr                dr- 

\in->i  la  ipiantilé 

rr'  dlV         r'r'    d'h' 

■>.    (//-'            4      drdr' 

di'\ienili'a 


-  B'  -  /• 


,f/B'        H  d'M' 


dr  4    dr' 

!)('  même,  el  par  la  ménu'  raison,  la  (|uantilé 

!ll  'IK.  ^  rV^    d-W 
a     dr"  4      drdr" 


DES  ELEMENTS    DES   PI.WETES. 


I,s:i 


(lcvicii(lr;i 


B' 


,t/'-B" 
(h- 


4    dr-  ' 


(M  iiiiisi  (les  autres;   iiiiivoiinanl  (Hioi  il  n'y  ;uii"\  pins  ()uc  des  dilieren- 
lielk's  relatives  à  /•. 

An  reste,  (juoi(jue  la  propriété  des  fonctions  homogènes  dont  nons 
venons  de  l'aire  usage  soit  assez  connue,  en  voiei  une  démonstration  bien 
simple.  Si  'i  est  une  fonction  homogène  de  plusieurs  variables  .r,  y.  z,..., 
(|ni  forment  partout  la  même  dimension  du  degré  m,  il  est  clair  qu'en 
suitstituanl  ax,  av,  az,...  au  lieu  do  x, y,  -,...,  la  fonction  o  deviendia 
(/'"'v,  a  étant  une  (]uanlité  quelconque;  si  donc  on  fait  a  ~  i  -i-  «,  «  étant 
une  (juanlité  infiniment  petite,  il  faudra  qu'en  faisant  croître  les  varia- 
bles a:,  y,  z,...  de  oix,  i-xy,  c/lz,...,  la  fonction  o  croisse  en  même  temps 
de  m7.'^\  ce  (|ui  donne  évidemment  rétjuation 


^9 
dx  ' 


dr  dz 


45.  Voyons  ensuite  comment  on  peut  déterminer  les  valeurs  de  A',  B', 

A",  B". . . .  et  de  leurs  ditférentielles  relatives  à  /■.  Pour  cela  je  fais,  en 

général, 

V  =  /"'  —  a/'c'  cosM  -I-  /•'-, .    . , 

—  :=  A  +  B  COi  «  -I-  C  cos  o.tl  +  . .  .  ; 
en  diUérenliant  relativement  à  u,  on  aura 


2srr  sin« 


=  Bsinw  -f-  ?.Csina«  -f-. 


I 


donc,  mnlliplianl  |)ar  V  et  subslilnanl  la  valeui'  de  V  ainsi  (lue  celle  de 
Y^',  il  viendrai  celte  ('■(|uali()n  iiienrK|ne 

■>  s  ri-'  sin  u   A  -f-  B  cos  m  -)-  C  cos  a  «  +  .  .  .  i 

=  {  r'  —  2/v'cos«  -1-  r'-'    B  siii  u  -¥■  2^]  sin  ->«-;-...  , 

la(|ii(lle,  en  développant  les  termes  et  comparant,  douneia  d'abord 

srr':  a  A  —  C  >  =  (r'  +  /•'^)B  -  a/rT., 


18'.  TiiKoiuK  i>i:s  \vinvnoNS  séculaires 

d'iin  1(111  lire 


c- 


,.î  +  ;'')B  —  2srr'  \ 


(2  —  s)rr 


cl  l'on  irouvfi;!  di'  iiiriin',  pur  la  coiiipaiaison  dt'S  aiilics  tcinics,  les  va- 

Ifiirs  lit-  1),  !•: fil  A  cl  B. 

Sii|i|i(is()iis  i)  |)r('Sfiil 

— -—  zzz  a  -^  f>  COS"  —  <•  fdST  «  -t    .  .     ; 

(liiiir  :  I"  imiltiplianl  par  /  -  —  2/r  l'osw  4- /■ -,  cl  compaïaiil  avec  l'cx- 
prcssidii  ci-dcssiis  de  ^î  on  aura 

(  r'  -r  /•'■'  )  «  —  rr'  6  .-=;  A  ; 

:V'  iiiullipliaiit  par  y.srr's'iwii  et  coniparant  avec  l'ex|>r('ssi()ii  ci-dessus' 

,     7.srr'  ^\]iii 
de  — ir.~ — 1  on  auia 


K; 


mais  il  doit  y  avoir  enlre  a,  h,  c  la  uiêiiie  rclalion  (|u'cnlre  A.  H.  (!. 
(  lianj^eanl  seulement  *  en  5  -t-  i ,  en  sorte  que 

_  1  /•'  -I-  r''  )  6  —  2 { «  -H  I  j  rr'a 


donc,  sulisliluaiil  celle  valeur  de  f,  on  aura 

—        \^n'a  —   /••  -f-  /-''iftl  =:  B. 
Do  ces  deux  e(]uali()ns  on  tirera  les  valeurs  de  a  et  de  //.  cl  Ton  aura 


(r'—  r"? 


4  /t'A (  ;•'  ■+-  r'' ,^ 


r'  —  /•")» 
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Cela  posé,  dillcrciitioiis  r(''qiirttioii 

-r^  =  A  -I-  B  cos II  -h  . . ., 
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en  V  faisant  varier  rseul;  il  viendra 


■2S  r — r'cos«,        d\         f/B  r/C 

-,-  COS  II  -I 7-  cos-}.  Il 


(/r    '     dr 


dr 


donc 


doiu 


2/-^  —  2  rr  COS  M  r  r/A        ;■  rfB  /■  dL 

ï^— =: ; r-  COS  II —r   C0S1U  —  . 

V^^'  i    (//•         i    ar  s    dr 

2 /•-  —  2  rr' cos «<  =^  \  H-  ;■■  —  /''•  ; 


I        r-  —  r'-  r  d\         r  f/B  /■  f/C 

—  H = -j j-  COS  It y-  COS  2  «  —  .  .  . 

\  '  V'-^'  s    dr        s    dr  s    dr 

=  \-i-B  cosu  -h  C  C0S9.  it-h .  ..-^  {>•■—  r'^\  [a  -+■  h  cos  II  -i-  c  C0S7.  u  -h . ..), 

équation  qui   devant  être   identique   donnera  par  la   comparaison  des 
termes  semblables 

s    dr  s    dr 

savoir,  en  niettanl  pour  a  et  i>  leurs  valeurs  trouvées  ci-dessus,  et  ré- 
duisant, 

d\  (1  —  i)  r'B  —  2sr\ 

dr  r'  —  #•'' 


I  —  25y/H ;-     B  — 4«''-' 


On  trouvera  de  lii.  (lar  la  simple  dillcrenlialiou  el  siihsiitulion,  les  va- 
,  ,     d'A.     d'B     d'A 

Les  formules  preeédenics  clunl  li'enerales  [lour  (|uel(|iic  e\po>anl  .vcpif 
ce  soit,  nous  ferons  .y  =      pour  les  a|)pli(|uer  ii  uoirc  (dijct:  el  il  csl  vi- 
V.  24 
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>\\>\i-  tiirjilors  lis  (|ii;iiilil('s  A,  B,  ('.,...  (Icvii-iidroiil  celles  (|iie  ikmis  ;ivoiis 
liesiiiiiees  piir  A',  B,  G, .  . .    43  j. 
Nous  ;iurons  tlone  :tiiisi 


r/A 

/•'B'-2iA' 

f/r 

2(r'  — r")  ' 

dB' 

—  B'-ar'A' 
r 

2r'  t/A' 

,lr 

;•=  -  r" 

/•      (Ir  ' 

el  (le  lii,  en  diUéreiiliaiit  et  siii)slilii;irit. 


t/^A' 

,r'B'-(r'-i-f'»)A'        i  dK' 

rfr' 

~                (r'—r"y      .          r    dr 

ir-k'           (3r»  — f")/-'B' 

r-  —  r'^<^          f.rir^—r'-"'    ' 

^/B' 
<//•= 

■1,'  d.V        ■>.,-'  d^y 
/•'     dr           r      dr' 

■!tr'{3r'—  r"i\'        ar'^  ar»  —  ;•'')! 

r{r' 


/•';>»  — r")' 


.M;iis  on  aura  des  rorniiiles  plus  simples  en  inti'odiiisaiil  a  la  place  des 
(piantilés  A,  B  les  ipiantilés  a,  b  qui  résullenl  du  developpeuient  de  la 

fonelion  .  --  •  Car,  en  l'aisanl  5  =  -  el  déiiolant  par  n  .  I>  les  valeurs  de  a. 

h.  dans  ce  cas  on  aura  d'ai)ortl  (numéro  préeédetU 


\'=    /■'-(- r'^^rt' — n'h',     B'       ^rr'a' —    r- -h 
el.  suhslilnanl  <es  valeurs,  il  viendra 


r''\h'. 


d  V         ;■'  b'  —  -ira'         (/B 
dr  t.  dr 


d'\' 
tir- 


d\'  _  ^ra'—r'b'       d-R'       l\n^a'—T.r''b' 
dr  ■}.  r  dr'  /■ 


(Ji  il  esl  \isilde  que  les  (juanliles  ci ,  b  ne  sonl  aulic  cliose  (pic  celles 
(pie  nous  avons  représeiilées  par  [r,  r' ),  {r,  /' j,  dans  le  n"  '.W:  ainsi,  en 
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•()iiM'i\;iiil  (fs  (lornières  expressions,  on  aura 

B':.:;  4 ;■/•'(  r,  r' )  —  (/•' -h  r")  (r,  r'),, 

— 7—  =  —  '■(/•,  '•  1  H —  r  {r,  ;•    ,, 
cir  1 

r/B' 


fir 


=  —  2  /■'(  ;•,  /•'  j  H ;  r,  /•'  ; 


d-W        6i'       '    ,         2/-'^ 


et,  pour  avoir  li's  valeurs  de  A",  lî",  —j—i  -j^-,  ••  -,  il  n'v  aura  (|u'ii  chan- 
ger r  en  /•",  el  ainsi  de  suite. 

En  substituant  doue  ces  valeurs  dans  les  eoelfieienls  des  eipialions  de 
M  et  N  (43),  ces  eoellicients  deviendront  des'fonctions  iiiiies  des  ipian- 
lilésr,  /•',  /•",...  (|ui  représentent  les  distances  moyennes  des  Planètes, 
et  (|ui  doivent  être  regardées  comme  constantes  el  données  par  les  ob- 
servations. 

i6.  Mais  il  reste  encore  à  trouver  les  valeurs  mêmes  des  (onctions 
{r\  r\  et  ( r\  r' ),  ;  or  c'est  à  (]Uoi  l'on  ne  saui'ait  parvenir  que  pai'  les  séries 
ou  les  (|uadralures.  L'un  et  l'auU'e  de  ces  moyens  a  déjii  ele  ein|tlove  pai- 
les  Géomètres  (|ui  se  sont  occupés  de  la  Théorie  des  inégalités  périodi- 
(|ues  des  Planètes,  el  l'on  trouve  dans  leurs  recherches  les  valeurs  des 
Ibnclions  dont  il  s'agit  |)our  la  plu|)arl  des  cas  (|ue  nmis  aurons  ii  discu- 
ter; de  sorte  que  nous  pourrions  faire  usage  de  ces  valeurs,  sans  prendre 
la  peine  de  les  calculer  (h-  nouveau.  (le|)endant,  pour  ne  rien  laisser  ii 
ilésirer  dans  la  Théorie  {|ue  nous  avons  enlrepiis  dr  donner,  voici  une 
méthode  fort  simple  el  Irès-snre  |)oui'  deleruiiner  les  \  ideiiis  dnul  il  s'agit 
avei'  tel  degié  d'exactitude  (pi'(Ui  voudra. 

24. 
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Ccllr  iik'IIkkIc  coiisislc  ii  iciiardcr  la  (jii;mlilc 

V  =  r'  —  a/v'coSM  +  *•'■' 

ciiiimif  If  |iio(liiil  (if  CCS  (ifux-ci 

/■ — /•'e"N''~',     r  —  l'e   '">''' ; 

a  rIfVfi  fiisiiilf  cliaciiii  (If  CCS  hiiKHiifs  à  la  puissaiicc       s.  ce  (iiii  l'oiir- 
nira  ces  deux  sciics 


I  SI 


'€">/-'        5(4  + i)r"e="v-'        s(s  -i-\){s  -i-  9.]r''e""' 


r'  !■•+'  9.  !•'+'■  2.3/''+' 

I        si-'e-""/-'       4(«  +  i)r''e~'"\'-'       *;s-i-i)  {i-t- 2);'''e-"'v'- 


■>.r'' 


2.3.  r'-*-' 


fiiliii  a  iiiiillijdifr  fiiNciiililf  ers  deux  séries,  en  (n'doniiaiil  les  lei'ines  re- 
ialisf  iiiciil  au\  |iiiissaiie('S  (le  e"^'~'  el  de  e~"^'^' ,  el  ;i  l'einellic  apri'S  cela 
y.vitsii  a  la  place  de  e'"""'  -\- e~"'^~'  et,  en  i^éiKTal,  •'.  cos/////  ii  la  place 
de  r'""^  '  ^^-""'\'-i  j),,  , ■(.!(,.  iiiaiiiiTC  l.i  valeur  de  se  lioiiveiM  nalii- 
relleineiil  expiHiiee  |)ar  la  s('Tie 

A  +  15  cos  M  H-  C  cos  ?.  M  +  . . . , 
dans  la(|nelle,  en  l'aisanl 

s[s-i-i)  sis -h  i)  (s -^- 2) 


A  ■-:.  —     1+  «2  —  +  S'  ^  ■  +  y-    --  +  .  .  . 

'*  ^  -^  a  — •-  *.^  -V  +  Py  -T  +  • 


2    /     r''  !•''  /■'"  \ 
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Or,  comiiic  la  quantité  V  est  aussi  bien  le  produit  tic  ces  (lcu\-<i  r'  —  re"^^' . 
/■'  —  re~'"^~' ,  il  s'ensuit  qu'on  pourra  elianger,  ilans  les  expressions  piv- 
eédentes  de  A,  B,  C,...,  /en /'et  réeiproquenient;  et  il  est  clair  <pic.  poin 
avoir  des  séries  convergentes,  il  faudra  toujours  choisir  celles  où  la  plii> 
grande  des  deux  quantités  r,  r'  se  trouvera  en  dénominateni'. 

.3 
47.  Si  dans  ces  formules  on  fait  s  =-,  les  expressions  de  A,  H,  (;,... 

deviendront  celles  des  fonctions  l'r,  r'),    r,  r'  ,,  ''/•,  r' j.. :  mais  connue 

alors  les  coeiïîcients  a,  jS,  7,...  ne  forment  pas  une  série  décroissante. 
pour  avoir  les  valeurs  de  (r,  r' ,  et  (r,  r' )^  exprimées  par  des  séries  loit- 
jonrs  convergentes,  il  vaudra  mieux  donner  d'abord  à  .v  une  autre  va- 
leur, pourvu  qu'elle  soit  telle,  (jin^  des  valeurs  qui  en  resulleront  pour  A 
l't  B  on  puisse  ensuite  déduire  immédiatement  celles  (|ui  repondeiil  \\ 

3 

s  ^  -• 

■i. 

Or  nous  avons  donné  plus  haut  i  45j  les  formules  par  lesipiclies,  con- 
naissant les  valeurs  de  A  et  B  pour  un  exposant  quelconque  v,  on  peut 
avoir  celles  ([ui  conviendront  à  l'exposant  ^-f-  1:  si  donc  on  v  fait  d'abord 

:f  = 5  et  (ju'on  désigne  par  A  et  B  les  valeurs  des  séries  A  ei  \\  (|iii  se 

rapportent  \\  cet  exposant,  et  par  r/,  li  celles  ((ui  se  rapporleiil  a  l'expo- 
sant -       4-1  ou  -î  on  aura 


(/■'-H-'^)AH-3rr'B  _    4/r'A  +  3(i-' +  i-")B 


si  ensuile  on  fait  dans  les  mêmes  formules  \  =  -  et  qu'on  \  vnlisliluc 
a  et  b  au  lieu  de  A  et  B,  il  est  clair  (|m'  les  valeurs  de  a  et  h,  (|ui  en  re- 
sullcronl,  ser(jut  celles  de  ' /',  /''et  /, /■  |.  puis(|ue  — h  1  =  :  ou  aur'a 
donc  ainsi 

,,        (r'-l-r")a  — /-f'è       ,        ,,         4 '''■'<"—''■'+ '"'')* 


|<((»  IIIKOIUK   DES   VAKIMIONS   SÉCULAIRES 

De  x.ilc  i|ii"cii  iiieltaiil  pour  a  cl  h  les  vak'urs  piccrdciilcs  v\  rcduisaiit. 

on  aiiia 

A  „  3B 


\H.    Ainsi,  m  l'aisanl 


I    1    3 

^ 

.    I    3  5 

.35 

- 

^  r^' 

^  2'4'(5'8' 

'       -j 

>.    1  6  8 

lO 

''  /  ,  ''"'         a,  '■''  ,  '■'"  -,  '''"  \ 

;.2  —  /■'2;2  \  r'  r'        '     r'  /•'  / 

iiù  l'on  ponrTa  L'Iianger  à  volonté  /•  en  /'  et  re(i|)ro(|uenienl. 

lei  les  coeirieients  a,  f-j,  •/,...  Ibrnienl  une  série  assez  décroissante,  vu 

suric  (iiie  le  dixième  terme  de  eette  série  est  déjà  •<  — ;  mais  ees  termes 
'  •■  lOO 

.i|i|uo(in'nt  ensuite  de  plus  en  plus  de  l'égalité;  d'où  il  suit  (ju'après  avoir 
pris  la  somme  d'un  certain  nombre  de  termes  des  séries  ci-dessus,  on 
pourra  regardej-  les  termes  suivants  comme  formant  à  très-peu  près  une 
progression  géométri(|ue. 

Kn  général  soit  T  le  terme  au(]uel  on  se  sera  arrêté;  la  somme  de  tous 

les  termes  suivants  à  l'infini  sera  néeessairemenl  moindre  (lue  7' -■ 

Or  la  plus  grande  valeur  de    -  a  lieu  lors(|ue  l'on  c()mi)are  la  distance 

moyenne  de  Vénus  ii  celle  de  la  Terre,  auqin-l  cas  on  a  à  Iri's-peu  près 

—  =  -^:  nai'  consenuent  — ■<  -  et <"  i.  Ainsi  dans  (c  cas,  (lui  est 

,.         ,„     I  I  ,.ï    ^ .,        ,.î  _ ,.  ;     -  I 

le  plus  delavoialilc  pdur  le  calcul,  la  somme  de  tous  les  teiuies  (|ui  sui- 
vent /sera  toujours  <[  T;  et  elle  le  sera  d'autant  plus  ipie  le  rapport  des 
deux  dislances  moyennes  sera  un  plus  petit  nondtre.  Or'  je  trouve  darrs 
ce  cas  que.  si    T  est   le  dixii-rrre  terrire  de  l'une   ou  de   l'airtie  sér'ic.   il 
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sera  <" ;  par  roiisiMiuciil  la  somiiii  des  dix  prcmifis  Iciiiics  dnn- 

I  ooo  ooo  '  '  >  i 

liera  la  valeur  de  la  série  exacte  jusqu'il  la  sixième  décimale:  ci'  (|ui  est 

plus  (|ue  sufTisant  pour  notre  objet.  Dans  les  autres  un  plu^-  pdil  iiomitre 

de  teiines  sulFira  \Mniv  avoir  ce  même  d(>gré  de  précision. 

i9.  Jusiin'ii  |)resent  nous  n'avons  mis  aux  l'ormules  des  varialious  sé- 
culaires (ju'une  seule  limitation;  c'est  <|ne  les  inclinaisons  cl  les  excen- 
tricités des  orbites  soient  assez  petites  pour  (ju'on  puisse  en  uéi^liger  les 
carrés  et  les  produits  de  plusieurs  dimensions;  ce  (|ui  a  ctreclivemeut 
lieu  dans  notre  système  planétaire.  Cela  supposé,  nos  équations  sont  en- 
tièrement rigoureuses  et  ont  lieu  également  quelles  que  puissent  être  les 
masses  des  Planètes;  et  comme  ces  écjuations  ne  sont  cjue  linéaires  et  ont 
tous  leurs  coefficients  constants,  elles  peuvent  toujours  être  intégrées 
exactement  par  les  méthodes  connues;  et  la  solution  complice  du  Pi-o- 
hlème  n'a  plus  d'autre  difficulté  (|ue  la  longueur  du  calcul. 

.Mais  lorsqu'on  applique  cette  solution  au  système  solaire,  elle  devient 
susceptible  de  nouvelles  simplifications,  dues  à  la  petitesse  des  niasses  de 
toutes  les  Planètes  vis-à-vis  de  celle  du  Soleil,  et  a  la  petitesse  des  masses 
de  quelques-unes  d'entre  elles  par  rapport  aux  autres.  On  sait  (|nc  ,lu- 
piter,  la  plus  grosse  de  toutes  les  Planètes,  a  environ  mille  fois  moins  de 
masse  que  le  Soleil;  donc,  puisque  nous  prenons  la  masse  du  Soleil  pour 
l'unité  (37],  les  masses  T,  T',  T", . . .  des  Planètes  seront  toujours  des 
nombres  au-dessous  d'un  millième;  par  conséquent  ayant  négligé,  dans 
les  équations  dilTérentielles  des  variations  séculaires,  les  lei'ines  où  se 
trouveraient  les  carrés  et  les  produits  des  inclinaisons  et  des  excentri- 
cités, on  pourra  à  plus  forte  raison  y  négliger  aussi  ceux  où  les  (|uan- 
tités  T,  T',  T", . . .  monteraient  au-dessus  de  la  première  dimension. 

Or,  puisque  (38) 

„       dis       <Ml 

m  =  M  —  -; >"r  -t-  ■ .  • , 

fif)         ap- 

~~  dp         dp^       '  '    ' 

il  est  visible  (in'iii  siibstiliianl  successivenieiil    |)our   r/.M,  i^/N.  (/vM.... 
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leurs  vali'iiis  lirrcs  des  ôqiialioiis  diiri'iTiiticlIcs  du  n"  43,  on  aura 

m     -  M  -4-  u,     /(       >  +  :-, 

les  (|ii;intitcs  u.  et  v  ayant  tous  leurs  termes  nnilliplics  par  1",  on  T", . . . 

iiii  |(;n   ]-,  (in  |i;ir  T  1"  ,...,  ou Si  doue  on  l'ait  ces  substitutions  dans 

les  seconds  nieinhrcs  des  mêmes  équations,  il  faudra  y  négliger  les  (juan- 
lilés  <j.  et  V,  parce  qu'elles  s'y  trouveraient  encore  multipliées  par  T', 
(uiT,  on  .... 

D'où  il  s'ensuit  qu'il  suflira  de  mettre,  <lans  les  é(|ualions  dont  il  s'agit, 
.M  au  lieu  de  w,  et  N  au  lieu  île  ri\  et  par  la  UH'mo  raison  on  y  pourra 
cliangor  ni,  m"....  en  .M',  M"....,  et  //,  //'....  en  N',  N", . . .  ;  ce  (jui, 
d'apri's  les  réductions  du  n"  44,  les  réduira  d'abord  à  cette  l'oininle  plus 
simple 

<m  =  -  T[y.'  M  -^  (3'  M' i  ~  -  T";  a"  M  +  ;3"  M"  i  ^-  -  .  .  . , 

f/M  =  T'(a'N  -t-  |3'N')  ^  -h  T"(«"N  -+-(3"N")  ^  +. . . , 


en  l'aisanl,  pour  abréger, 

flA'        /•'  dhV 

X    =  !■=  — ; 1 -I—--- 

(Ir  2     iir^ 

cl  y        r'  d'K" 


''^'    'd,- 


dr- 


ir  _  r^  rflV  _  /;»  </'B' 

^  f.  2     dr         4     'I''' 

,„      r  „„      /■"  dW         ;•'  f/"B" 
p"^  -  B" -, -T  -pr  ' 


Kt,  si  l'on  substitue  entin  les  valeuis  trouvées  à  la  lin  du  n"  45,  on 

au  l'a 

l'r'           ,          .,       3r'r'  ,        ,         r[r'  +  r'^)  ,        ,, 
.'  =  ^    '•'  '•')"      ^'-  -^  ('•.  '•'  ' -,— '  ('•'  '•')■' 

tz'  —  --.—  '  /■,  /■  ),,     a  =  (  /•,  r"'i  —  {/•,  r  I,, 

4  2  2 


ô(».  (.Iiangeons,  pour  plus  de  simplicité,  les  lettres  M,  N  en  a,  j(il 
ne  faut  pas  cont'omlre  ces  x,  y  avec  c(dles  qui  représentaient  les  coor- 
dunnées  rectangli's  dans  le  plan  de  ptoiectioii,  diml  miiis  n'avons  plus 
besoin  dans  nos  calculs,;  et.   consei\aiit   les  caracti'res  (O,  i),  (o,  ■?.), 
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('.  '>  pour  désigner  les  mêmes  quantités  que  dans  le  n"  40,  laisdiis 

de  plus 

r  o,  1 1  =  T'  (^'  +  ''")(^  r'),^—3rr'[r,  r'  ) ^ 


[•o,  ■-..1  =  T 


„  (  rM-  /•"»)  ( /•,  r"),  —  5rr"{r,  r") 


nous  aurons  ces  équations 

-7T  —       O,  Il  -I-    O,  2    -+-...     )--f-  [o,  i],r'-i-  [o,  a]  )•"-*-.  .  .=  o, 
-j--!-     '  o,  i)  +  (o,  3i-t-...  Kr— [o,  j]x'  —  [o,  2]:i"  —  ...^o; 

et,  faisant  pareillement 

r,    o]  — T  t^"+^')"''>  'l.  —  Sr'nr',  r) ^ 


I,   2l=T 


[2,  o]:=T 
[2.  .]  =  T 


7.\/r 

„<)•"  -h  r'"' ]  {  r' ,  r"),  —  3r'r"{r',  r" 

/•"'-(-  r-']{r",  r),  —  3r"r{r",  r) 


2V/' 

,  (r"-  +  r'^)  {  r",  r'  ),  —  3r"r'{r",  /•' ) 


on  aura  aussi 
dx' 


r  -h  [i,  2 1  >•"  +  ...  =  o. 


dr' 

"    '  ■     '       '  [ ,  o  j  .r  —  1 1 ,  2  I  ^"  —  . 


Il,   0)-t-   (l,   2)^.  .  .        V'+    [l,  o] 
(  I,   o)  +     1,   2)  -(-.  .  .    \x' 
-^  -       ;2,  o)+  (2,   I     -H...    |}"+[2,  o]j+  [2,    i].r'  +.. 

^-^[(2,0    -M^.,.-^-.]. 


l2,olx— |2,   ij.r'— ...  =  o. 


V.  25 


I!»i  THÉOKIK   DES   NAKIATIONS  SECIJLA  I  K  ES 

Ces  équalions,  analogues,  comme  on  voit,  à  celles  du  n°  40,  serviront 
à  dctfimintT  les  variations  séculaires  des  excentricités  et  des  aphélies, 
coninn-  celles-là  servent  à  déterminer  les  variations  séculaires  des  incli- 
naisons et  des  nœuds.  Car  on  aura  ici 

x  =  Xcosflsinç,     )■  ir- Xcosï]  cos<p, 

X  étant  l'excentricité,  o  la  loncfitudc  de  l'apliélie  (>l  v;  sa  latitude  dépen- 
dante de  l'éiiuation 

laiigr,  =  0  sini  9  —  '<>  ; 

et  à  cause  de  la  petitesse  de  vj  et  de  ce  que  nous  négligeons  les  quantités 
très-petites  au-dessus  du  premier  ordre,  on  aura  simplement  ).siny,  ).  cosy 
pour  les  valeurs  de  j:^,j,  et  de  même  X'siny',  X'cosy',  )."siny",  X/'oosy",... 

pour  celles  de  x' ,y' ,  x" ,y" où  X,  ),',  X",...  sont  les  excentricités  et  y, 

5',  9",...  les  longitudes  des  apliélies  des  Planètes  T,  T',  T", — 
Si  dans  ces  é(|uations  on  change  les  quantités 

[o,   1],      [o,  2],      [..  o],... 

en 

o,  1 1,     (  o,  2  :,      1,0,..., 

rt  (|ii"oii  V  prenne  /  négatif,  elles  se  réduisent  ii  cclhis  dti  n"  40,  les  va- 
riâmes x,  V x  ,  y', . . .  répondant  à  s,  u,  s' ,  u  , . . .  Ainsi  les  exceii- 

Iricites  X,  X  ,...  deviendront  alors  les  tangentes  5,  0  ,...  des  inclinai- 
sons, el  les  longitudes  ç-,  v',...  des  aphélies  deviendront  celles  des 
nœuds  oj,  '.)' 

51 .  Le  Problème  des  variations  séculaires  est  donc  résolu  analyti(|ue- 
nient,  puisqu'il  est  réduit  à  des  équations  dont  l'intégration  est  connue. 
Celles  du  n"  40  ont  déjà  été  intégrées  dans  le  Mémoire  cité  Sur  les  varia- 
tions séculaires  des  nœuds  et  des  inclinaisons;  et  l'on  peut  intégrer  de  la 
même  manière  les  équations  du  ininiéro  précédent. 

On  fera  pour  cela 

X  =  A  si  11  fl/  H-  a  ),  y  =r  A  ros:  at  -h  x), 
x'  =  A'sin(a<  -^  a),  y'=A' cosial  +  a), 
x"=A"s\nf al  +  X  ,     y"  =\"('0s{ al  -h  x\ 
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a,  a.  A,  A',  A",...  étant  des  (|u;iiilil('s  constantes  iiideleiiniiiées;  on  sul>- 
stituera  ces  valeurs,  et  il  viendra  ces  é(|uations  de  condition  entre  les 
constantes 

ak  —  [o,  ij  -I-  ;o,  2)  -(-. .  .JA  +[0.  i]  A'-f-  [o,  2]  A"-l-.  .  .  =  0, 
aA'—  j^i,  o)  H-  I,  2)  -+-. . .  JA'-(-[i,  o]A  -t-  [i,  2]A"+.  .  .  =  0, 
«A"—  [  2,  o   -t-  fa,  1)  +. .  .Ja"-i-[2,  o]  a  -!-  [2,  i]  A'-i-.  .  .=  o, 

dont  le  nombre  sera  égal  à  celui  des  coetïicients  indéterminés  A,  A', 
A',.  ..;  mais,  puisque  tous  les  termes  de  ces  équations  sont  multipliés 
par  un  de  ces  coetïicients,  il  s'ensuit  que  par  leur  moven  on  ne  peut  dé- 
terminer que  le  rapport  des  mêmes  coelficienls,  en  soi'te  (|u'il  en  demeu- 
rera toujours  un,  comme  A,  indéterminé;  en  effet,  en  éliminant  succes- 
sivement ces  coetricients,  on  parviendra  à  une  éijuation  finale  où  il  n'y 
aura  plus  d'inconnue  que  la  constantes,  et  ipii  servira  par  consé(|uenl 
il  déterminer  cette  constante.  Cette  équation  se  trouvera  toujours  d'un 
degré  égal  au  nombre  des  coelRcients  A,  A',  A",...,  qui  est  égal  à  celui 
des  Planètes  dont  on  considère  l'action  mutuelle,  et  aura  en  conséquence 
autant  de  racines. 

Soient  a,  b,  c,.. .  ces  différentes  racines;  et  prenant  autant  de  coelli- 
«ients  arbitraires  A,  B,  C,...  et  d'angles  indéterminés  «,  Ci,  7,...,  on  aura 
par  la  Théorie  des  équations  linéaires  ces  expressions  complètes  de  .r,  j-, 
x' ,  y', . . . 

X  -=  A  sin  «/  -(-  a  ,  -(-  15  sin  <  ht  -\-  '^  \  +  C.  s\n{cl  H-  y  i  -(-... , 
y  ^^  A  cos  «;  -4-  a  ,1  -(-  H  cos  A/  -t-  jS  -t-  C  ces  et  ->t- y]  -h  .  .  . . 
a:'=.  A'sin{fl/  -(-  a)  +  IJ'sin  />/  H-  3  i  -(-  C'sin>  c7  -4-  y  -*-..., 
>■'=  A'cos  at  -II-  X:  -h  B'ros(/'/  -f-  p)  -i-  C'cos  t7  -i-  y  M-  .  .  . , 

les  constantes  B,  H',  B",...  devant  avoir  entre  elles  des  rappoils  e\pt  imes 
par  des  fonctions  de  h  semblables  aux  ionctious  de  d  ipii  cxprimciil  les 


|i)(i  rilKOlUE  l)KS   \.\KI\T1()NS  SECL  I.Vl  U  KS 

rapporls  tit's  cdiistaDti's  A.  A'.  A" ciilri'  elles;  et  ainsi  des  eimslaiiles 

c.  ce 

A  l'égard  des  iniaiililés  A.  il.  C,...,  r/..  fi,  7....  »|ui  ne  sont  pas  encore 
déterminées,  elles  doivent  l'être  d'après  les  valeurs  snpposées  ronnnes 

des  varialdes  .r.  v,  .r  ,  v <|ni  sont  en  même  iiomhre  (|ne  ces  iiuaiilités. 

|ioiii-  nne  epiupie  (|iiel(dn(|iie  donnée  dans  laquelle  on  fera  ponr  plus  de 
sini|dieité  /  -  o.  J'ai  donné,  dans  le  Mémoire  cité,  pour  eet  objet,  une 
nh'tliode  générale  (|ni  s'applique  également  au  cas  dont  il  s'agit,  ainsi 
(jn'ii  tous  les  cas  seinlilaliles;  mais  eonime  elle  est  peut-être  plus  curieuse 
pour  l'Analyse  (pi'utile  pour  la  prati(iue,  je  ne  la  rappellerai  point  ici. 

Après  avoir  ainsi  trouvé  les  intégrales  des  équations  en  .i\  y,  .r',  y', 

on  aura  tout  de  suite,  et  sans  aucun  autre  calcul,  les  inti'grales  des  e(|ua- 

tions  en  s,  u,  s',  u en  ehangeanl  seulement  les  lettres  .r,  y  en  5,  u, 

les  eroehels  carrés  en  crochets  ronds,  et  mettant  a  au  lieu  de  a  dans 
l'éipiation  en  a;  c'est  ce  (|ni  suit  évidemment  de  l'analogie  déjii  remar- 
quée numéro  piécedeni  entre  les  deux  systèmes  d'e(|nalions  dont  il 
s'agit. 

52.  Si  maintenant  on  substitue  C(!S  valeurs  de  .r,  v  i»  la  |)lace  de  M,  i\, 
dans  l'expression  du  rayon  vecteur  /•,  (juo  nous  avons  vu  être    38j,  aux 

(|iiantités  du  second  ordre  près, 

I  -t-  M  sin g  -t-  N  cosq 

on  aura,  en  conservant,  ainsi  que  nous  en  avons  usé  plus  liaut.  la  lettre  /■ 
pour  dénoter  la  distance  moyenne  — 1  cl  represenlanl,  en  geneial,  le  r;ivon 
vecteur  par  /•   1  -+-  £^,  on  aura,  dis-je, 

1       \cns'q  —  al  —  a.)  +  B  cos  7  —  6/  —  ^j  -t-  C  cos  <j  —  rt   -  y    -f- . . . . 

De  même.  |mis(pw 

*  —  7:    Q  siiu/ —  P  cosq], 
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commc  on  l'a  vu  dans  le  n"  29,  si  l'on  i'aii 


|)     () 

fr  osl  ici  le  rayon  vet'teui'j,  cl  (|u'on  suhstiluc  [loiir  ^■<  ^  les  valeurs 

(le  s,  II,  qui  sont  exprimées  d'une  manif're  seniitlahic  ii  celles  de  .r,  y,  on 
aura  aussi 

J  =:  A  sin  i  ^  —  a/  —  a  ,  +  B  si  n  I  (/  —  />/  —  (3    -i-  C  siii  ^  —  cl  —  y  <  -+-    ... 

les  constantes  A,  H. . . . ,  a,  fc, . . . ,  a,  ]S, . . .  étant  diU'érentcs  de  celles  de 
l'expression  de  |.  Ce  sont  les  premières  valeurs  approchées  de  |  cl  'Ç. 

On  aurait  donc  pu  chercher  d'abord  ces  valeurs  par  l'inlégi'ation  im- 
médiate des  équations  différentielles  de  £  et  Ç,  et  puis  en  déduire  la  loi 
des  variations  séculaires  des  excentricités  des  aphélies,  des  inclinaisons 
et  des  nœuds.  C'est  ainsi  que  j'en  ai  usé  il  y  a  longtemps  dans  ma  Pièce 
sur  les  Satellites  de  Jupiter  (*),  où  j'ai  donné  le  premier  la  véritable 
Théoiie  de  ces  valeurs,  en  résolvant  d'une  manière  particulii're  les  dilli- 
cultés  que  l'intégration  renferme  et  qui  avaient  échappé  à  tous  ceux  (jui 
s'étaient  occupés  avant  moi  de  la  Théorie  des  Planètes.  .M.  de  Laplace  a 
donné  depuis,  dans  les  Mémoires  de  l' Académie  des  Scie/iccs  de  Paris 
pour  1772,  d'antres  moyens  de  lever  ces  difficultés  et  d'arriver  à  la  \raie 
forme  des  intégrales;  et,  pour  ne  rien  laisseï'  ii  désirer  sur  le  sujel  (|ue  je 
traite,  je  vais  faire  voir  ici,  le  plus  simplement  qu'il  me  sera  possible, 
l'accord  des  formules,  qui  résultent  de  l'intégration  des  e<|uations  de  | 
et  'Ç,  avec  celles  (|ue  je  viens  de  trouver. 

53.    Coniuiençons  par  clicrcber  ces  équations  d'apirs  celles  du  11"  2. 

I     ■  •        ■   1       I         I  dLÏ    dLl  .. 

Kn  y  su!>stiluant  rcosr/,  /snu/  a  la  place  de  x,yc[  -j—->  -j—'  '*"  '"•'" 

f/ii  (lil  sinn       r/ii    .  dû  cosq 

(Ir  '         ihi        r  tir  '         1/(1         r 


{*]  Otto  l^ii'cc,  (li'jà  cili't',  a|i|i;irlicnt  à  la  Iroisii'iin»  Soclion  des  OEiwirs  ilc  Lngrnngf. 

[Note  de  l'Êdilciir.) 
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à  hi  |)l;ui-  (le  X.  Y    16.  29,  41  ,,  les  deux  pivinii-rcs  se  cliangonl  <'ii 
iJ'r—rdq'        sr        dÙ\  I -îdrdq  +  rd'q        i  </û\     . 

(       dr       ^  >  ^  7?)  '""i-y di^—   ^  7  d^)  ^'"9  =  " 


\       TIF 


I d-i  ~  rdq-        ar       d!â\     .  /if.drdq  -+-  rd-q        i  diï\ 


i\'iii\  l'on  lire  ces  dcux-ci 

d'r —  rdq'        er        (/il 
dl-  p'         dt 

d.  r-dq         dQ. 

; — - — I-  T—  =  o, 

dp  dq 

k'S(|ut'lli'S  serviront  ii  (IctermiiUT  le  rayon  vt-cleur  m'I  la  longitude  q  en  i. 

Ces  e(|uations  se  rapportent  à  la  Planète  T;  on  en  aura  de  semblables 

jtoureharune  des  autres  Planètes  T',T" en  niar(|uant  seulement  toutes 

les  lettres  d'un,  deux,...  traits. 

Prenons  maintenant  la  lettre  r  pour  désigner  la  distanee  moyenne,  el 

représentons,  eomme  plus  haut,  le  rayon  vecteur  par  r(  \  -+-  Bj\  soit  aussi 

p  la  longitude  moyenne  et /? -f- 'i/  l'expression  de  la  longitude  vraie;  il 

faudra  :  i"  que  |  ne  renferme  aucun  terme  constant,  mais  seulement  des 

dp      .  ■   .  d<h 

sinus  et  cosinus;  2"  que  -j-  soit  une  quantité  constante  et  (|ue  -jj  ne 

contienne  au  contraire  aucun  terme  tout  constant. 

Un  fera  donc  ces  substitutions,  et  comme  on  suppose  les  orbites  |)eu 
excenliiques  el  peu  inclinées,  les  quantités  Ë,  ij/  et  s'seront  toujours 
très-petites,  et  nous  en  négligerons  les  puissances  et  les  produits  de  deux 
ou  de  |)lusieurs  dimensions.  Or  la  fonction  il  se  réduit  dans  cette  hypo- 
thèse à  une  fonction  de  r,  r',...,  y,  y'....  seulement  (  42  j  ;  donc  si,  corn  me 
on  en  a  usé  dans  ce  numéro,  on  y  change  d'abord  la  lettre  q  en  p,  la  (|uan- 

...  dil  ,     .       . 
lile  -r-  deviendra 
dr 

du        d'il     .^         d'ii        ,  d'il     ,  d'il     , 

—, — I — TT  '■-  -^  -; — TT  '   c  -»-...  -t-  -, — 7-  "i  -t-  -5 — ri  <!'-•-•••; 

ar         dl'      ■       drdr        ■  drdp   '        drdp    ^ 
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l'jy 


et  la  ciuitiilité  ~  deviendra 
'  dq 


dH         d'il 


ri 


d^n 


dp        drdp  dr'dp 


d'Q.   ,  d-o 

dp'  dp  dp 


-,  +■■ 


Ainsi,  en  faisant  ^=  i,  eomme  dans  le  n"  37,  les  équations  précé- 
dentes deviendront 


dt'      dp^       ■'        dr-     "^     r^ 


I  du       d'Q 


dr 


dr' 


1    d'Û 
r  drdr' 


r'^- 


d'-Q. 
dr  dp 


1     d'il 


r  drdp 


!■¥+■ 


I     d'H     ,y, 
//'  dt'  r'  dp         r  drdp  '       r'  dr'dp 


d-L       7.dpdl        I    f/Û        I    d'Û 
drdi 

'•'   dp' 


d'il 


<•'  dp  dp 


7+' 


et  les  quantités  r,  r',...  seront  désormais  constantes. 

Pour  rapporter  ces  équations  aux  Planètes  T',  T",...,  on  n'aura  besoin 
(jue  d'y  clianger  r,  p,  ^,  t]/  en  r' , p  ,  H',  -V,  ou  r" ,  p" ,  ç,",  1",  ou  ....  et  ré- 
ciproquement ces  quantités-ci  en  celles-là. 

5i.  Si  l'on  supposait  les  forces  perturbatrices  nulles,  on  aurait,  en 
effaçant  les  termes  qui  contiennent  il  et  ses  différences. 


La  .seconde  donne 


d'-l 

dr- 

.        2dpd^    1    '--' 

dr- 

'  '  '■         dr-      '      /•' 

dr  ^    dr    - 

iie 

d<i^             2  dp  y_ 
dt  ~        dl    ^' 

il  ne  faut  |i()int  de  constante  ici.  pnistiue  -^  t*'  ?  "'t'"  doivent  leiifei mer 
aucune;  cette  valeur  étant  substituée  dans  la  première,  elle  deviendra 


dr        \  dr         r'j  '' 


dp'        I 
dr        /•' 
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,,,,,,  I  dp' 

on  i'i;;tli'i;i  (I  iihunl  a  zéro  li's  Icrnics  tout  constants  -     -   f,,  i    parce  que 

£  n'en  doit  rcnfciincr  aucun  tic  ce  tîcnre;  on  aura 


ce  (|ui  leiluiia  l'e(|uation  à 


d'i        dp'  ^  _ 

de       dp  -■"''' 
la(|uelle  a  ev'uletiniient  pour  intéttralc 

2  =  F  cos (p  —  OL,; 

et  (le  la  (Ui  aura 

'I  ^  —  îF  sin(^  —  af,, 

K  et  «  etani  des  ciuistantes  arl)itraires. 

On  aura  de  pareilles  expressions  pour  \' ,  '|  ,  =",  <]>",...  vu  niar(|uatil 
siniplenient  les  termes  d'un,  deux,...  traits. 

Supposons  il  présent  (|u'en  ayant  égard  aux  forces  perturbatrices  les 

termes  (|ue  nous  venons  de  trouver  dans  les  expressions  de  2  et  i  de- 

\icnneMl 

i  --.  V  cos  /)  —  at  —  X  ,     '^  =/sin  p  —  at  —  a.  , 

F, /étant  des  constantes  indéteruiinées  ainsi  (|ue  y.  et  a;  et  comme  dans 
ce  cas  les  éciuations  de  :  et  'i/  renferment  aussi  |',  ^J*',  ç",  iL", . . . ,  su|)- 
posons  (|u'il  entre  aussi  dans  les  ex|)ressions  de  ces  dernières  variables 
des  termes  analojjues,  en  sorte  qu'on  ail  en  même  temps 

^'=  F' cosi/»' —  a/ —  a),     iJ/' =/' sin(/y' —  «/ —  a  , 
£"=:  F"cos(/j"—  al  —  (x'i,     4*"^=/"^'"  A*"^  at  —  a.  , 


F  .  F' f  'f'  •  ■  ■  •  étant  de  nouvelles  constantes  indéterminées. 

Poui-  vérifier  (es  suppositions  et  déterminer  en  même  temps  les  con- 
Nlantes  arltitrairch,  on  fera  d'abord  les  substitutions  précédentes  dans  les 
équations  de  \  et  de  ■^,  et  l'on  y  égalera  à  zéro  les  coellicients  des  sinus 
et  cosinus  (le/>  — rt/ —  a:  on  les  fera  ensuite  de  inéuie  dans  les  équations 
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de  £'  et  de  y,  et  Ion  égalera  à  zéro  les  eoellicieiits  des  sinus  el  eosiniis 
de p  —  ot  —  a,  el  ainsi  de  suite. 

Or  il  est  visible  que  les  quantités  |  et  6  ne  peuvent  donner  des  sinus 
ou  cosinus  de  p  —  al  —  7.  qu'autant  (|n'elies  ne  sont  multipliées  par  an- 
eun  sinus  ni  cosinus;  (|u'au  contraire  les  quantités  £',  <^'  ne  donneronl 
de  pareils  sinus  un  cosinus  qu'autant  qu'elles  se  trouveront  multipliées 
par  le  sinus  on  cosinus  de p—/> .  et  ainsi  de  suite.  D'où  il  suit  qu'en  sub- 
stituant dans  les  équations  de  ^  et  de  -i/  la  valeur  de  la  fonction  il  (  43  u 
il  suflira  d'avoir  e|.;ai(l  aux  termes  de  la  forme  dont  nous  venons  de  par- 
ler. Ainsi  l'on  pourra  d'aliord  les  réduire  à  celles-ci 

„,rirfA'      rf^V,     /i    rf'B'        2  \    ,      ,  ,.      .,     /i  rfB'       1   \  .  ,         ,,      ,,1 

-T  \j-dF^^Ô^''-\:r7u^^  TP-'j'   cos(/.-/.)x,  ^(^-_— _jsm(y.-//)x!-J 

dt^  dt- 

J'ai  conservé  dans  la  |trt'ioii're  les  termes  constants,  parce  (|u'ils  doivent 

tormer  une  equalntn  a  part  servant  a  (Icteinnncr  la  relation  t-nlrc  -j  el  r, 

et  à  satisfaire  à  la  ((iiidition  (|ue  1  ne  renl'criiic  aucun  N'rnie  conslanl. 
Celte  équation  dv  condilinn  sera  donc 


la(|uelle  donne 


du-         I        „„  1  dS!       I  d\ 

-f- — I r i 1 j~ 

dO         /•'  /•    ar  r     dr 


dp-       ,^,  1   d\'        ,,.,,  I   d\" 

-^  -I-  r'  -  -j-  -f-  1  "  -  -j h..., 

dt-  r    dr  r    dr 


V. 


■1[)1  rilÉOlUE   DKS   \  VKIMKtNS  SKCl  LAIUKS 

v;i!ciir  (|ii'oii   siil)stitiit'i;i   (l;ms   la    prcmii'rf  des  dnix  (■(pialioiis  |ii-i'c«'- 
ilciilfs. 

Si  mainiciiaiil  on  snlisliluc  aussi  dans  rniic  et  dans  raiilic  ;i  la  place 
<lt'  ;,  j,  =',  '}'....  les  expressions  indiquées  ei-dessus,  et  t|n'après  avoir 
développé  les  produits  des  sinus  et  eosinnsen  sinus  et  eosiiuis  simples,  on 
ei,'ale  à /ero  dans  la  première  la  somme  des  coellicienls  de  eos' />  —  ///--«), 
et  dans  la  se((Uide  la  somme  des  eoetlicients  de  sinf/;    -  tit  —  v.'j,  on  aura 

T'  \(l  ^      ^  \  V      il    ^^''^'  ?■  \  ^  _  /j.  i^^  _  _L\  -L  1 

\\r    dr    "^   rf/'  )  \r  drdr'  "^  rr" )     -i  \r    dr         ri")    •...   j 

...„r/2r/.\"       d'\".,.       Il    f/»B"        ,  2   \  ;"F"        1 1  dW"         I    ^f"'^ 


[  > /-   rtr  ;t  =  /      2  yr'         rr  ^  j    ?.  J 

\\r-  dr"    ^  rr"')      2  \  i-'         ir"'j    2    J 


On  trouvera  des  équations  analogues  d'après  les  équations  dilléreri- 
lielles  de  :'  et  de  •!/',  et  d'après  celles  de  S"  et  de  i/",  et  ainsi  de  suite;  et 
ces  ('(pi, liions  ne  dillereront  des  précédentes  ipi'en  ce  ipie  les  lettres  i|ui 
n'ont  aucun  trait  en  auront  respectivement  un,  deux,...  (ii  rexceptioii 
de  a  et  de  /  (pii  demeurent  les  mênu'S  pour  tontes  les  éipiatinns],  et  (pi'eu 
iiicnie  temps  les  traits  maïKjnei'ont  ii  c(dlcs  ({iii  en  uni  un.  deux 

55.  Je  reniarcpic  inaiulcnaiil  (|ue  les  (pianliles  T,  T,  T",  . . .  doi\eiil 
l'tre  supposées  très-petites,  et  qu'on  en  doit  négliger  les  pnissaiM'es  et  les 
produits  de  deux  ou  de  plusieurs  dimensions  (  V.)  .  Or,  si  l'on  regarde 
d'al)!itd  ces  ipianlites  cmnnn'  milles,  les  é(|nali(Uis  precedeiilcs  (hinnenl 

rt  =  o,     y  =  —  2  F,, 
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t'[  l'on  ;iur;i  <li'  iiièmi'  piir  les  aiilies  (''qu;i(ioiis 

/'=-^-F' 

Donc  les  (|iiimlitt'S  a.  f-h  aF,  /'-¥-  ?.¥  , . . .  seront  trës-pclilcs  de  l'oidrc 

lie  T.  T....;  |);ii-  conséciiienl  il  {';uidr;i  rejeter  partout   les  carrés,  les 

cultes, . . .  (le  a,  et  dans  les  termes  qui  sont  déjà  multipliés  par  T,  T' 

il  tandra  taire 

„      o,     f=z-iF,     /',    _,F' 

De  cette  manière  la  seconde  des  deux  éciualiotis  ci -dessus  donnera 
d'abord 

\  (IpJ  ilp-\7i-  (II-         I- j  <lp'\7i</r  >•' ' 

cl  la  première  deviendra  ensuite 

o  =-  9.«-p    F 

L\i-    dr  dr^  j  \ir  drdr'        /•'    di'         v    dr  r'  j       \ 

^„\~fid\"        f/-A"\^       (  r"    </=B"         r"  dB"        idB"        aB'X^,,] 
L\;-    dr  dr'  j  \?./-  drdr  ;•'   dr  r    dr  r-    '        j 

Or  on  a  vu  dans  le  n"  Vi  (|ue 


et  de  même 


dr'  7     drdr'  ~     dr  ■?.     dr- 


f/r"  T     drdr''  '       r/r  ?     r/r- 


et  ainsi  des  autres  (|uantiles  analogues;  donc,  taisant  ces  substitutions 
et  employant  les  (|uanlites  y.  .  y' ,...,  fi',  jS", . . .  du  n"  49.  l'équatiitn  pré- 
cédente deviendra 


26. 


al 


.>()'.  iiiKDitii:  ni:s  xuuvtions  skcui,  mues 

M:iis  (III  ;i    5i   .  :ui\  (|iiaiiliti's  ili'  l'di'drc  de  T',  T". .  . .  priîs, 
dp I 

(lune.  |)iiiv(|iic  d'iipri's  les  suppositions  dos  n'"  iO  cl  50  on  ;i 
la  Ta" 

TZ  =  -\o  r     IX--10  -.1 

il  l'sl  visildc  <pi('  rccuintioii  doiil  il  s'iii;il  claiil  divisée  p;ir    ^  se  icdiiii 
;i  eelle  roriiie 

<d''— [io,  I    -(- (o,  9.) +.  .  .1  F+ [o,  i]  F'-i- [n,  a]  F" +  .  .  .  =  o,    ' 
el  les  i'(|ii;ilioiis  ;in:iloijiies  se  rédiiiroiil  île  la  même  inaiiii're  ii  ((dles-ci 
«  !•"■  —  f    1 ,  o  )  +  (  1 ,  2  1  H- .    .  ]  F'  -f-  [  1 ,  0  ]  F  H-  [  1 ,  2  J  F"-l-  .  .  .  —  o, 
iiV"—  1 1  2,  o  i  -(-    a,  I  )  -f- .  .  .  I  F"+  [2,  o]  V  -\-  [■}.,  ij  F'  -t-  . . .  --  o. 


Ces  éiiiiatiniis,  en  y  eliaiigeant ,  si  l'on  veut,  les  lettres  Feu  A,  sont 
les  mêmes  (|iie  celli's  du  il"  51;  il'oii  il  suit  (|ue  les  (|uanlites  A,  A',... 
el  (t  seront  aussi  les  mêmes  de  part  et  d'autre.  VA,  comme  les  é(|iialioiis 
dill'erenticdles  de  c  et  '}  sont  linéaires,  il  est  elair  (|ue  l'exiiressiou  de  : 
sera  romposée  d'aiilaiil  de  termes  semidaliles  ipie  la  (iiiaiilili'  (i  aura  de 
valeurs  dillerentes;  par  eoiiséciuent  eette  expression  sera  di-  la  même 
loriiie  alisolnment  (|ue  eelle  (|ne  nous  avons  trouvée  plus  haut  dans  le 
II"  52.  en  mellaiil  dans  eidle-ei,  au  lieu  de  q,  sa  valeur />-+-  1,  et  nci^li- 
•;eant  la  (|uantitê  1;,  parce  qu'elle  produirait  des  termes  du  second  orrlre 
ipie  nous  rejetons;  ce  t|ui  montre  l'accord  des  deux  inêtliodes  à  cet  êirard. 

5(».  l'diir  l'aire  voir  aussi  cet  accord  r(dali\eiiieiit  aux  expressions 
lie  1,  je  coiiiiiieiice  par  siilislitiier.  dans  reipialioii  diUVreiitielle  de  ;  '2;, 
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rÇ  à  la  placo  de  :.  ce  qui  la  transforme  en 

d'-r       sr  ,  rdq'       dQ,    ...       ■     i.  ■ 

et.  iiii'ttant  pour  -. — t-  ^  sa  valeur  — r^ j—  tirée  de  I  équation  de  r 

'  dl-        p'  dt-         dr  ' 

53  ,  on  aura,  après  avoir  divisé  par  r.  cette  équation  de  'Ç 

d'C-hi^dq'       2drdL       Z       ^  dQ. 
dl'  rat'  r        r  dr 

On  tei'a  maintenant  ici  les  substitutions  de  r(i  -hçj  elp-h<^  à  la  place 
de  r  et  q,  et  ainsi  des  quantités  analogues,  comme  on  en  a  usé  plus  haut 
'53);  et  comme  on  suppose  les  orbites  non-seulement  peu  excentriques, 
mais  encore  peu  inclinées,  on  regardera  les  quantités  H.  |,  ^  et  leurs 
analogues  comme  très-petites  du  même  ordre,  et  l'on  en  négligera  foutes 
les  dimensions  plus  hautes  ijuc  la  première.  On  aura  donc  de  celte  ma- 
nière la  réduite 

d'%-\->:dp-       Z       C  dn 


dt'  r        r   dr 


=  o, 


OÙ,  à  cause  ([ue  tous  les  termes  de  la  valeur  de  Z  15)  sont  déjà  multi- 
pliés par  les  quantités  très-petites  z,  z', . . . ,  il  sullira  de  mettre  partout, 
tant  dans  Z  que  dans  il,  p  à  la  place  de  </,  et  d'y  regarder  en  même  temps 
r  comme  constante. 

Maintenant,  puiscju'en  faisant  abstraction  des  forces  perturbatrices  on 

avait 

d'^-hldp' 

^-L-    r=0, 

(It- 

ce  (|ui  (Idiine 

?  =  Fsin^  —  x), 

on  supposera,  en  général,  a  l'imitation  de  <•(>  que  nous  avons  fait  plus 

haut. 

'Ç,  =  F  sin  p    -  at  —  x), 

el  de  mi'Mie 

r  =  F'  sin(^'  —  at  —  ix\ 

'Ç"=z  F"sinip"  —  al  —  a). 


■201) 
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fl,  ii|UTs  avoir  fait  ces  substiliitions,  on  ('■galcia  à  ziTo  la  soinnic  des  coef- 
riciciits  (le  siii  {j>  —  at  —  a);  c'est  pour(|iioi  il  sullira  d'avoir  ('gard  dans 
l'ciliialion  ci-dessus  aux  termes  (|ui  |)euveiil  domier  de  ces  sinus,  et  (|ui 
>e  rcdiiisent  évidemment  à  ceux  (|ui  conliendronl  Çseul,  ou  ^'  multi|)lié 
|iar  cos'/<  //,,  ou  Ç"  multiplié  par  cos(/> —/j"),  et  ainsi  de  suite. 
Ainsi  l'on  aura,  d'a|)ri's  les  l'oiinules  des  n"*  15.  39,  43, 

d'K       y  dp'    ■ 

L  '  ■  r  '         r    (II-      J 

^ T'\  r,  r" j  Ç -  'f^>;r"),cosip-ifj  ^, ^  ,   ^r  .  1 
L  r   .  /     dv      \ 


r(|iiali(>n  (|ui.  en  faisant  les  substitutions  indi(|uees,  donnera  sur-le-cliamp 
celle-ci 


dp  y 


dt' 


L  2r  ;■    (//        I 

T"    (  r,  /•"    J ~  h'  -\ p-  F 

L  2/-  /•    dr 


la(|uellc,  en  négligeant  le  carre  de  a,  paice  (|in'  d  est,  comme  on  voit, 

de  l'ordre  (le  T,  T",...,  et  suhsiiluani  pour     ,    ^     ,    '•••  leins  valeurs  (45  ) 

'  i/r       dr  ' 

—  /■'  ;•,  /•'  1  -\ — r'(  r,  /■'),,      —  /■(  /•,  /■"  )  -H —  r"(i;  /•"  ),,..., 

2  2 

se  réduit  à  cette  loriMe 


.^P 


dt  2  ; 


,,  ,    ,   ,p„  '•"('•.  /■"il 


(F-  F") -*-...:=  o. 
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•iO- 


Or (40j 


V>' 


— = =(0,     I),  -^ ii^(o,    2),...; 

(liillc  Clltill  (III  ;illl';i 

«F  -h  (o,  I  )  (  F  -  F')  +  (o,  ?.)  i  F  -  F")  -I- . . .  =  o, 

t'I  l'on  Irouvci;.  dr  la  m.'-mc  iiK.iiii'n..  .raprès  les  (•ciiuitioiis  de  T.  T 

r/F'  +  .  >,  o)(F'_F)  +  (i,  2;(F'-F")-t-...=  o, 
«r"+  12,  oj(  F"—  F)  +  (2,  i)(F"—  F')  -4-.  ..=  0, 

Ces  équations  s'acconlciil,  coimm'  on  voit  {en  cliangeant  F  en  Aj.avec 
celles  que  donneiil  les  iiilei.rales  des  équations  de  s,  11,  s  .  11',...  (5]); 
ainsi  l'on  aura  pour  :  une  expression  eonfomie  à  celle  du  n"  52,  en  né- 
gligeant la  diUéi-enee  •}  entre  les  angles />  et  y,  laquelle  ne  produirait  ici 
<|ue  des  termes  du  second  ordre  dont  on  ne  tient,  point  coinpic. 

57.  Oite  manière  ,1,.  résoudre  le  Prol.ieme  des  variations  séculaires 
par  l'inlégration  iiiime.liale  des  équations  dillérentielles  de  Toi  l.ile.  est, 

comme  on  voit,  plus  c.uir t  plus  facile  .pie  celle  que  nous  avons  siii- 

VM';  mais  d'un  auliv  cet.,  .die  ne  parait  pas  tout  à  fait  si  lumineuse  ni  si 
directe  :  .l'ailL-urs  .-II.'  demau.l.'  .in'oi,  connaisse  déjà  la  foriii.'  générale 
des  intégral.'s.  et  si  l'.m  v.uilail  chercher  .lirectemenl  celle  torm.',  ainsi 
M'K'  iKHis  l'avons  fait  .lans  l.>  Cliapitir  IV  .l.'s  !h-c/>rrclies  sur  les  Salrlli/cs 
de  Jupiter,  .,11  ivloml„.rait  dans  un.'  aiialys.^  plus  ou  moins  lonv.iie  cl 
<'ompli([iié.'. 
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THEORIE 
DES   VARIATIONS   SÉCLLAIRES 

DES   ÉLÉMENTS   DES   PLANÈTES. 


SECONDE  PARTIE 


CONTE^AINT    LA    DETERMINATION    DE    CES    VARIAT10>S 
POIR    CHACINE    DES    PLANÈTES    PRINCIPALES. 


[JS'miveatir  Mcinmiis  tic  l'Acadcmic  royale  des  Sciimcs  cl  Bellcs-Li'ttre.s 
de  Berlin,  année  1782.) 


Newton  ;ivail  (Iciiioiilrc  (|ue  les  inégalités  cllipliciiii's  du  nuMi\fiiicnl 
(les  Planètes  sont  l'ell'et  de  leur  iijravitalion  vers  le  Soleil,  et  il  avait  indi- 
(|né  en  même  temps  leur  attraction  mutuelle  eoninie  la  cause  de  tontes 
les  iii('i;nlarités  qu'on  y  pouirait  (d)servei'.  Ses  successeurs,  Euler,  C.lai- 
raut,  d'Alembert,  ont  recherche  et  calculé  les  altérations  des  mouve- 
ments ellipti(|ues,  dues  à  cette  attraction.  Il  restait  à  déterminer  les 
chani;t'nu'nts  (Hi'elle  produit  dans  les  cléments  méuu's  des  ellipses,  el 
(|ui  iutlueul  sur  la  forme  du  systi-mc  plaïu'taire.  (l'est  l'ohjct  ((ui  nous 
occupi',  et  <|ue  nous  nous  sommes  proposé  de  remplir  dans  toute  sou 
eleudue. 

On  lU'  compte  encore  (|ue  deux  siècles  d'ohscrvations  exactes;  et  il  eu 
l'audrail  mu-  suite  très-loui^ue  pour  démêler  et  Wwr  à  postcnori  les  pe- 
tites iuéi;alilés  (jui  altèrent  insen^ildcnient  les  dimeusiiuis  cl  la  |)osili(>n 
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<U'S  orliiU'S  (les  Plaiièlt'S.  Opoiulant  l'accord  (jui  s'csl  ilcjà  trouve  dans 
les  principaux  phénomènes  célestes,  entre  les  observations  et  la  Théorie 
fondée  sur  le  système  de  la  gravitation  univnselle,  autorise  à  peuser  (jue 
le  même  accord  aura  lieu  aussi  dans  les  autres  |)hénoui('nes  moins  sen- 
sihles,  et  à  profiter  par  consé(|uent  des  secours  (pie  cetle  Théorie  ollVe 
pour  pi'cdiic  les  variations  (juc  les  elémenls  des  Piani'tcs  (joivciil  éprou- 
ver à  la  longue,  et  (|ui  empêchent  que  les  Tables  actuelles,  (luchpie 
exactes  (|u'on  les  suppose,  ne  puissent  servir  avec  la  même  précision 
pour  lies  temps  tort  éloignés.  Par  cette  raison,  apri's  avoir  donne  les  Ibr- 
mules  les  plus  générales  et  les  plus  simples  pour  déterminer  ces  varia- 
lions,  j'ai  cru  devoir  donner  aussi  une  application  détaillée  de  ces  tbr- 
inules  l>.  cliacune  des  Plani'tes  prin(i|tales,  atiii  de  iiiellre  les  Astronomes 
il  portée  d'en  l'aire  usage  dans  la  construction  des  Tables  et  dans  la  com- 
paraison des  observations  anciennes  avec  les  modernes,  ("'est  le  but  de 
cetle  seconde  Partie  de  mon  travail,  dans  huiuelle  j'aurai  soin  de  donner 
aux  résultats  iuiméri(pies  toute  l'exactitude  possil)le  et  la  t'oiuie  la  plus 
commode  pctur  le  calcul  astronomi(|ue. 


SECTION   PRKMIHIRE. 

APPLICATION    DES    FORMULES    DIFFÉRENTIELLES    DES    VARIATIONS    SÉCCLAIBES 
AIX    OnilITES     DES     PLANÈTES    PU  I  NC  I  1' M.  ES  . 

1.  (Vile  ap|)licalioii  n'aurait  d'autre  dilliculté  ipie  la  longueur  des 
calculs  aiilliméti(jues,  si  les  données  aslronomi(|ues  (|u'elle  demande 
étaient  toutes  bien  connues  et  déterminées  avec  une  précision  sullisanle. 
Ces  données  sont  :  i"  les  distances  moyennes  des  Planètes  au  Soleil,  ex- 
primées en  parties  de  la  distance  moyenne  du  Soleil  à  la  Terre;  2°  les 
rapports  des  masses  des  Planètes  à  celle  du  Soleil,  ou  la  valeur  de  leurs 
niasses,  en  prenant  celle  du  Soleil  pour  l'unité;  '^°  les  excentricités  et 
les  inclinaisons  des  orbiti's,  ainsi  ipie  les  lieux  des  aphélies  et  des  nœuds 
f)oiir  une  épu((iie  donnée.  (,es  donni-es  de  la  iireinii're  el  de  la  seconde 
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espèce  enlrtMit  dans  les  (■(|uati(iiis  ditlV'rt'iHu'lles  iiiriDcs,  cl  sdiil  par  cuii- 
séquciU  la  hase  de  toiil  le  ealciil  ;  les  autres  ne  sont  nécessaires  (|ne  pour 
déterminer  les  constantes  arbitraires  des  intégrales,  et  ce  n'est  (|n'a|)ri's 
l'intégration  qu'on  en  a  besoin. 

Or,  de  ces  différentes  données,  il  n'y  a  guère  que  les  premières  i-t  les 
dernières  sur  l'exactitude  desquelles  on  puisse  com|)ter  jus(]u*:i  nn  cer- 
tain point.  Nous  les  prendrons  dans  les  Tables  de  Hallev,  (|ui  sont  les 
plus  généralement  suivies  pour  les  Planètes;  d'ailleurs  elles  sont  à  peu 
près  les  mêmes  dans  les  autres  Tables:  et  si  elles  ont  encore  besoin  de 
(|uelque  correction,  ce  ne  sera  qu'après  une  longue  suilc  d'oliservations 
qu'on  sera  en  état  de  leur  donner  toute  la  précision  dont  elles  sont  sus- 
ceptibles. 

A  l'égard  des  masses  des  Planètes,  on  sait  (|u'il  n'y  a  de  eoiii.mes  (|iie 
celles  de  la  Terre,  de  Jupiter  et  de  Saturne,  parce  (|iie  ces  l'hmèles  smil 
les  seules  qui  aient  des  satellites;  mais  la  détermination  de  ces  masses 
dépend  d'éléments  trop  délicats  pour  qu'il  n'\  reste  pas  encore  beaucoup 
d'incertitude;  aussi  les  trouve-t-on  déterminées  différemmcDl  dansdivei's 
Ouvrages,  et  nous  aurons  soin  de  les  déterminer  de  nouvi'au  d'après  les 
éléments  qui  paraîtront  les  plus  sûrs.  Quant  aux  masses  des  autres  Pla- 
nètes, nous  les  conclurons  d'abord,  par  une  espèce  d'analogie,  de  leui-s 
volumes  et  de  leurs  densités;  mais  nous  donnerons  ensuite  le  moven  de 
rectifier  les  unes  et  les  autres  par  la  comparaison  de  notre  Théorie  avec 
les  observations. 

2.  Pour  mettre  dans  nos  calculs  le  plus  de  liaison  et  de  netteté  qu'il 
est  possible,  nous  conserverons  les  noms  employés  jns(]u'i('i:  mais, 
comme  nous  avons  représenté  les  mêmes  (|uantités  rclativeuieiit  aux  dil- 
t'érentes  Planètes  par  les  mêmes  lettres,  sans  trait,  ou  mar(|uees  d'un, 
deux,...  traits,  nous  su[)poscrons  désormais  (|ue  t(Uiles  les  lettres  (|ui 
n'ont  point  de  trait  se  rappoi'lciit  ;i  Saluriie,  (jue  celles  i|ui  n'ont  (|u'un 
trait  se  rap|)orlent  à  Jupiter,  ([ue  celles  qui  en  oui  deux  se  rapporleiil  ii 
.Mars,  et  ainsi  de  suite  ;i  la  Teii'c,  à  Vénus,  ii  Mercure,  en  suivant  l'iu'di'e 
contraire  des  distances  au  S(deil. 


ilk  TIIKOKIK   I»i:S   \  MU  M  IONS  SÉCULAI  UES 

Ainsi  /sera  la  dislaïuc  iiioycniu'  do  Salurne  au  Soleil,  T  sa  masse,  ou 
|iliilot  le  lappoil  (If  relie  masse  à  relie  du  Soleil.  À  son  exeenliieilé  en 
pallies  de  sa  dislauee  moyeune,  '^  la  l()Mi;ilude  de  son  apliélie,  eomptée 
depuis  un  poini  lixe  dans  le  ciel,  0  la  tauiienle  de  l'inelinaison  de  son 
oihile  sur  réelipTuiue  regardée  eomme  un  plan  tixe,  et  'o  la  longitude 
de  son  nœuil  asc-endanl  siii-  ce  nièiiie  plan.  Ces  mêmes  lettres  mar(|uées 
d"nn  (rail  ie|>ri'senteronl  les  mêmes  (|nanliles  pour  Jupiter,  et  ainsi  de 

Sllill'. 

On  aura  d()ne  ;i  considérer  six  orbites  mobiles  et  variables  en  même 
temps,  et  pai-  eouséquenl  on  aura  i\  résoudre  deux  systèmes  d'éi|ualions 
vndilaiiles  à  eelles  des  n"*  M)  el  50  de  la  première  Partie,  et  (|ui  dans 
(  lia(|ue  système  seront  au  nombre  de  douze  et  eontiendront  Irenle  eoel- 
lieients  dillèrenls  (|u'il  faudra  ealeuler  nuinéri([uement.  (Ivs  eoelfieieuls, 
suivant  la  notation  des  mémos  numéros,  seront  représentés  par  les  sym- 
b(des  m,  n)  et  m,  n^,  en  prenant  |)(Uii  //(  et  n  deux  termes  queleonques 
de  la  série  o.  1,2,  3,  4.  J;  *'l  voici  la  suite  des  opérations  qu'il  faudra 
faire  poni'  en  trouver  les  valeurs. 

3.   Sdieiit,  eu  général, 

M  =  I  -f-  x'z'  -h  (3'z'  +  y'z'H-  ô'z'  -H.  . ., 
N  =  x3  —  a^s'— |3yz^— yos' —  .  .  .. 

en  désignant  pai'  c(,  ,v,  y,  0,...  les  coenicieuts  de  la  série  (|ui  exprime  la 
l'acine  cariée  d'un  binôme,  e'est-a-dire 

1  II  ii3        ^       ii35 

2  "^        24  7.    ^    h  1    ^    b   0 

On  calculera  les  valeurs  de  .M  et  N,  en  faisant  suecessiviinent 

;•'        ,•"  ;."         r'" 

Z  ~    —,—■,■■  -,        -r»     — 75---J 

/■  /  /■  /■ 

et   ainsi   de  suite,   suivant    toutes    les    t(unbinaisoiis   des   six  distances 

moyennes 

/,   /',   ;■",    /'",   /•",   /•' 
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prises  deux  à  deux,  de  manière  que  la  plus  grande  soit  toujours  an  <\r- 
Mominateiii'  et  la  plus  petite  au  nuuiér'ateuf;  le  muuhir  de  ees  conihiiiai- 
sons  monte  à  quinze,  de  sorte  que  les  valeurs  (|iril  f'aiulra  déterminer  «le 
cette  manière  seront  au  nombre  de  trente. 
Soient  ensuite 


On  calculera  de  même  les  valeurs  de  P  et  Q  (pii  répondent  aux  (piin/.e 
valeurs  de  z  ci-dessus. 
On  aura  alors 

P  O  ( 

o,i)  =  -^T,      [o,  il  =  -4:T',        -  élanl  =^  -: 

-,  o,  ai  =  -=r",      [o,  al  = -^  I   ,        -  étant  = —; 


(i,2=:-^^T",     [i,a]=-^T",      3  étant  --^  —  ; 


P  O  /•'" 

;i,  3)=-4=T'",     [i,3]=-^T"',     s  étant  =-^; 


et  ainsi  de  suite  pour  toutes  les  (|uantites  où  des  deux  iioiuhres  renfer- 
més entre  les  crochets  le  premier  est  moindre  ([ue  le  second. 

Quant  à  celles  où  le  premier  des  deux  nombres  renfermés  entre  di> 
crochets  est  plus  grand  que  le  second,  il  sudit  de  remarquer  (|(ie,  comme 
dans  les  fonctions  \r,r'),  'r,r') les  quantités  /•.  /•....  sont  per- 
mutables (46  ,  si  dans  les  expressions  des  quantités  dont  il  s'agit  on 
echaiiiic  entre  elles  les  lettres  r,  /•',  /•" il  viendra 


et  de  même 

[,,0l  =  [0,.]^-:;.^,,        [^..0]-[0...]y/;^.-jîi.---, 


:>l(i  I  IIKOKIK    l)i;S   \\UUTIONS  SÉCULAIRES 

l'I  ;iiii>i  (Ir  Miilt':  (le  ^t>r\v  (jii'dii  aiir;i,  en  iiciiéral, 

(m,  n)  T("'       .  ,        \ni,  n]   TC") 

c  ('laiU  -^  -     '  iiii  les  liiti'cs  m.  n  vu  exposant  l'ciiirscntciit  des  liails  cl 
;■  "  '  ' 

iimi  (les  puissances. 

■i.  Les  Tables  de  llallev  luiiis  doniii'iil  les  valeurs  snivaiiles  des  dis- 
tances nniycnnes  /,  /',  /•",  r  .,  /",  /■', 

/•    -=  9,54007,  loî,'.     o,f)7()55i5, 

/•'  =  5,2ioo<)(S,  0,7160852, 

;•"  =  i,5?.36ç),  o,  i8'.>aS()()6, 

r'"  =  1,00000,  o,ooouooo, 

/•'"=  0,72333,  9,8593365, 

r  =z  0,38710,  9,5878?.3:>. 

l'ar  le  moyen  de  ces  valeurs  on  a  calcule  celles  des  (juanliles  .M  et  .\ 
poni-  les  i|uin/.e  valeurs  de  ;,  en  poussant  l'exactituile  jusipi'a  six  déci- 
males; on  a  clierché  ensuite  les  valeurs  corr('S|»on(lantes  des  (|uantilés  I' 
et  Q,  et  entin  ccdles  des  ([uantités  re|)iésentées  par  des  crochets  ronds  cl 
cari'és.  On  a  trouve  ainsi  les  valeurs  suivantes,  sur  rexactitude  des(|uelles 
on  peut  coiiipter. 

Pour  5 -- -7  —  0,545172  : 

M  =:-  1,075800,  N  -----  0,262042, 

I'       o,433858,  Q  =  0,2835 12,. 

10,    I  0,0147241''  ■      [o,    1]  tt:  0,009622!'' 

8,1680204,  7,9832443, 

1,  O        o,oif)()4'  I  I,  ol     ^  o,oi3o3i  1' 

8,29()7537,  8,114.(776. 
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Poili 


o,  139710 


M  :^   1,006387, 

P  =  o,o?.oo82, 

2)  ^  0,000682'!"' 

6,8334798, 

o  )  =z  0,001  705 T 
7,2318070, 


N  =:  0,079602, 
Q  =:  0,003964, 

[o,  2]  =  0,0001 35 T' 
6,1288064, 

[2,  0]=  0,000337!" 
6,5271336. 


Pour  s 


o,  104H21 


M  =  i,oo274y, 

N  =  o,o52338; 

P  =  0,008412, 

Q  =  0,00  logc), 

(0,  3  )  =  0,000285 T" 

[0,  3]  =  0,000037!'' 

6,4555721, 

5,5716705, 

(3,  0)  =  0,000882! 

[3,  0]  ^  0,0001  i5ï 

6,9453479, 

6,o6i4463. 

Pour 


0,075820 


Pour  z  —  ~ 


M  =  1,001437, 

N  =  0,037883, 

P  =  0,004359, 

Q  :=  0,0004  12, 

(0, 

4  )  =;  0,000148!"" 

[0, 

4]  =  o,ooooi4T' 

6,1700597. 

5,1455700, 

(4, 

0)  =  0,000537!" 

[4. 

0]  r^  o,oooo5i  !" 

6,7301678, 

5,7056781. 

r 

=  0,040576: 

M  :=  l,OOo4l  1  , 

N  =;  0,020284, 

P   :=  0,001239, 

0  =1  0,000063, 

(0, 

5     :=  0,000042  !""■■ 

[0. 

,  5]  ^^  0,000002!"' 

5,6237441, 

4,33ooi33, 

l5, 

0)  =  0,000209!" 

[5, 

1  0]  -  0,00001 1  T 

6,3196095, 

5,0258787. 

28 


I 
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Pour  ;  =  —  r:=  0,21)3902  : 


M  -.:  1,0?.  1574, 

P  =;  o,o';6i8i), 

I,  2j  =   o,ooH4?  5 T" 

7,8077(54'"), 

(2,  I  )  :—  0,01  1867T' 

8.07431.8.,, 
Pour  z  =  ~  =  0,192271  : 

M  —  1, 0099.63 . 
P  ~  o,o?.t)757, 

f  I,  3)  =  0,002509!'" 
7,3994613, 

3,  I  I  :=  o,oo57?.i  T' 

7,7570014, 
Pour  :;  =  —  =o,i3907(): 

M  =;  1,00484  I  . 

P  =^  0,01 5o48, 

(  I,  4'  =  o,ooia69T" 
7,io335io, 

(4,  I  )  =;  o,oo34o2T' 
7,53179.49, 

Pour  z  =  —  =  0,0-  '1 '128  : 

M  =  1 ,001 385, 
P  ;^  0,004198, 

(1,5^^  0,000354 T' 
6,5489146, 

{5,  I  )  =  0,00 1 997  T' 
7,i''5"i65, 


N  r-     o,  144893, 

Q  -^  o,o'.>.759H, 

[1,2]  -~  0,002327'!'" 
7,3667498, 

[■?.,  1  ]  —  o,oo42t)9T' 
7,6333442. 


N  =  (),o(i568(), 
Q  — o, 007  116, 

[1,3]=;  0,000600  T" 
6,7781081, 

[3,  i]:^-o,ooi368T' 
7,1,361 5.-... 


N  ~:   o,o(H)i7o, 
Q  —:  0,0()'.>.6l  1, 

1,4]^  0,000220T' 
6,3426791, 


[4,1. 


:  0,000590  1' 

(),77io53(). 


N  — 0,037188, 
(J  —  0,000390, 

1,  5]       o,oooo33'r' 
5,5169368, 

^5,1]:-    0.00.,,.,  T 

(•),(.,Si.,6,S-. 
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-  —,  -^  (>,(i5(J3oi  : 
/■ 

M  =  1,1  io<)6i ,  N  =  0,309374. 

P  =o,y3(j8ir),  0  =  0,79.2709, 

{■?.,  3)  -  0,499687 T'"  [?„  3]   n  o,384?.56T"' 

9,6986.)8o,  9,5846187, 

(3,  2)  =  o,6i68o3T"  [3,  ?.]  =  o,4743i5T" 

9,7901465,  9,6760672. 


Pour  :  =  -^  =  0,474723 


M=  1,057182,  N=;o, 930473, 

p  =0,273498,  0  =  0,157378, 

(2,  4)  =  o.i454i5T-  [2,  4]  r .  o,o836757T" 
9, 162609a,  8,9225991 , 

(4,  2)  =  0,2II052T"  [4,  2]  =  0,I2l445T" 

9,3243891,  9,0843790. 


Pour  s  =  —  — :  o, 254054 


M  =  i,oi6565,  N:=o,i25g47, 

P=o,o5345i,  0=o,oi6523, 

(2,  5)  =  o,o2842oT>  [2,  5]  =  o,oo8785T' 

8,4536109,  7,9437440, 

(5,  2)  =  o,o56383T"  [5,  2]  =  0,017429 T" 

8,75n479,  8,2412810. 


Pour  s  =  ^^  =  o,73333( 


I 


M  =1,135763,  N  =  o,336i3i, 

P  =  i.6o425t),  0       1,335909, 

(  3, 4)  =  i,(;o4256T"  [3, 4]  -:  1,3359091- 

0,2052730,  0,1957768, 

,  4,  3  !  =  1 ,886275T"'  [4,3]  -  1 ,5';o'^56T" 

o,275tu)48,  (),it)(îio8ti. 


■2-20  IIIKOKII:   l)i:S   VVKIM'IONS  SKCULVIUES 

P(Uir  j.  ^  —  =  o,'3S-  lo  : 

M  —  i  ,03789.8,  iN  ==.  o,  1 89854 . 

P=o,i5?.534,  Q —- 0,079.35a, 

(  3,  5)  =  0, 1 5?.5?.4T'  [ 3.  5]  :^  0,07935?, T 

9,1 83338?.,  8,85945o5, 

5,  3 )  =  o,?.45i47T"'  [5,  3]  =:  0,1  iGaSç)!' 

9,3894266,  9,0655389. 

Pour  r.  =  -;y^  =  0,53 JiGI  : 

M  =  1 ,072986,  N  —  0,9.5769.5, 

P  —  o, 4061 99.,  Q  =  0,260961, 

(4,  5)  =  o,(j(k)i6iT'  [4,5]-    0,49.49001' 
9,8i()65i8,  9,6275709, 

5,  4  t  ^^  0,9094 19T"  [5,  4]  ~'-  o,5798(>6'r"' 
9,9554084,  9,7633975. 

i.fs  iKiiiiliics  [>l;ici'S  sons  les  viilcms  des  (|ii;uitit('s  iiiiircuiccs  pnr  des  cro- 
cIhMs  sont  les  loij,aritliin('.s  des  cocHifiouts  luimi'rKHU's  (|iii  se  Iroiivciil 
;ni-(lossiis:  j'ai  cru  devoir  (loiiiicr  aussi  ces  Ioi;aritlimcs,  nou-sculcuicnl 
pour  >ci'vii'  de  l'iiuliiHialiou  aux  iiouiiires  (|ui  leur  i'e|)(iudeiil,  mais  en- 
core |)arce  (|u'élant  |>lns  exacts  (jiie  ces  noniliies,  ils  [loiirraieiil  servir, 
s'il  élail  nécessaire,  à  pousser  la  précision  plus  loin. 

ô.  Il  reste  <'ncore  à  déterminer  les  valeurs  des  six  (|iiantilés  T,  '["', 
r T',  c'est-à-dire  des  raj)porls  des  masses,  ou  (orces  atliactives  ab- 
solues des  Planistes  principales,  il  ('(die  du  Soleil  ;  mais  celle  delermina- 
tion  est  sujette  it  beaucoup  de  dillicultes.  D'alimd  il  n'y  a  (|ne  huis  Pla- 
nètes, Satnnw,  Jupiter  cl  la  Terre,  pour  les(|U(dles  on  ail  les  diuniees 
cpi'rdle  demande,  parce  (|ue  ce  soni  les  seules  (|ui  aient  des  salcdlites; 
ene(U'e  ces  données  sonl-idies  peu  sures.  A  l'éi^ard  des  auties  Planiles, 
on  n'en  |ieul  connaître  par  observation  (|ue  le  V(dume;  et,  [lour  en  di'- 
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tluiro  la  masse,  il  faut  ensuite  adopter  quelque  hypollièse  sur  la  dcusilé. 
le  qui  rend  les  résultats  douteux  cl  précaires.  Cet  objet  niérile  doue  une 
discussion  particulière;  elle  est  même,  d'autant  plus  nécessaire  (ju'un 
trouve  dans  plusieurs  Ouvrages  des  valeurs  assez  dillérentes  des  masses 
des  Planètes  et  de  leurs  densités,  sans  que  les  Auteurs  y  aient  donne  les 
détails  convenables  pour  justifier  ces  ditrérences. 

On  sait  par  les  Tbéorèines  de  Newton  que  la  force  attractive  absolue 
d'un  corps,  autour  duquel  un  autre  corps  décrit  une  ellipse  (|uelcon(|ue, 
est  en  raison  directe  du  cube  de  la  distance  moyenne  et  inverse  du  carré 
du  temps  périodique;  et  cette  Proposition,  que  Newton  a  démontrée 
pour  les  corps  (jui  décrivent  des  ellipses  invariables,  est  vraie  aus>i  lors- 
qu'on a  éinird  aux  variations  séculaires  des  éléments.  t]ar  nous  avons  vu 
(Tans  la  première  Partie  (^34)  que  dans  ce  cas  la  vitesse  de  la  longitude 

moyenne  est  toujours  représentée  par  —  :  et  la  distance  luoyeinie  par^- 

o 

"étant  la  force  attractive  absolue  du  centre,  c'est-à-dire  la  force  cen- 
trale à  la  distance  i;  ainsi,  en  nommant  /•  la  distance  moyenne  et  tu  la 
vitesse  du  mouvement  moyen,  on  a 

;•- 

donc 

sr= '"-'■; 

mais  il  est  évident  que  la  vitesse  m  est  toujours  réciproquement  propor- 
lioniielle  au  temps  périodique;  par  consé(|uent,  si  l'on  nomme  t  ce 
leiiilis,  on  aura,  en  général. 


Soient  maintenant  S  la  ma.s.se  du  Soleil.  P  celle  d'une  Planète  princi- 
pide,  /•  la  distance  moyenne  de  cette  Planète  au  Soleil,  et  /  son  temps  pé- 
riodique; soient  de  plus  o  la  dislance  nioyeinie  d'un  sattdliti-  de  la  même 
Planète  à  celle  Planète,  et  5  son  temps  périodi<|ue.  Les  forces  attractives 
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mIisiiIiio  i'|;ml  |H(ipiiitinimi'll('s  ini\  iiuisst's  on  (Hi;intit('s  de  iiialii'if,  on 


cl  |i;ii  l;i  iiiciiH'  r:iis(iii 


.Inii 


S=ï7' 


p-^i;; 


h(^ra)- 


Soit  (Ir  \>\\i>  I)  la  (li'iisitr  (l(>  la  Planète  P,  cl  d  son  tlcmi-diiMiii'tic; 
romnic  les  vdliiiiio  des  splicres  sont  on  raison  triplée  des  layoïis,  on 
aiiia  (/'  propoitionncllc  au  volume  de  la  planète  P;  donc  D  sera  |)i'op()i- 

in.nncllea  (|)'~ 

Aiipllipuins  CCS  ioriiinlcs  aux  Planètes. 

6.    l'our  la  Tciic  on  a 

/=;aiMi(''c  sifiéralc  =  365' 6'' <)'"  i5' 

>iii\aMl  la  <  !aillc.  et 

6  =  mois  périodique       3.7'  7''  43'"  i?* 

suivant  Maycr.  HcduisanI  en  décimales  de  jour,  on  a  donc 

/=365j,  25689,     9=:27J,32i67, 

cl  de  la  on  liouM' 

'""'gU)  ---  i,i?.6or)07. 

(^■s  valeurs  ne  sont  sujeltes  ii  aucune  inccililiide;  par  conse(|nenl  les  l'é- 
sultats  ne  sauraient  péclier  de  ce  eôté-lii. 

So\lp  la  parallaxe  horizontale  du  Soleil  et  57  celle  de  la  Lune;;  on  aura, 

comme  on  sait, 

'/       .  (J        . 

-  =  sin»,     -  -  sincj, 
/■  p 
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|)(iiirvii  (in'dii  |»renne  pour  tû'  la  paiallixc  (|iii  icpimd  ii  la  (li>laiicf 
iDOVf'iine  (le  la  Lune  à  la  Terre.  Or,  comme  il  ne  .s'agil  ici  ([iie  de  com- 
parer leselTels  de  la  force  atlraclive  du  Soleil  sur  la  Terre  et  do  la  force 
attractive  de  la  Terre  sur  la  Lune,  il  est  clair  (|u'il  ne  faut  considérer  (|iic 
le  simple  mouvement  ellipti(iue  de  la  Lune,  qui  dépend  uni{|ni'mciil  de 
cette  dernière  force,  et  faire  abstraction  de  toutes  les  inégalités  ducs  ii 
l'action  du  Soleil.  Ainsi,  dans  les  Tables  de  la  parallaxe  de  la  Lune,  on 
ne  considérera  que  celle  qui  a  pour  argument  l'aniunalic  de  la  i.un.':  ci 
voici  comment  ou  déterminera  la  parallaxe  iz. 

Soient  p'  et  p"  les  distances  qui  répondent  à  zéro  et  à  (  «Sn  demies  d'ano- 
malie,  et  sr',  w"  les  parallaxes  correspondantes;  on  aura,  |)ar  les  pro- 
priétés connues  des  orbites  elliptiques. 


d'ailleurs 


—  =r  sinro , 


donc 


di      I  I     \        «  smro  +smn; 


p"  Ui      I  I     \  a  smro  H-smn;    _    . 


3.\sincj'       sinro"/        2     sincj'sincj"  sinra'sinro" 

Donc 


smro  smcj 


La  Taille  XI  de  Mayer  pour  la  parallaxe  de  la  Lune  ilni 

cj'  =  54  '  1 3",     ro"  =  60'  ag"  ; 
de  lii  on  ti'ouve 

log  sincT  ^  8,?.20()4io,     ei     ra      57'i<)',î: 

c'est  la  parallaxe  sous  l'équateur.  Pour  la  réduire  à  la  laliludr  moNcinic 
de  '|,"t  degies,  il  eu  faut  retrancber  "j" {.  Ainsi  l'on  auia  en  udinliro  miuls 

ro  —  57' 3". 
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A  l"(i;;ii(l  (le  \n  parallaxe  tlii  Soloil,  los  Aslrononios  ne  sont  pas  encore 
liieii  décidés  sur  sa  (iiiaiililé,  les  uns  la  l'aisanl  de  H",  5,  les  autres  de 
S",();  iiiuis  siippiiserniis  donc  successivenienl  . 

/>  =  8",5     et     =8",  6. 

On  aura  (i'al)i)rd 

p  _   sin8",5 
/•  ~  sin57'3" 

dont  le  logarillime  est  éi^al  à  7,'^95o'^2o;  donc  le  loyarilhnie  de 
l-\  lj\  sera  414^72774.  autinel  répond  la  i'raclion  ^ipr;c  "  *"''^'  '■' 
valeur  de  la  masse  de  la  Terre,  ex|)riniee  en  parties  de  celle  du  S(deil, 
c'est-li-dire  de  la  (piantité  T  .  Ainsi,  en  si,i|)posanl  la  parallaxe  dn  Soleil 
de  <S'H.  on  a 

logT"'=4,437'.774.     T'"=-    " 


36536 I 


Si  l'on  lait  celle  parallaxe  de  8",(),  la  valeur  de  T    se  tr(nive  ani^nu'ii 


lee  dans  la  raisini  de  1  ii  (-^  )  ,  et  l'on  aura  alors 


logT"'  =  4,4487 1 58,      T 


355864 


Dans  la  suite  nous  nous  en  tiendrons  simplement  it  la  première  de  ces 
valeurs  de  T". 

7.    KvaliKins  mainlenani  la  (inanlile  I)  d'apii's  la  roi'ninle 
en  employant  les  mêmes  éléments  que  ci-dessus,  on  trouve 

h.oj)     •..„i(;7ioo{. 

(lelle  valeur  est,  connue  on  voit,  indépendante  de  la  parallaxe  du  S(deil, 
et  étani  comparée  avec  les  valeurs  de  D  pour  les  autres  Planètes,  elle 
dduncra  les  ra|p|iiirls  de  leurs  densités  à  c(dle  de  la  Terre. 
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S.   Pour  Jupiter,  on  a  suivant  Halley 

/  =  4332J8''28"'i% 

et,  l'cdiiisanl  en  décimales  de  jour, 

f  =4332J,3527<). 

A  l'égard  de  la  valeur  de  6,  nous  prendrons  celle  qui  convient  au  qua- 
trième satellite,  dont  la  révolution  périodique  et  la  distance  étant  plus 
grandes  que  celles  des  autres  satellites  sont  aussi  plus  faciles  à  déterminer 
exactement;  et  nous  aurons  d'après  les  déterminations  de  M   Wargentin 

5=  i6ji6''32-8^=  i6J,  68898. 
De  là  on  trouvera 

log^  =2,4142939, 

valeur  qui  peut  être  regardée  comme  aussi  exacte  (jue  la  saleur  analogue 
trouvée  pour  la  Terre. 

On  ne  peut  pas  s'attendre  à  un  pareil  degré  d'exactitude  reiativemenl 

à  la  valeur  de  -  (]ui  exprime  le  rapport  entre  la  distance  moyenne  du 

satellite  à  Jupiter,  et  celle  de  Jupiter  au  Soleil.  Il  est  clair  (|ue  ce  rappoil 
est  fS'A  au  sinus  de  la  plus  grande  dieression  du  satellite  vu  du  Soleil,  ii 
la  distance  moyenne  de  Jupiter;  et  cette  digression  héliocentrique  est 
toujours  facile  à  conclure  de  la  plus  grande  digression  géocentrique  ob- 
servée dans  un  temps  quelconque.  Mais  ces  sortes  d'observations  sont 
très-rares;  et  je  ne  connais  que  celles  que  Newton  rapporte  au  commen- 
cement du  troisième  Livre  des  Principes  {Vhén.  l  et  (|u'il  dit  avoii  été 
laites  par  Pound  avec  d'excellents  micromètres. 

La  plus  grande  élongalion  liéliocentri(iue  du  quatrième  satellite,  ré- 
duite à  la  distance  moyenne  de  Jupiter,  a  été  trouvée  par  cet  Astronome, 
avec  une  lunette  de  i  )  pieds,  de  8' 16";  et  celle  du  troisième  satellite, 
réduite  de  même,  a  été  trouvée  de  4  '12"  avec  une  luiielle  de  12'^  pieds. 
Os  deux  idiservations  sont  si  bien  d'accord  avec  la  loi  des  temps  périn- 
irK|Ue^(ine  l'une  confirme  l'autre  tout  à  fait.  Car  la  révolution  périodique 

V.  2<) 
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ilii  Iroisième  satellilc  ét;ml  par  les  Tables  de  Wargentin  de  7^3^42'"  33% 
DU  hii'ii  (Ml  décimales  de  jour  de  7^,15455,  on  a  pour  le  rapport  des 
leuips  périodiciiies  du  (|uatrièuie  et  du  troisième  le  nombre  2,33264, 
dont  le  earré  est  5,44"';  <>''  '•'  i';ipport  de  leurs  distances  à  Jupiter  est 
évidemment  égal  à  celui  des  sinus  des  élongations  8'  iG"  el  Y  '\2",  lequel 
se  trouve  de  1,75886,  dont  le  cube  est  5,44' 23. 

Les  Cassini  avaient  sans  doute  fait  beaucoup  d'observations  sur  les 
satellites  de  Jupiter;  mais  on  n'en  trouve  que  les  résultats  dans  les  Élé- 
f/ients  (l'Astronomie;  encore  les  élongations  n'y  sont  pas  déterminées 
directement,  mais  par  le  moyen  du  diamètre  apparent  de  Jupiter  et  des 
distances  des  satellites  évaluées  en  j>arties  de  ce  diamètre.  F>a  distance 
du  (|uatrième  y  est  supposée  de  25,3  demi-diami'lics  de  Jii|)ilcr,  cl  le  dia- 
mètre apparent  de  cette  Planète,  vu  du  Soleil  dans  sa  moyenne  distance, 
y  est  de  4i"t;  ("(^  <iui  donne  8'45"  pour  la  plus  grande  élongalion.  Mais 
la  détermination  de  Pound  me  parait  plus  sure. 

Faisant  donc 

-  =  snio  16  , 
/• 

et  ciiiiiloNaiil  la  valeur  de  ^  trouvée  ci-di'ssus,  on  a 


el  de  là 


•JV •_ j 

1067,195 


valeur  (le  la  masse  de  Jiipilei' en  |)ai'lies  de  celle  du  Soleil,  (^etle  valeur 
s'accorde  avec  celle  (|ue  Newton  avait  lioiivée  Livre  111,  l'i'oposilion  VIII) 
el  dont  tous  les  Géoini-lres  ont  tait  usage  jiis(|u'ici. 

y.  Cberchons  maintenant  la  densité  de  Jupiter  ou  plulol  le  r;i|)|Mii  1  de 
cette  densité  à  celle  de  la  Terre.  Il  l'aut  pour  cela  évaluer  la  t'oniiiile 


"-[i] 


(jy    I 
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oii  y  ;i  |;i  uièiiio  viileur  ({lie  ci-dessus,  o[  où  ^  exprime  la  dislance  du  sa- 
tellite il  Jupiter  en  demi-diamètres  de  cette  Planète.  Suivant  (lassini  cette 
distance  est  de  25/3  pour  le  quatrième  satellite.  Or  Newton  rapporte 
dans  l'endroit  cité  des  Principes,  tjue  le  diamètre  de  Jupiter  observé  par 
Pouud  avec  la  même  lunette  de  i23  pieds,  et  réduit  à  la  distance 
moyenne  de  Jupiter,  s'est  toujours  trouvé  plus  petit  que  4o",  jamais  au- 
dessous  de  38",  mais  le  plus  souvent  de  39".  Supposons-le  donc  de  39"; 
il  est  clair  qu'en  le  comparant  à  la  plus  grande  élongation  de  8'iG' du 
quatrième  satellite,  on  aura 

p        sin8'i6" 

—,  =  —■ Trr  ^25,436; 

fi         sin  ig  y 

valeur  qui  s'éloigne  peu  de  celle  de  Cassini,  mais  (|ue  nous  aduptcrdiis 
de  préférence  à  celle-ci.  comme  plus  exacte,  vu  la  longueur  des  lunettes 
avec  lesquelles  elle  a  été  trouvée.  Nous  aurons  ainsi 

logD=^  1,7714800, 

et,  retranchant  la  valeur  de  logD  trouvée  pour  la  Terre  (7),  il  viendra 
pour  le  logarithme  du  rapport  cherché 

t). 3043796, 

au(|uel  lépond  le  nombre 

0,201 55; 

c'est  la  densité  de  Jupiter,  en  prenant  celle  de  la  Terre  pour  l'unité. 

Au  reste  Newton  préfère  déduire  le  diami-tre  de  Jupiter  de  l'observa- 
tion des  pa.ssages  du  premier  et  du  troisième  salellile  sin-  le  disque  de 
Jujiiter,  et  il  le  conclul  de  ^~"-\;  mais,  outre  que  cette  valeur  s'éloigne 
trop  de  celles  (jue  (Jassini  et  Pound  oui  trouvées,  il  est  clair  (|ue.  comme 
il  ne  s'agit  ici  (|ue  du  rapport  du  diamètre  de  Jupiter  ii  la  dislance  du 
quatrième  satellite,  il  est  plus  sur  de  s'en  tenir  aux  ohser-vatious  immé- 
diates du  diami'lre  apparent  et  de  l'elongation;  surtout  parce  (|ue  ces 
observations  ont  été  faites  avec  la  mém<'  lunette,  du  moins  relalivemeni 

9.9. 
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ail  Iroisiôino  saU'llilo,  tlont  r(;'l()ni;ati()ii  obseivôc  s'aicordc  trailli-iirs  cn- 
litMTiiu'iil  avec  cello  tlii  (niatrii'inc,  d'après  la  loi  des  lomps  péiiodKjuos 
i-l  dt's  dislanri's,  ainsi  (iii'oii  l'a  vu  plus  haut. 

10.    NCuoMs  il  Saturne;  nous  aurons  d'aliord  par  les  Tahics  de  llallcy 

/  —  10762' 3.o''33'"4i' =    l'ii  (h'cimalrs  (le  jour)  io7(i?.i,85(>73; 

eiisnilt'  on  aura  (ra|)irs  Cassini  pour  le  (|ualrii'Ui('  sak-llitc,  (jui  élanl  l(f 
plus  {^ros  de  tous  est  aussi  le  plus  l'acilc  à  observer, 

6  "   1 5J  22'' 4 1  "' 23'  —  (en  déciiiKilcs  de  jour  .  i5'.()454"' 

De  là  on  lire 

logg  ■     ■J.,89.9297.0. 

pour  ce  (|ui  couecrne  la  valeur  de  -;  c'est-îi-dire  du  rapport  (Uitr(!  la 

(lislance  du  satellite  à  Saturne  et  la  distance;  moyenne  de  Saturne;  an  So- 
leil, nous  pouvons  la  déduire  des  ohsei'vations  de  Piuind  rapportées  par 
Newton  fPhén.  H,.  Pound  trouva,  avec  une  lunette  de  1  2'^  |)ieds  armée 
d'un  bon  micromètre,  la  plus  grande  élongation  dn  (|ualrièuie  sat(dlite, 
de  8,7  demi-diamètres  de  l'anneau,  et  le  diami'tre  de  l'anneau  ii  celui  de 
Saturne  comme  7  à  3;  il  trouva  de  plus  avec  la  mènu'  lunette  le  diamètre 
(le  l'anneau  de  43"  les  28  et  29  mai  17 19,  vieux  style.  En  multipliant  YV 
par  8,7,  on  a  '^']\"i\onl  la  moitié  est  187".  ou  bien  'V7";  ainsi  d'apii'S 
ces  observations  la  plus  grande  élougatiou  du  (|ualrii'iu('  satellite  aurait 
été  les  méuies  jours  de  y-j".  .M.  di;  Lalaude  dit  eu  (  ll'et  dans  son  Aslrono- 
mie  i\m'  Pound  avait  observé  cette  élongation  le  9  juin  1719  à  10  heures; 
mais,  connue  il  ne  cite  point  la  source  d'où  il  a  tiré  celte  observation  de 
Pound,  on  poui'rait  soupçonner  cpi'il  l'a  simpleuienl  déduite,  comme 
nous  venons  de  le  l'aire,  de  C(dles  (jue  Newton  avait  rappoilees. 

Quoi  iju'il  en  soit.  Newton  réduit  le  diauiclre  (diservé  de  l'anneau  ;i  '\:>." 
et  celui  (b;  Saturne  à  18"  poni'  la  moyenne  distance  de  Saturne  à  la  Terre'; 
ensuite  il  réduit  encore  ce  dernier  à  lO"  îi  cause  de  l'irradiation;  enlin 
dans  la  Propositimi  \  III.  où  il  calcule  les  masses  de  la  Terre,  de  .liipiler 
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et  (Ir  Saturne  en  parlics  (h;  celle  du  Soleil,  il  prend  3'/|''  P"iii'  l^i  p'iis 
grande  élongationdu  (|ualrièiiiesaleHile(le  Saturne,  l'édiiile  ii  la  uioveniie 
distance  de  cette  Planète;  ce  qui  ne  s'accorde  pas  avec  le  dianii'lre  ap|»a- 
rent  de  l'anneau  supposé  de  42";  car,  en  multipliant  21"  par  8,7,  on  a 
182", 7,  c'est-à-dire  3' 2", 7  seulement;  et  l'on  trouverait  moins  encore  si 
l'on  avait  égard  à  la  correction  due  à  l'irradiation  supposée  pai' Newton. 

D'ailleurs,  en  calculant  les  lieux  de  Saturne  et  de  la  Terre  pour  le 
2<)  mai  1719,  vieux  style,  c'est-à-dire  pour  le  9  juin  de  la  même  année, 
on  trouve  que  la  distance  de  Saturne  à  la  Terre  était  alois  ;i  la  dislance 
moyenne  de  Saturne  au  Soleil  dans  le  rapport  de  pSj  ;i  1000;  par  l;i  le 
diamètre  de  l'anneau,  observé  par  Pound  de  43".  se  réduit  ;i  4»'  .<)7  l"»iii' 
la  distance  moyenne  de  Saturne;  et,  ce  diamètre  étant  multiplié  par  la 
moitié  de  8,7,  il  vient  178",  3,  ou  2' 58",  3  pour  la  plus  grande  élonga- 
tion  du  quatrième  satellite  réduite  à  la  même  distance  moycMnc 

Suivant  les  déterminations  de  Bradiey  rapportées  dans  Y Asliononiit'. 
de  M.  de  Lalande,  la  distance  de  ce  satellite  est,  en  demi-diamètres  de 
Saturne,  de  2o,2()3.  et  en  demi-diamètres  de  l'anneau,  de  8,G()cS:  ainsi, 
en  multipliant  4"  197  P^*''  4-359,  on  aurait  178",  18,  ou  bien  VuS.  18 
pour  la  plus  grande  élongation  du  même  satellite. 

Cassini  établit,  dans  ses  Eléments  d'Astronomie,  la  dislancc  du  <|iia- 
trième  satellite  de  Saturne,  en  demi-diamètres  de  l'anneau,  de  8  seule- 
ment; mais  il  donne  ensuite  45  "  au  diamètre  apparent  de  l'anneau,  ce 
(jui  rend  la  plus  grande  élongation  de  >'.  Il  y  a  peul-èlic  lieu  de  croire 
(jue  ces  éléments  sont  moins  exacts  que  ceux  (|ui  résultent  des  observa- 
tions de  Pound,  d'autant  plus  que  suivant  Cassini  le  diamètre  a|»parcnl 
de  Saturne  est  de  20",  ce  (|ui  donne  le  rapport  de  ce  diami'tre  a  celui  de 
l'anneau  dans  la  proportion  de  4  à  9,  tandis  (|ue  par  les  observations  de 
Pound  et  de  Bradiey  faites  avec  île  très-longnes  lunettes  cette  priqiortiiui 
est  de  3  à  7. 

.\(Uis  sup|>oserons  cepen<laut  par  un  milieu  la  plus  i;rande  elun^alinn 
du  satellite  en  (juestiou  de  2'59":  nous  aurons  ainsi 

-^  =  SM12'59  ; 
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cl.  ciiinldyaiit  l;i  vali'iii' tic  .  douiicc  ci-dcssiis,  il  viendra 


lo^' 


logT      6,4738674; 


3358,4o 

valour  dp  la  masse  de  Saturne  en  parties  de  celle  dn  Soleil. 
Si  l'on  supposait  avec  Newton 


o!i  liouverait 


cl  par  r(iMSC(|iicnt 


L  r.=  sin3'4", 
logT  '    6,5(K)76i  8, 


T^ 


3091,9 


valeur  lrès-|)(Mi  dillcrciilc  de  celle  (|u'il  a  donnée  dans  la  Proposition  VIII, 
«lu  Livre  III.  Mais,  d'après  la  discu.ssion  où  nous  soinincs  entrés  sur  la 
vraie  élongalion  du  qualrioine  satellite  de  Saturne,  on  ne  peut  que  re- 
ijarder  cette  valeur  coiuinc  beaucoup  Irop  lortc. 

.Vu  reste  il  es!  surprenant  (|nc  dans  ces  derniers  temps,  où  le  noniln'f; 
<les  Oliservaloires  et  des  Ohservateurs  s'est  si  fort  accru,  <'l  où  les  insli'u- 
nicnls  optiques  ont  clé  portés  à  une  si  grande  perlection,  on  n'ait  pas 
cherché  à  rectitier  de  nouveau  des  éléments  si  es.senli(ds  pour  la  Théorie 
liu  système  du  inonde;  nous  exhortons  les  Astronomes  à  réparer'  celte 
oinissi(ui  cl  ii  deicrminci-  par  de  nouvelles  ohseivalions  les  dislances  des 
.satellites  de  .lupiter  et  de  Saturne  à  leurs  Planètes  principales  avec  toute 
l'evaclitude  que  l'on  |)eul  atlendic  dans  l'état  actuel  de  l'.Vstronomie. 

1 1 .    Quant  a  la  densité  de  Saturne,  la(|uelle  dépend  de  la  t'ormulc 
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en  prenant  pour  '.  la  valeur  tiouvce  j)ar  Hiadley  de  20,295,  il  vient 

logD--=  1,5168958; 

(l'oii,  retraneliant  la  valeur  de  logD  pour  la  Terre  i'T  1,  ou  a 

9,0497954 

pour  le  loi;aritliiue  (lu  ra|)port  de  la  densité  de  Saturne  ii  ecllcde  hiTen-e; 
en  sorte  (|ue  la  densité  de  Saturne  sei'a 


celle  de  la  Terre  étant  prise  pour  l'unité. 

Au  reste  cette  détermination  suppose  (|ue  l'on  tasse  aljstraclion  de  l'at- 
traction de  l'anneau  sur  les  satellites,  et  (|ue  la  force  centrale  <le  ceux-ci 
soit  due  uniquement  à  la  masse  de  Saturne.  Si  une  partie  m""""'  de  cette 
force  provenait  de  l'anneau,  alors  la  valeur  que  nous  venons  de  trouver 
|»()ur  la  densité  devrait  être  diminuée  de  la  jyj'"'"'  partie. 

12.  A  l'égard  des  niasses  des  autres  Planètes  (jui  n'ont  point  de  satel- 
lites, il  faut,  comme  nous  l'avons  dit  plus  haut,  les  conclure  de  leurs  vo- 
lumes combinés  avec  leurs  densités.  C'est  ainsi  que  M.  Euler  en  a  usé  le 
premier  dans  ses  Recherches  sur  les  perliirJialious  des  Planètes  Prix  de 
r Académie  des  Sciences  de  Paris,  tome  VIII,  page  12;^).  Newton  avait 
trouvé  que  les  densités  de  la  Terre,  de  Jupiter  et  de  Saturne  étaient  dans 
la  proportion  des  nombres  /(oo,  94?  et  67  (Livre  ill.  Proposition  VIII), 
ou  bien  en  divisant  par  4p*^.  de  ceux-ci  :  i,  o.aida").  o.iGt").  .M.  lùiler  a 
remai'qué  que  ces  nombres  sont  prescjue  coninie  les  racines  des  niouve- 
nients  moyens  de  ces  Planètes:  en  etVet,  coninn^  les  carrés  des  mouve- 
ments moyens  sont  en  raison  inverse  des  cubes  des  distances  moyennes, 
il  s'ensuit  ipie  les  racines  des  mouvements  moyens  seront  en  raison  in- 

3 
verse  des  puissances  j  de  ces  mêmes  dislances;  or  d'après  les  Naleurs  du 

11"  4  on  trouve 

--:—i,      — ^=0,29036,      — j  =  o,i8f>2; 
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el  l'on  voit  que  ces  deux  ileniiers  uomhrcs  ne  s'éloignent  p;is  beaucoup 
(le  ceux  qui  expriment,  suivnni  Newton,  les  densités  de  Jupiter  et  de  Sa- 
lui'uc  en  parties  de  celle  de  la  Terre.  De  là  M.  Euler  a  conclu  qu'on  pou- 
vait supposeï'  (|uc  les  densités  inconnues  de  !\lars,  Vénus  et  Mercnie  sui- 
vent la  même  loi  des  l'acines  des  mouvements  moyens;  et  c'est  d'après 
celte  livpdllù'se  (pi'ont  été  calculées  les  densités  et  les  niasses  de  ces  Pla- 
nètes (|a'ou  ti'onve  dans  la  Coiuuiissdiice  des  Temps,  el  dont  nous  avons 
l'ail  usage  dans  nos  Ueclierrhes  sur  les  cf/iia/iuns  secii/aires  des  nœuds  et  des 
inclinaisons.  (|uoi(|ne  d'ailleuis  les  densités  de  la  Terre,  de  .hipiler  el  de 
Saturne  y  soient  assez,  dillërentes  de  celles  de  Newton,  <'t  s'éloigiienl 
considéraldement  de  la  loi  supposée. 

Snivaiil  les  délei'H)inalions  précédentes,  les  densités  de  la  Teire.  de 
Jupiter  et  de  Saturne  sont  comme  les  nombres  i,  0,201 55  et  0,1  121  5. 
Or  ces  nombres  sont  à  peu  près  en  raison  inver.se  des  dislances  moyennes; 
car  lin  a 

— r;=l,        —;  =0,11)228,         --    0,Io482.. 

/•  r  •  I 

Pour  Jupilei'  la  dillerence  est  moindre  qu'un  vingtième  de  la  densité; 
pour  Saturne  tdie  est  environ  d'un  quinzième;  mais  nous  avons  remar- 
i|ue  (|ue  la  force  attractive  de  l'anneau  doit  diminuer  la  densité  de  Sa- 
lurne;  ainsi  cette  considéiation  peut  l'approclier  davantage  de  la  va- 
leur -•  Dans  la  Connaissance  des  Temps  celle  densité  est  seulement  de 
o,  lo'i  ).  el  pai-  conseipienl  pi-es(|uc  égale  a  -:  mais,  comme  j  ignore  sur 

quelles  (buiiiées  elle  a  été  calculée,  je  ne  puis  savoir  (jnel  degré  de  con- 
fiance elle  mérite. 

Quoi  (|u'il  eu  soit,  s'il  y  a  nue  loi  enli<'  les  densités  des  Planètes  et 
leurs  distances  au  Soleil,  <m  peut  regarder  iclle  (pie  nous  venons  de  dé- 
couvrir et  qui  l'ait  ces  densités  récipro(|nemeiit  pro|)orlioniielles  aux  dis- 
lances, comme  la  plus  plausible  pai'  sa  sim|dicilé  et  par  son  accord  avec 
les  densités  <(iunues;  nous  l'adoplei'oiis  donc  aussi  pour  Mars,  Vénus  et 
Mei'ciire,  et   nous  siip|ioseioiis  leurs  deiisiti-s  ('gales  respeclixcmeiil  aux 
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(),(')5(i3(),      i,'^82';<),       -./jiSSSi, 
d'itlii'i's  It's  valeurs  du  n"  4. 
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13.  Cl) II) nie  CCS  (Icnsiics  soiil  c\|)riiiiccs  cil  parlicsdc  celle  de  la  Tcrie. 
il  est  clair  (jiie  si  un  les  nuiltiplie  respeclivemenl  par  les  cubes  des  dia- 
inèli'es  exprimés  pareillemeiil  en  parlies  de  celui  de  la  Terre,  on  aura  les 
masses  correspundanles,  o.xprimécs  au.ssi  en  parlies  de  la  niasse  de  la 
Terre;  car  on  sait  (|ne  les  voUunes  des  sphères  et  de  Ions  les  corps  seni- 
Itlahles  sont  en  raison  triplée;  des  côtés  liomoloi^ues.  Il  ne  s'ai^il  donc  (pie 
d'avoir  les  diamètres  des  trois  Planètes  Mars,  Vénus  el  Mercure;  mais  le 
inan(iue  d'ohservalions  l'end  de  nouveau  cetle  déterminalion  dillicile  cl 
iucertaiiie. 

^1.  le  .Monnier  rapporle  dans  les  J/is/i/ii/io/is  as.'ro/io/nif/iics  que  Picard 
avait  observé,  le  5  septembre  1672,  le  diamètre  de  Mai's  de  26";  mais  que 
l-lamsteed  l'avait  trouvé  à  peu  près  dans  le  même  temps  tantôt  de  2", 
tantôt  de  7"  plus  t^rand;  ainsi,  suivant  Flamsteed.  ce  diami'Ire  aurait  elc 
alois  par  un  milieu  d'environ  3o";  sur  quoi  .M.  de  Lalande  observe  dans 
son  Asironumie  ([m»  Picard  lui-même  dit  l'avoii-  trouvé  de  So"  dans  le- 
lenips  de  l'ijpposilion  ([ui  a  eu  lieu  le  H  septembre  xi'i-^j..  Oi'  la  distance 
ib'  .Mars  ii  la  Terre  était  alors  de  o,'Wi5  en  parlies  de  la  distance  moyenne 
'de  la  Terre  au  Soleil;  ainsi  le  diamètre  apparent  de  Mars  vu  à  cette  der- 
nière distance  sera  de  i  i",ij  ;  c'est  ainsi  qu'il  se  Iroiivi'  dans  la  Connais- 
sance des  Temps.  Mais  dans  les  Supplémenis  à  V Astronomie,  M.  de  l.alande 
réduit  ce  diamètre  à  10",  175  d'après  les  observations  faites  par  M.  l'.Vbbé 
!{ocbon  eu  1777  avee  son  nouveau  mici'omi'lre.  Nous  le  supposei'ons  ce- 
pendant encore  de  i  i",4  avee  Picard  el  Flamsteed. 

Le  passaiçe  de  Vénus  sur  le  disque  du  Soleil,  arrive  le  (>  juin  i-fii.  a 

luurni  aux  .Vslronomes  roccasiim  de  reclitier  le  diami'Ire  di'  \  cnus,  cpu' 

les  (d)servalions  d'Iburoccius  avaienl  donne  d'environ  20'  ii  la  dislance 

moyenne  du  Soleil.  ,VI.  de  Lalancb'  l'a  déterminé  de  iG",7  i»  celte  même 

\ .  3o 


•2:J'^ 


TIIKOIUK    l)i:S   VMUVTIONS  SECULAIRES 


ilislaiicc.  tant  par  ses  propres  oltservalioiis  {|iic  par  celles  (pie  Sliort  avait 
laites  en  Angleterre;  et  il  ne  parait  pas  (pie  les  observations  tin  |)assage 
(le  i76()  aient  rien  eliangt'  à  cette  ilt'terininalion  { Mémoires  de l' Académie 
des  Sciences  de  Paris  ponr  1762,  page  9.G0). 

Le  diamètre  de  .Mercnro  ayant  (•{('  mesnn''  par  Biadiev  en  17:^'^,  dans 
le  lein|»s  du  passage  de  celte  Plani'te  siii'  le  dis(iue  du  Sideil,  avec  un  mi- 
cromètre appli(pi(''  à  un  téloscoj)e  d'Huvgliens  de  120  pieds,  l'ut  trouve 
de  10" /Jj'  Transaclions philosopliiques,  u"386j.  Or  le  calcul  donne  pour 
la  dislance  de  Mercure  it  la  Terre  ii  celte  epotpu'  0,67657;  de  sorte  (|ue 
ce  (lian)èlre,  ri'îduit  à  la  distance  moyenne  du  S(deil,  devient  7  ".^7.  Mais 
M.  de  Lalande,  dans  le  passage  de  17  V'),  ne  l'a  trouve  pour  cette  nu'me 
distance  que  de  6"^:  el  il  le  fixe  en  cous(;(|iU'nce  par  une  espèce  de  milieu 
à  6",().  Nous  le  supposerons  en  uoiulirc-^  lunds  de  7",  tel  (|u'il  se  ti'onv(^ 
dans  la  Connaissance  des  Temps. 

li.  Les  valeiii-s  (|iir  immis  venons  d'assii^ner  aux  diaiuèli'es  de  Mais, 
\  énus  et  Mercure,  réduits  à  la  distance  uioyeinie  du  Soleil  à  la  Terre, 
étant  maintenant  divis(''s  par  17",  diami'lre  d(^  la  Terre  vue  du  Soleil 
dans  la  suppositiiin  de  la  parallaxe  de  cel  astre  de  S"^,  on  a  les  nomhres 
suivants 

ii.d'^n'K),      (i,()8>S'),      (j.jrr-d 

pour  les  valeurs  de  ces  diami'tres  ex|)rimees  en  [)arlies  de  celui  de  la 
Terre.  Les  cultes  de  ces  nomhnîs,  ('tant  multiplies  respeclivemenl  par  les 
densités  fl2) 

o,fi563<.,      i,38:>'io,      ..'i«;Wi. 


ilnnilelniil  les  llla^^e^  eu   pallies  (le  celle  de  la  Terl'e  ;  el  ces  masses  élanl 

iNiMiile  iiiiiiri|iliees  par  ^.    .   >  lappoil  de  la  masse  de  la  Tei're  ii  celle  du 

S(deil,  donneront  enfin  les  rapptnts  des  masses  de  Mars,  de  Vc'uus  el  Mcr- 
cni'e  a  celle  du  Soleil,  ou,  ce  (|ui  revient  an  iiK'me,  les  masses  de  ces  Pla- 
iii'tes  exprimées  en  pallies  (le  celle  dii  Siileil.  e'es|-ii-dire,  les  valeurs  des 
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(|iianlil('s  T',  T",  T'.  D'après  ce  calcul  on  liouvc 

logT-^  3,733:188,       T^^^^^, 
logT-=^  4,5547437,       T'>: 


78777' 

log'l"' =:  3,6c)34oi5,       T*' 


20258 10 

Kt  les  antres  masses  ser'oiil,  coiiiiiic  mi  les  a  lidiivées  ci-dcssiis. 


lOgT    =:  (1,4738674, 

*   ~  3358,4o' 

logT'  =6,9717561, 

T  - 

1067,195 

logT"'=  4,4370774, 

^  ^fi'ï^K. 

15.  Apfës  avoir  ainsi  déterminé  les  valem's  des  ([iiantilés  T.  T  ,...,  T', 
il  n'y  a  pins  qn'à  les  substituer  dans  les  expressions  des  (juantités  mar- 
quées par  des  crochets  ronds  et  carrés  (i)  ;  mais  avant  de  faire  cette  sub- 
stitution nous  remarquerons  que,  dans  les  équations  différentielles  dont 
ces  quantités  doivent  être  les  coetlicients,  la  variable  /  est  censée  repré- 
sentée par  l'angle  du  mouvement  moyen  de  la  Terre  autour  dn  Soleil.  Or 
il  est  beaucoup  plus  commode  pour  le  calcul  cl  |)our  les  usages  astrono- 
miques d'exprimer  le  temps  en  années  Juliennes  de  3()5  jours  et  G  heures. 
Soit  donc  «  l'angle  que  la  Terre  ou  le  Soleil  parcourt  relativement  aux 
étoiles  fixes  dans  l'espace  d'une  année  .Inlienne,  il  est  claii'  qu'il  n'y  a 
qu'à  changer  t  en  at  pour  (jue  la  ([uantité  /  se  trouve  exprimée  en  années 
et  en  parties  d'année.  Mettant  ainsi  «/  à  la  place  de  /,  et  par  consé(|uenl 
y.dt-A  la  place  de  dt,  dans  les  é(inati()ns  dont  il  s'agit,  et  les  nuiiliplianl 
ensuite  |)ar  a,  elles  ne  recevront  d'antre  cliangemenl,  si  ce  n'csl  (juc  tons 
leurs  coelficienls  représentés  par  des  croclicis  ronds  cl  canes  se  trouve- 
ront eux-mêmes  multiplies  par  c.  D'un  il  ^'ensnil  (|iie,  pour  l'aire  en  soiic 
(|uele  temps  l  se  trouve  exprimé  en  nombres  qui  représentent  des  années 
Juliennes,  il  sutlira  de  multiplier  par  y.  les  \alenis  de  lonli's  les  (|nanlités 

3o. 
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iii;ii'(|ii('t's  par  des  ciuclicts,  ou  encore  de  niultiplici'  siiii|»l('mciil  par  '/  les 
valeurs  des  six  ijuaulilésT,  T',  T",...,  T",  |)uis(|Mi'  cliiu  iiiic  de  celles-là 
est  uuiltipiiée  par  une  de  celles-ci. 

Mais  il  iaiil  déterminer  la  valeur  de  (/.;  pnur  cela  je  pi'cuds  dans  les 
Taldes  de  .Maver  pour  le  Soleil  le  niouveuienl  pour  i ou  années  Juliennes, 
(|ue  je  trouve  de  cent  ciiccMilereuces  complètes  plus  /iG'aii",  ce  qui  l'ail 
i2()Go2783",;  j'en  retranche  le  uu)uvement  séculaire  des  é(|uinoxes,  (|ui 
est,  suivant  les  mêmes  Tables,  de  i"23")()",  ou  hien  de  ^o'îo";  reste 
12Ç);')97753"  pour  le  mouvement  séculaire  du  Soleil  ou  de  la  IVrn'  rela- 
livemeul  aux  étoiles  fixes;  d"où  l'on  a 

■295977",  53 

piiiir  le  nmuvement  annuel  que  nous  avons  dénoté  par  «. 

Je  multiplie  donc  les  valeurs  des  (|uanlités  T,  T',  T",...,   T'  Irouvées 

dans  les  numi'ros  précédents  |»ar  le  uomltre  i  ■«)5()77",  V^;  j'ai  comuic 

il  suit  * 

logT    r^  2, 58b4(148,  ï    =:     585',8<)i, 

logT'  r=  3,0843535,  T'  =r  i9.i4",  371;, 

logT"  =-9,8463462,  T"     -        <)",7()a, 

log'r'r-.   o,54;)8748,  T"'              V,  147, 

logT"      0,6673411,  T"             î  •''i9' 

logT'    -   <),8o5i)i)8i),  1'              <)",l)4o. 

O  soûl  les  valeurs  des  masses  des  six  Planètes  Saluruc  Jii|)ilcr,  .Mars, 
la  T(;rre,  Vénus  et  Mercure,  en  supposant  la  niasse  du  Soleil  repiésetilée 
par  l'aui^le  (|ue  cet  aslrr  décrit  dans  l'espace  d'une  année  Julieimc. 

16.  On  snhstilneia  luainleuant  ces  valeurs  dans  celles  des  (juaulités 
mar(|uées  par  des  crochets  fi);  mais,  connue  les  masses  (|ue  nous  vemtns 
iV'  trouver  pitiirraieul  eucori'  avoir  besoin  de  i|m'l(|ue  correction,  surtoiil 
celles  de  .Mars,  Vénus  et  .Mercure  (|ui  n'ont  été  déteiiuinées  (|u'hvpolli<- 
fi(Hn'ment,  il  sera  bon  de  multiplier  auparavant  les  valeurs  précédenics 
di-  T.  T'.  T",  T".  T",  T',  par  d"s  coenicienis  iudélerniiues.  ///,  ni  .  m" ,  ni' , 
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w"'.  /«',  (|iii  seront  par  roiisé([iiont  (hmiscs  représenter  des  nunilires  peu 
ditiérenis  de  l'unité.  On  veira  dans  la  Seelion  suivante  coninn-nt  on  peut 


es  coefTi 

eionts  d'après  les  0 

.servations. 

uic  fomuie  il  snil 

<>.  1    ^^- 

1 7' ,8804  m' 

0,.]  = 

1 1",6842//.'' 

I,  2623739, 

1,0675978, 

O,    T        -IZ 

0",  ooo5/?i" 

0,  2]r= 

0' ,  oooi  m" 

6,6798260, 

5,975.526, 

(0,3,   = 

0",  ooiom'" 

o,3]  = 

o",  0001  m" 

7,00544(59. 

6,  .2.5453, 

(",4  = 

0",  0007  m" 

0, 4]  = 

0",  0001  m'" 

6,8374008, 

5,8.291 1 1, 

(O,  5    = 

o",oooo/?i' 

o,5]  = 

0",  0000  m" 

5,4297430, 

4, I 360.22, 

(i,o    = 

7",  6962  m 

L.,o]  = 

5",o286»( 

0,8863185, 

0,70.4424, 

(.,21  = 

o",oo45/«" 

1,2]  = 

o",oo.6/h" 

7,6541107, 

7,2.30960, 

1  .     > 

0",  0089W'" 

L«r3]  = 

o",oo2.  m'" 

7,9493361, 

7,3279829, 

'  •  4    - 

o",oo59«i'^' 

.1,4]  = 

0",  00.0  m" 

7,770692., 

7,0.00202, 

(1,5)  = 

0",0C)02/«' 

L.,5]  = 

0",  0000 /«' 

6, 3549135, 

5,3229357, 

(  2,  0 ,  = 

o",658./H 

L2,o]:-. 

0",  .299/?* 

9,8.82718, 

9, 1 .35984. 

',  3-,   I  )    --- 

.4  ",4  '  16'"' 

[2,,]  = 

5",22o3m' 

. , 1 587124, 

0,  7.  76977, 

■•.  ; 

i",7724wi'' 

2,3]  = 

i",  3630»»* 

0, 2485728, 

0,  .344935, 
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>a,4-- 

o",676o/«"' 

[2.4]- 

o",3889w'> 

9, 8?.9i)5o3, 

9,58i)()io2, 

?.,5)r^ 

o".t5iîS?. /«' 

[2,5]:= 

o",oo56//r 

8, 7.5()6oi)8, 

7.749:4->9, 

i3,o)  = 

0' ,  3408/)/ 

[3,o]  = 

o",o445w 

9,5318127, 

8,6479,,., 

(3,0  = 

6",i)\iioni' 

[3,1]- 

i",6tH5/«' 

0. 8418589, 

0, 22o5(l47, 

\  3,  2  ,  = 

o",433om" 

[3,.]- 

o",333oot' 

9,6364927, 

9,5224,34, 

(3,4)- 

7",  4579m" 

[3,4]- 

6",2io4m" 

0,8726141, 

0, 793, 179, 

3,5,= 

o",o976w' 

[3,5]=. 

0",  0463 /H" 

8,989337,, 

8,6654494, 

4.0   = 

o",2073ot 

[4.o]  = 

0" ,  0 ,  96  /;; 

9.3i663?.6, 

8,  2921429, 

i4.  '  ) 

4' ,  i3i2«/' 

[4.']- 

o",7  168  m' 

0,6160784, 

9,8554o65. 

4.'..- 

0",  1482  m" 

[4,^]  = 

o",o853w' 

9,  1707353, 

8,9807252, 

(4.3     :.. 

6",  6908  m"' 

[4.3]  = 

5",57i6/w" 

0,8254796, 

o,745t)83î. 

(4.5):= 

0",  4223  m' 

[4,5]  = 

0",  27  i4"i' 

9,6256507, 

9,43356ç)8, 

'  5,  o    = 

«)",o8o6//i 

[5,o]  = 

0",  004,  III 

8,9060743, 

7,6123435, 
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5,  I  )  ^    i", 575401'  [5,  l]:=    o",  i4l>4'" 

o,  i974o"«,  9,  i654?-^.?-. 


f5,  2'=     o", 0396m"  [5,  2]r=     o", 0111m" 

8,5974941,  8,0876272, 

5,3):=    o",8696/n"'  [5,3]=    o",^ii5m'° 

9,9393014,  9,6154137, 

5,  4  i  ^    ^",iç)5im"  [5,4]=    2", 6957 /n" 

0,6227495,  0,4306686. 

J'ai  placé  aussi  sous  les  coefficients  numériques  leurs  logaritlnnes,  counne 
je  l'ai  déjà  fait  plus  haut  4  .  et  par  la  même  raison.  C'est  ainsi  qui' j'en 
userai  toujours  dans  la  suite. 

17.  Voilà  donc  les  valeurs  nnniériques  de  tous  les  coellicifiiiN  des 
(litTérentes  équations  diUerentielles  qui  doivent  servir  à  déterminer  les 
variations  séculaires  des  aphélies,  des  excentricités,  des  nœuds  et  des 
inclinaisons  des  six  Planètes  principales.  Ces  équations,  au  nomhrc  de 
vingt-quatre,  auront  la  forme  que  voici. 

i"  Pour  les  variations  des  aphélies  et  des  excentricités,  en  nonnnanl 

p,  9, . . .  les  longitudes  des  aphélies  de  Saturne,  Jupiter >..  /.'. . . . 

les  excentricités  de  leurs  (u-hites.  en  parties  de  leurs  moyennes  dis- 
tances au  Soleil,  et  supposant  ,2- = /sins,  j'=  X  COS9,  >r'=  À'sinçi, 
j'=).'cos9' 


-j-    —      o,  I    -I-   o,  21 -t- vo,  3i  +  I  o,  4    -(-    o,  o      r 

-h  [o,  l])■'-^-  [o,  2]_>-"-i-  [o,  3 ]_)•'"+  [o,  4].r'"-i-  [o,  51_)-'=  o, 

-j-    -h  \    O,  I  ;  -I-  !  O,  2  ;  -)-  (o,  3    -4-  .  o,  4    -♦-    o,  5      .r 

—  [o,  i]x' —  [o,  i]x"  —  [o,  3]x"'  —   o,  4].r"  —  [o,  5]x''=  o; 

^  -   r  i,o)-i-ii,  2i-f-(i,3  -i-(i,4j-i-ii,5)|  r' 

-^  Fi,  o]  r  -h  [i,  2],)"-t-  [l,  3]_)-''+[l,4].V"-t-  [i.  5]^)-'=o, 


-2U) 


IIIIK^IUE   DKS   VMUM  IONS  SÉCULAIUKS 


LL   -+.  r    ,,o^  +  (l,2)  +  (i,3)-(-(i,4  1  +  ;  i.-'i;  \x' 

—  [\.f>]x  —  \i.  -jAx-"  —[i.  3]  a'"—  [i,  4]  A-"  —  [i,  5]  X'  rzzo; 

-+■  [a,  o]j-4-[2,  i].r'  +  [2,  3]  r'" -)-[?.,  4 ].>•"■+[?.,  5].)- 3:   o, 

^    -■-  [(2,0)  +(2,   l)+  (2,  3)  -+-(2,  4)  +  (2,   5)1.1" 

—  [■i,o]x  —  [2,  i]x'—  [2,  3]  V—  [2.  4]  -ï"'—  [2,  5]  X'  =  0: 

^'-    -  r3,o)  +  (3,  i;-+-{3,  2)-f-i3,  4)-+-{3,  5)1>"' 

■+-  [3,o].v  +  [3,  l]r'^-[3.  2]j-"+[3,  4].r--t-[3,  5].r'  =  o, 

I^  -^  1(3,  0)+ (3,  i;-4-(3,2;  +  (3,  4)  +  (3,  5)L"■ 
—  [3,  o]  X  —  [3,  i]  jr'  —  [3,  2]x"  —  [3,  4]  •*■"  —  [3,  5]  x"  =;  o; 

^"  -  [4.  o)  +  (4,  Il  +  (4,  2)  +  (4, 3 i  +  (4,  5)]  .r- 

-I-  [4,o].r-f-[4,  i].r'+  [4.2]j-"-)-  [4.  3]j"'-i-[4,5]  .r  =  0, 

^'  +  1(4. 0,-4- (4,  i)  +  (4,2iH-(4,3)-4-(4, 5)1x-' 

—  [4.  o]  X  -  [4,  .]  .r'  -  [4,  2]  X"-  [4,  -5]  .r'"  -  [4.  5]  .r'  =-  o; 


— I  ■  5,  o)  -I-  (  5,  I    -f-  ;  5,  2    -^  i  5,  3  )  + 


5,4)J.? 


-f-  [5,  o]  j-f-  [5,  i].r'  -I-  [5,  o.]x"  H-  [5,  3]  j"'-(-  [5,  4]  ,r"  "^  <>, 


-t-      5,  o  !  +  (  5,  1  )  H-  (  5,  2  )  -♦-  (  5,  3  )  -H   5 


.4.]-' 


-  [5,o]x-[5,  .].r'-[5,  alx"-  [5,  3]  .r'"  -  [5,  4]  x'*  =- o. 


2"   P(Mir  les  variations  des  nœuds  cl  des  inclinaisons,  en  noniniani 

',j,  '«  .. . .  les- longitudes  des  nœuds  ascendants  de  Saturne,  Jupiter 

5,  5',...   les  tanijcntes  des  inclinaisons  de  leuis  orhites  sur  le  plan  de 
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l'é(li|)ti(|iu'  supposée  fixe,  et  faisant  s^Q  sinw,  u  --  0  cosw,  .«'  —  O's'm',/, 
it'  —■  5' fos'jj', . . . , 


(h 
dt 


(lu 

Tt 


H-     (o,  I  :  +  ;o,  2)  +  (o,  3)  +  (o,  4)  +  (o,  5 

—  (o,  i)«'  — (o,  2)  m"—  (o,  3)  m'" — (o,  4)""- 

'  o,  I  I  -t-  (o,  2)  -I-  (o,  3)  -H  (o,  4)  -1-  ;o,  5 
+  (o,  Ij«'  +  (o,  2  '  «"+  (o,  3ii"'-l-  (o,  4)i"' 

ds'        r 

-^     -i-         I,0)+  (l,2;-t-U,  3)    -h   (l,4)   +    (1,5 

—  (I,  o)  M  —  (i,  2)  m"—  (i,  3  )  a'"—  (i,  4)  «'"- 

—  (i,  O)  +  (i,  2  1  +  (1,3)  -f-  (i,4)  +  II,  5 

l ,  o  )  5  H-  ;  I  ,  2  !  «"  -)-  i  I  ,   3  )  s'"  +  (  I  ,  4  )  *"  + 
+   [(2,0)  -4-  (2,   0  +  (2.  3)  +(2,  4}  +  (2.   5 

(2,  o)  M  —  (a,  I)  u' —  (2,  3)  u'" —  (2,  4  )  «"  - 
(2,  o)  +  (2,  i)  +  (2,  3)  +  (2,  4)  +  (2,  5) 
+  (2,  oj  j  +  (2,  I  )«'  +  (2,  3)  5'"  +  (2,  4)  ■*"'  -t- 
[(3,  o)  +  (3,  i)-+-(3,  2i+  (3,  4)  +  (3,  5 

—  (  3,  o)  M  —  (  3,  I  )  u' —  (3,  2  )  u" —  (3,  4)  «"■ 

—  h  3,0)  -I-  ;  3,  i)  +  (3,2)  +  (3,4)  +  (3,  5 

+  ( 3,o)i  +  (3,  i)s'  -¥-  (3,  2)*"+  (3,4)*'"  + 
</jiv        r 

ir  "*"   '4. <>j  +  '4.  i)  +  (4, 2)  +  (4. 3)+  (4,5 

—  (  4,  o  )  «  -  (4, 1  )  «'-  (4, 2)  «"  -  (4, 3)  «'"- 

,-  -  |"(4,  O)  +  ,\, ,)  +  (4, 2)  +  (4, 3)  +  (4, 5 


du' 


ds" 
'dt 


du" 

lu 


dt 


du!" 
HT 


du 

~dt 


(  o,  5  )  u''  =  o, 
s 

(  o,  5    i''  =:  o  ; 

h' 

(  1 ,  5  )  ^<'  ^  o, 

(  1 ,  5   5'  z=  o  ; 

m" 
(  2,  5)M'=  o, 

5" 

(2,  5)  «>  =  n; 

w" 

3,  5  «^  -^  <., 

5'" 

;3,  5)i>  =  o; 

4 ,  s     «'■  =r  O, 


+  (4' ") ■*  -*"  '4,  "  *'-^  ^4- '  •'"'+-  '4'  3 i  ■«'"  +  '4'  5'  «'  ~- o; 
V.  3 , 
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-f-  -I-      5,  o  )  -1-    j,  I    -t-   5,  •>.    -h  (  5,  3  "!  -I-  1  5,  î  )    iC 

'/'       L  -I 

—  (5,  o  )  «—  ;5,  i)m'—   5,  2)  m"—  '^5,  3)  m"  —    5,  {)  «'*  —  <>, 

^^^  -  ^5,  o^  +    5,  I)  -t-  (5,  3.)  +  (5,  3)  -h    f),  4  I  I .«' 

-f-  i*),  o!.î  +  (5,  r)i'4-(5,  2)s"+(5,  3   5'"-+-  i5,  f\^  s'>  =  o. 

Oiiiinl  il  l:i  v;ii'i;\lil('  /,  file  n'prt'scnlo,  dans  ces  t'(|iiiili()iis,  le  ii(tinl)iT 
t'iilicr  on  IViKiioniiaii'c  des  années  .Inln-mies  l'Cdiilées  (le|Hiis  nue  (■■|>0(|iie 
lixf  qui  t'St  cnroi'e  arhili'aiic,  de  surle  (|iu'  /  sera  |i()silit'  [KUif  les  temps 
pitslprieurs  ii  eetle  e|ini|ne  et  nei^alit'  |Kiur  les  anlerieiiis. 

I  S.  Nons  avons  sn|)|)iisc  jnsijn'u'i  ipu'  les  di'hites  des  IMani'Ies  étaient 
rapportées  à  une  éclipti(|ne  lixe,e'est-a  dire  au  pian  dans  le(|ii('l  la  Terre 
s'est  nnie  à  une  époque  <l()iinée;  el  nous  avons  l'apporté  également  à  ce 
même  plan  la  position  variable  de  l'éc  li|)ti(|ne  i'é(dle  ou  de  la  vraie  orbite 
de  la  Terre,  pour  un  instant  (|ueU'on<jue.  Mais  en  Asti'onomie  on  a  eou- 
Inme  de  rajipoiter  immédiatement  les  orbites  des  Planètes  ;i  eette  édij)- 
tiqne  réelle;  on  rapporte  ensuite  la  |»osition  vaiiable  de  cidle-ei  ii  celli- 
de  re(|natenr.  en  tenant  compte  des  cbailgemenls  anxcpnds  ce  deiiiiei- 
plan  est  Ini-menn'  sujet.  Ainsi,  pour  ra|>|)rocber  autant  (pi'il  est  possible 
nos  formules  des  metboiles  astron(Uui(|ues,  il  t'ani  encore  l'aire  voii'  com- 
ment (dies  peuvent  sei'vir  à  délermineV  directeuient  la  position  des  orbites 
des  l'Iani'tes  pai'  rap|)ort  au  vi'ai  plan  de  l'tMdipliipie. 

l'imr  c(da  on  se  l'appellera  cpie  la  tani,'ente  de  la  latitude  coirespon- 
daiite  il  une  longitude  q,  pour  un  point  (|mdcon(|ue  d'une  mbite  dont  la 
tangente  d'iindinaison  est  0  et  la  buigitude  du  ikimuI  est  '<>,  est  ex|)riniée, 
en  général,  par  5  siii  «y  —  'ù),  coiunie  ou  l'a  vu  dans  la  preinii-re  Partie; 
ce  (|ui  est  d'ailleurs  coniui  par  les  |uo|)riétés  des  triangles  s|)béri(pies 
rectangles.  Ainsi,  en  supposant  deux  orbites  rap|)ortées  premii'reinent  ii 
redipli(|ue  lixe.et  ensuite  l'une  ii  l'autre,  et  munintint  5,  7  les  tangentes 
de  leurs  iudinaisoiis  ii  l'et  liptiqne,  ',t,  'd'  les  longitudes  de  leurs  iKUuds 
ascendants  sur  ce  plan,  v  la  tangente  de  l'iin  liuaison  de  l'une  ii  l'autre, 
cl  il  la   lougitmle  (II!    uii'iid   ascendant   de   la   piemii'i'e  sur  la   secomie, 
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comptée  sur  iclle-ci,  les  tangentes  des  latitudes  correspondantes  à  une 
même  longitude  y  seront,  pour  les  deux  orbites  relativement  à  l'édip- 
tique,  0  s\n  q  —  'nj,  5  siny  —  w'j,  et  pmir  la  première  orhite  r(dative- 
ment  à  la  seconde  S^sinf^  —  i>j. 

Or,  si  l'inclinaison  des  deux  orbites  à  l'écliptique  est  supposée  très- 
petite,  en  sorte  que  5  et  5'  soient  des  (juantités  fort  petites,  ainsi  que  ô, 
les  tangentes  des  latitudes  seront  à  très-peu  près  égales  aux  latitudes 
elles-mêmes,  et  le  cercle  de  latitude  correspondant  à  la  longitude  q 
comptée  sur  rédipti(|ue  se  confondra  à  très-peu  près  avec  le  cercle  de 
latitude  correspondant  à  la  même  longitude  q  comptée  sur  l'une  des  or- 
bites. D'où  il  est  aisé  de  conclure  que  la  latitude  ^sinfq  —  ii  sera  à 
très-^eu  près  égale  à  la  différence  des  deux  latitudes  0  ■>\n  q  —  'o)  et 
Ssin""  q  —  oj',;  ce  qui  donnera  cette  équation 

.9-  sin \q  —  û  =  6  sin  (çf  —  w   —  5'  sin  -^  —  «'  , 

laquelle  seia  vraie  quelle  que  soit  la  longitude  q.  De  sorte  <|u'en  déve- 
loppant les  sinus  et  comparant  séparément  les  termes  qui  contiennent 
sin 9  et  cosy,  on  aura  ces  deux  équations 

j  sinû  =  6  sin 03  —  ô'sinw'  =;  *  —  s', 
.9-cosû^  ôcosM  —  6'cosm'=:  u  —  ii'. 

par  lesquelles  on  déterminera  facilement  le  lieu  du  ikcuiI  ((ininuin  et 
l'inclinaison  nuituelle  des  deux  orbites. 

Or,  puisque  .Tsinlî  et  &cosi^  sont  des  quantités  analogues  à  v  et  //. 
pour  l'orbite  rapportée  non  à  l'écliptique  fixe,  mais  à  une  autre  orbite 
dépendante  de  s'  et  u' ,  il  s'ensuit,  en  général,  que  si  des  cléments  s  et  u 
relatifs  à  une  orbite  quelconque  on  retrancbe  les  éléments  correspon- 
dants pour  une  autre  orbite,  on  aura  sui'-le-cbam|t  ceux  de  la  iireuiii're 
orbite  rapportée  à  la  seconde. 

Ainsi,  pour  rapporter  les  orbites  de  Saturne.  .Jupiter —  à  l'ecliptitiue 
vraie  (Ui  à  l'orbite  de  la  Terre,  il  n'y  aura  qu'à  prendre,  à  la  place  des 
éléments^.  ii,s',  u',...,  les  différences  .v  — *,  ii  —  n",s'—s'.  ii'—ii",... 
de  ces  ménn-s  eléuients  avec  les  éléments  analogues  .v  .  //  |iiiiir  celte  dei- 
nière  orbite. 

3i. 
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Quant  an  di'grc  de  précision  tic  ffs  rcilni'lions,  il  n'est  pas  dillieile  de 
se  eonviiiiuie  qu'elles  sont  exactes  aux  {juantilés  du  troisii'nie  ordre  près, 
en  re5>:ardant  les  inclinaisons  à  l'éclipliciue  comme  des  <iuantités  du  pre- 
mier ordre;  ainsi,  vu  la  petitesse  efTeclive  de  ces  inclinaisons  |)our  les 
Plant'tes  de  notre  svslt'nie,  on  pourra  toujours  employer  les  réductions 
ilmit  il  s'afjit  comme  si  elles  étaient  tout  à  fait  rigoureuses. 

I  i).  A  l'égard  du  changement  de  position  de  l'écliplique  vraie  par  rap- 
poi  t  il  l'équateur,  ou  le  déterminera  facilement  d'après  celui  qui  a  lieu 
relativement  à  re(  lipti(|iie  ti\e,  et  (|ui  dépend  des  quantités  .v  =  5  sinr^u", 
//■=  $"'C0S0)   . 

Kn  eHet,  comme  0'"  est  la  tangente  d'inclinaison,  ou  l'inclinaisoiuelle- 
méme  à  cause  de  sa  petitesse)  de  l'ccliptique  vraie  avec  réclipti(]ne  fixe, 
et  './"la  longilud<'  du  lueud  ou  du  point  d'intersection  de  ces  éclipti(|ues; 
si  l'on  noniMie  de  plus  I  l'inclinaison  ou  l'oldiquité  de  l'écliptique  tixe 
de  17110  sur  re(|ùateur,  I -1- /  l'obruiuité  de  réclipti(|ue  vraie,"  (./"— /]  la 
longitude  du  nceud  des  deux  écliptiques  comptée  sur  l'écliptitjue  vraie, 
tandis  que  la  longitude  w"  du  même  nœud  est  comptée  sur  l'écliptique 
Hxe;  entin  s  l'arc  de  ré(|uateur  compris  entre  lesdeux  écliptiques;  on  aura 
évidennneni  un  triangle  sphérique  formé  par  les  trois  côtés  s,  'j ',  «"  —  yj, 
cl  dans  le(|iicl  les  angles  opposés  à  ces  cotés  seront  6'",  180" —  F  —i,  I.  De 
sorte  ijuc  par  les  pro|)i'ietes  connues  on  aura  ces  l'orintiles 

c  (js  1  -H  /'   =_  cosi  cosG"'—  siiil  sinô"  cosf.)'", 

si  11',)'"      sine   sin(f.)"' — vj  ) 

siii:l-f-t)       sin6"  sini 

d'où  l'on  tirera  /,  ■  et  /;. 

Or,  en  rc^aidanl  0"  connue  très-petit,  «  et  r,  seront  égaleuK'Ut  lii-s-pc- 
tits  du  uicnii'  ordre,  et  l'on  trouvera  par  la  métliode  diflerentiidlc 

5"'sin'.)"'  /'tansr'fi'"       Ô^sin'ii'" 

/  =  6"  COS'j)  .      £  =  — ^— ,— ,      /,   -     -  —        _ • 

Miil  tangl  1,1111,' I 

donc 

•  —    '"      -  —    ■^"         -  —     ''"' 
~      '     '^binf         ~  langl 


DES   KLKMEN  IS   DKS   l'EWÈÏES.  .  2V5 

Il  est  clair,  d'après  les  dénoniiiiations  précédentes,  que  /  scia  Tac- 
croissement  de  l'obliquité  de  l'cdiptique,  a  le  mouvement  des  puinls 
équinoxiaux  en  ascension  droite,  et  n  leur  mouvement  en  ioui^itude. 

Ces  éléments  étant  connus,  on  détern)inera  facilement  les  variations 
séculaires  de  la  latitude  et  de  la  longitude  des  étoiles,  dues  au  déplace- 
ment de  l'écliptique;  et  il  n'est  pas  dilficile  de  voir  que,  si  X  est  la  lon- 
gitude d'une  étoile,  Y  sa  latitude  supposée  boréale,  l'une  et  l'autre  raji- 
portées  k  l'écliptique  tixe  de  1700,  on  aura  à  très-peu  près 

5'"  sin  X  —  ov"  , 
pour  la  quantité  dont  la  latitude  sera  diminuée,  et 
5" cos  \  —  M   taiig Y  —  T,, 

puur  celle  ilont  la  longitude  se  trouvera  augmentée. 

De  sorte  que  l'augmentation  de  la  latitude  sera  représentée  par 
s"'cosX  —  H   siiiX,     ou     v;  tangl  cosX  —  /  sinX. 
et  l'auffmentation  de  la  longitude  sera 
M'"cosX-r-5"'sinX  taiigY  — ■/:.     ou     /  cosX  tangY"  — y;  i— tangl  sinX  iang\  . 

Au  reste,  comme  nous  avons  supposé  que  les  longitudes  étaient  comp- 
tées depuis  un  point  fixe  de  l'écliptique  tixe,  pour  avoir  égard  ;>  la  pn- 
cession  des  équiiioxes,  provenant  du  mouvement  rétrograde  de  l'équa- 
teur,  et  qu'on  estime  communément  de  5o"j  par  an,  il  faudra  augmenter 
ces  longitudes  de  5o"jXf;  c'est  pourquoi  il  faudra  nicltrc  dans  les  for- 
mules que  nous  venons  de  donner  ',j"-i- jo"-5^x  /  au  lieu  de  '»' .  ce  (|ui 
changera  la  quantité  s"  en 

i"'cos(5o"|x  /)  -t-  h'  sin  5o" '-X  /  , 
el  u    en 

a'"  cos  5o" \  X  t]  —  s"  sin!  5o"i  X  /  . 

Il  en  sera  de  inème  pour  les  longitudes  des  nœuds  el   des  aplielio  de 
toutes  les  Planètes. 

20.  On  sera  peut-être  surpris  de  ce  ([ue  dans  les  calculs  prec^'denl^ 
nous  n'avons  point  tenu  compte  de  l'action  de  la  nouvelle  Planète.  Mais: 


2'»«  TllKitlUK    l)i:s   NUUVTIONS  SKCU  L  \  1  K  ES 

i"  il  ii'csl  pi'ul-i'trc  |i;is  ciicnrc  snllisMininciil  coiistalc  (|iic  c'iMi  soil  iiiic; 
2"  sii  (lislaiioe  au  Soleil  est  liiip  liraiidc,  cl  sa  masse  parait  être  trop  pe- 
tite pour  pouvoii'  produire  des  ell'ets  sensibles  sur  les  autres  Planètes. 

Kn  edi'l,  (|nanl  ;i  la  distance  moyenne  de  cette  Plani'te,  (ra|)rès  les  der- 
niers calculs  appuyés  sur  les  observations  faites  depuis  deux  ans,  (die  est 
à  peu  près  double  de  ctdle  de  Saturne,  et  son  diamètre  appai'cnt  n'est,  sui- 
\anl  les   ol)^(■rvalillMs  de  M.  llei'scliel,   (|ne  d'environ   V  ;  iiinsi   ce  dia- 

nit'lrc  n'est  iiiie  -    de  celni  de  Saturne;   de  sorte  (ine   le  dianii'Ire  vrai 
<)  ' 

de  la  inuivelle  Plani'te  sera  -  de  celui  de  Saturne,  et  son  volume  -— i  à 
peu  pii's  — ,  de  celni  de  Saturne.  (]e  i'api)orl  sérail  aussi  c(dni  de  leurs 

masses,  si  la  densité  était  la  même  de  part  et  d'autre;  mais,  suivant  la 
loi  des  densités  trouvée  dans  le  n"  12,  celle  de  la  nouvelle  Planète  serait 
la  moitié  moindre  ((ue  celle  de  Saturne,  et  par  consé(|uent  sa  niasse  ne 

serait  (ju'environ  -^  de  la  masse  même  de  Saturne.  D'apirs  ces  données 

il  est  facile  de  se  convaincre  que  l'action  de  la  nouvelle  Planète  doit 
être  très-peu  sensible  sur  Saturne  même,  et  a  plus  forte  raison  sur  les 
autres  Planètes  plus  éloignées  d'elle;  et  celte  raison,  jointe  à  l'incerti- 
lude  qui  peut  rester  encore  sur  les  éléments  de  cet  astre,  nous  a  paru 
sullisanle  pour  nous  déterminer  à  faire  (|uant  à  présent  entièrement 
abstraction  de  son  action,  dans  la  Tbéoiie  des  variations  séculaires  des 
l'IriMctils  lies  Plaiii'tes. 


SECTION   SECOND K. 

XM.I,lll>     DKS    VARIATIONS    ANNTKI.LKS    DES     li  I,  K  M  E  N  TS    I)KS    SIX     PLANÈTES 

i'iiiNt;ii'Ai.KS,    l'oin    i.'Éi'nyiE    ii  E    1700.    co  M  I'Aiiaison    I)E   ces   VAI.ECHS 

XVEC    CELLES    t}V  I     RÉSCI.TENT    DE.S    O  ItS  EU  V  AT  I  O  N  S. 

•2\ .  .Nous  venons  de  pré.senter  les  éciuations  dilléi'cutifdles  (|ui  renfer- 
ment la  loi  des  variations  séculaires  des  éléments  des  six  Planètes  prin- 
cipales; et  ces  ('(pialions  n'ont  besoin  (pie  d'élic  intégrées  pour  donner 
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celte  loi  sous  une  Ibruie  tiuie  et  i^éuefale  [lour  un  temps  (|iieleon(|ue; 
mais  clans  Tctal  où  elles  sont,  elles  peuvent  servir  à  délenniner  les  vjiria- 
tions  annuelles  des  mêmes  éléments,  puisque,  ces  variations  étant  lii-s- 
pelites,  il  est  permis  de  les  supposer  égales  aux  rapports  de  leurs  dille- 
renlielles  à  celle  du  temps,  que  nous  exprimons  en  années  Juliennes. 
Quoique  la  quantité  de  ces  variations  change  d'une  année  a  l'autre,  on 
pourra  cependant  la  regarder  et  la  traiter  comme  constante  penilanl  plu- 
.sieurs  années,  et  même  pendant  un  ou  deux  siècles;  ainsi,  si  l'on  detei- 
mine  les  variations  dont  il  s'agit  pour  le  commencement  de  ce  siècle,  on 
pourra  y  comparer  les  résultats  des  observations  faites  depuis  \v  renou- 
vellement de  l'Astronomie,  et  fixer  par  là  jusqu'à  un  certain  point  l'in- 
certitude qui  reste  encore  dans  les  rapports  des  masses  des  Planètes. 

Cette  époque  a  de  plus  l'avantage  de  répondre  à  peu  près  au  milieu  de 
l'intervalle  dans  lequel  Flamsteed  et  Halley  ont  fait  les  observations  (|ui 
ont  sei'vi  à  ce  dernier  pour  calculer  ses  Tables  des  Plani'tes;  de  sorte 
qu'il  est  à  présumer  que  les  éléments  de  ces  Tables  ont  ele  principale- 
ment établis  pour  l'époque  dont  nous  parlons,  ou  que  du  moins  ils  sont, 
par  rapport  à  elle,  les  résultats  moyens  de  toutes  les  observations  sur 
lesquelles  les  Tables  sont  fondées:  et  qu'ainsi  ils  peuvent  être  employés 
avec  confiance  comme  des  données  fournies  immedialemeiil  |);ir  i'cdjser- 
vation. 

22.   Pour  avoir  les  expressions  des  variations  annuelles  des  iiphelies 

et  des  excentricités,  il  ne  s'agit  donc  (|ue  de  trouver  eelles  des  ([uanli- 

do     do'  (Il     (/!'  ,  Il  ,■  I 

tes  -V-5   ~hf''>     ,-■>  -r-'---:    or,  avant   supi)ose  dans  les  ('(Hiiiliiuis  du 
dt      dt  dt      dt  .11 

n"  17 

jc  =  >.sin«,     r=:^coso,    x'— Vsinp',     v'  =  X'coso',. . ., 


)•  dx  —  .r  dy  =  X^rf'y,     x-  -+-  )■'  —  ?.-, 
xx' -+-  >•»■'  =^  ?.X'  cos !  o'  —  9  ',     x'r  —  y'x  —  XX'  sin  v  —  '-' 


•I  ainsi  de  suite;  ainsi  ces  è(jnalions  donneionl 


2VS 


'Il 

Ht 


iiii:<iiui-:  itKs  \\uiMi(>Ns  secui.mkks 

Pour  les  iiiniivciiicnls  amincis  des  ;i|>lit'li('s 
—  ;o,  Il  ■+■  (o,  ?.)  -t-  lO,  3)  +  (o,  4)  +  (o,  5) 

_  [„,  4]  ^osi^-;  -  ?j  _  [„,  5]  ^'•^»^(?'-?), 

I  ,  o  '  4-  (  1  ,  9.  ;  -(-  (  1 ,  3  )  +  (  I  ,  4  )  +  (  • .  5  ; 

r  ,XC0S(O  —  O'i  r  t  X"  COS  (  o"  —  o' )  ,        _,>.'"  COS(  o'"  ■ 

-  ['.  o] ï^ ^  -  ['■'  2] ^^ '■ [1,3] fr- 


9') 


^^À"cos((p"  — y')       ,       ,  X'cos(9'  -  y') 


2,  o     -l-(2,  l)  4-  (2,  3)  +  (2,  4)  +  (2,  5) 


-9') 


[^-.4] 


X" 
,tX"cos(9"  — 9") 


X" 


[2,3]^'^°'^y--ig^', 


f/y 
7//^ 


"rfT 


3,  o) -H  (3, 1;  +  (  3,  2} -f- (3,  4) -4- (3,  5) 

Xcos(9-9"')       .         X'cos(9'-9-")       ,     _^   X"cos(y"- 

—   [  J,  OJ  p  p,    IJ  j^;^;  [O,  JIJ  p7 

P      .,X"  cosly'"  — 9'")'      f,  -,  X' cos(9*  —  9*_i 
-[3,4] J^ ■ [3,5] jj^ ■—, 


'4,  o).-h  (4, 1)  +  (4, 2)  -+-  (4, 3)  +  (4, 5) 
[4,.]'        ,., 


[4,o]^-'=^<if-i::) 


[4,2] 


^4^3^>'"'cos(9'''-9")  _^^^^^X;_cos(9'-<p") 


X' 


X- 


dr»" 
~3t 


i,  5,  o  ;  -+-  ;  5, 1  )  +  i  5,  2  ,i  +  1 5,  3  )  -H  (  5,  4  ) 
,     „iXcos(9-9')       f.  .iX'cos(9'-9'i 


-[5.0] 


-15,.]^ 


[5,2]i^^|, 


-9') 


[5,3]^"""^'.f-?')-[5.4]^-"'^°^y-' 
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2°  Pour  les  variations  annuelles  des  excentricités 


2tk9 


-j^  —  [o,  !  ]  ).'sin((p'—  9)  -+-[o,  2]  À"sin(9"— 9) 

-H  [o,  3]  X"'sin(9"'— 9)  -f-[o,  .4]  >."'sini'9"  —  9)  -+-  [o,  5]  X'sin(9'  —  9), 

^^^'  r  11-  ,  r  T,  „     . 

-y-  =  [1,  oj  Asini  9  —  9  )  -!-  [1,  2]  /  511119—9  ) 

-V  [i,  1]  /."'sin(9"'—  9')  -^  [i,  4]  ?."sin(9"'—  9')  -1-  [i,  5]  /,''sin(9'  —  9'), 

=:  [2,  o]  >.  sin:  9  —  9"  I  -f-  [2,  1]  X'sinfo'  —  9"; 

-+-  [2,  3]  //"sin (9'" — 9"i  4-  [  2,  4]  ?.'"sin(9"'  — 9"  )  -+-  [2,  5]  À' sin  (9'  —9") 


(Il 


—^  —  [3,  o]  >. sin(9  —9'")  H-  [3,  i]  X'sin;9'  —  9" 


-[3,  2]  >."sin(9"  — 9'")  +  [3,  4]  ?."sin(9"—  9'")  +  [3,  5]).'sin(9'  —?'"). 


— ^  —  [4,  o]  5.  sin(9  —  9")  -t-  [4,  I  ]  /'sin  (9'  —  9' 


-t-  [4,  2]  /."sin  (9"—  9")  -(-  [4,  3]  À"'sin(9"'—  9"  j  H-  [4,  5]  /.'  sinio'  —  o"  , 


-7^  =^[5,  o]>.sin':9  ~  9")  +  [5,  i]  >.'sin(9'  —  9' 

+  [5,  2]  À"  sin (9" —  9'  ;  +  [5,  3]  À"sin(9"'—  9'' ,  -H  [5,  4]  ^■"' sin  ( 9"  —  9'  . 

On  substituera  donc,  dans  ces  l'ormules,  les  valeurs  de  9,  'f ',....  /. 
/.',...  pour  l'époque  donnée,  et  comme  les  coelficients  marqués  par  des 
crochets  sont  déjà  exprimés  en  secondes,  on  aura  aussi  en  secondes  les 
vai'iations  annuelles  des  aphélies  et  des  excentricités  relalivenn'iil  \\  la 
même  épo(nie;  mais  on  sait  (|uc  la  plus  i^rande  e(|uati()ii  poui'  une  ex- 
centricité peu  considérable  À.  est  ;i  Irés-peu  prés    -^J. -\-    ,^:    donc  les 

(luantités   -,-'    — 7— ?•••    exprimeront    elles-nu'mes  les  variatidus  an- 
'  dt         (It  ' 

nuclles  des  plus  i^randes  équations  ties  Planètes,  en  négligeant  les  t|uan- 

tités  du  troisii'ine  oidre. 

V.  3a 
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23.  Si  l\m  voulail  avoir  cos  variations  plus  l'xactciiu'iit,  il  ii'v  aurait 
(|u'à  clierchcr,  par  des  diUVrciiliatious  ol  des  sul)stitutiuMs  succrssivcs, 
li's  vali'urs  des  dillerenees  seeoudes,  troisièmes,...  de  9,  o  ,...,  /.,  X',... 
en  J'oiietion  de  ces  variables;  et  regardant  ensuite  ees  mêmes  variables 
eomme  des  lonetions  du  temps,  on  aurait  par  le  Théorème  eoniui  leurs 
variations  pour'  un  temps  (pu'leon(|ae  /  peu  eonsidéraltle.  expriuu'es  en 
séries  de  /. 

11  l'aul  soulomcnt  remarquer  i[ue,  comme  dans  les  valeuis  des  dille- 
renees secondes,  les  coellieieiits  martjués  par  des  eroehets  l'ormeront 
partout  des  produits  de  deux  dimensions,  que  dans  celles  des  dillerenees 
troisièmes,  ils  formeront  des  produits  de  trois  dimensions,  et  ainsi  de 
suite,  il  sera  nécessaire  pour  riiomogénéité,  à  cause  cpie  ces  eoelïicients 
sont  exprimés  en  secondes,  de  diviser  les  différences  secondes  par  le 
nombre  de  secondes  de  l'arc  égal  au  rayon,  les  différences  troisièmes  par 
le  carre  de  ce  nombre,  et  ainsi  de  suite. 

Ainsi,  en  faisant,  pour  abréger, 

I  I  1      '/'-J     '/"'-^  1 

el  suppos;inl  coninies  les  valeurs  de  --1  -t^j'--  |«uii' une  e|)0(pn' don- 
née, on  aura  pour  un  tinmbre  (pM'lc(Ui(pu'  d'années  Juliennes  écoulées 
depuis  celle  epo(|ue  la  varialiou  de  -^  e\|irimée  |)ai'  la  série 

7/7  '  "^  777^  ^  "^  77^  OTïï=  "^  '   "  ' 

hopiidle  servira  également  poui'  les  anni'i'S  (|ui  preci'deni  re|)o(pie  en 
prenant  /  négatif.  11  en  sera  de  même  p(uir  la  variation  des  autres  eb'- 
inents. 

Or-,  en  faisant   l~  100.  on  aura   —  r^  -^  à  Iri's-peu  pil's,  el   le  se- 

1H         4" 

cniid  terme  de  la  série  pircédente  ne  pourr-a  diuiner'  loiil  air  |ilrrs  (pre 
(jrrebpies  secoirdes;  mais  les  srrivants  ne  doiirreroiil  (jrre  des  frac  lions  de 
seconde,  (^"est  pniiripioi  on  porrr'r'a  sans  scrupule  s'en  tenir'  arr  |(r'eriirei' 
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terme  ~t  pendant  la  durée  d'un  siècle  et  même  de  deux:  et  la  vaiiatiim 
annufllf  de  -^  sera  représentée  avec  une  exactitude  sullisante  |»ar  la  dif- 
férentielle -j^;  et  ainsi  des  autres,  conime  nous  l'avons  sup|iosé  plus 
haut. 


24.   Venons  iuait)tenaut  aux  variations  annuelles  des  nœuds  et  des 

...  „,,  .     .  (l'A    d'W  cl6    dd'  .  .. 

inclinaisons.  hiJes  seront  expriinees  par  -t->  —r-^-i  -r->  -;-!•••  si  I  on 
•  '        dt     dt  dt     dt 

rapporte  les  orbites  des  Planètes  à  l'écliptique  supposée  fixe:  mais  en 

les  rapportant  à  l'écliptique  vraie  et  mobile,  ces  variations  devront  être 

dQ.    dQ'  dâ    dâ' 

représentées  par  -r-',  -t^'--»  -77'  -/-'•■••  en  supposant 


&sinû  =  i  —  s'",     &cosÛ  =  «  —  II',     S'sinO'=  5'— 5'.     .S' rosû'=^  «/'—«',..  ., 
d'après  ce  que  nous  avons  démontre  dans  le  11"  18.  Ainsi  l'on  aura 
u  —  u"  j  ^ds  —  ds"  )  —  (s  —  s'"  '  du  —  du'" 


dQ. 


d:y 


[S  —  s!"]''  -ir  {U  —  «■"  ■ 
,  s  —  «'"   (  ds  —  ds'"  ']  +  (  M  —  m'"  ,  i  du  —  du 


\/iS  —  s   )^  -I-  (m  —  u""  - 


mais  en  prenant  pour  reclipti(|ac  tixe  le  plan  dans  lequel  la  viaic  edi()- 
tique  s'est  trouvée  à  l'époque  donnée,  on  a  5  =  o.  et  par  conséiiuenl 
5"'=o,  «'"=0:  ce  qui  siiii|)litii'  les  formules  precedciilcs.  el  Ic^  léduit 
à  celles-ci 

,„        u  ds  —  ds'" ,  —  s.  du  —  du'"  )          ,„        s  ds  —  dsf"    -\-  u^du  —  du'" 
dû  =:  — ^ — —7— ,       dS^ . — 1 : 


et  l'on  aura  de  paieilles  formules  |)our  c/li,  r/j 

Substituant  donc  les  valeurs  de  ds,  ds'....,  du.  du',...  tirées  des  équa- 
tions dili'érentielles  du  n"  17,  en  faisant  toujours  s'"  =  o.  u  —  o,  et  re- 
meltanl  pour  v.  // —  leurs  valeurs  :Jsin&\,  Scosoj on  aura  : 

32. 


■lai  TllKOlllE    DES   V\K1  VTIONS  SÉCULAIRES 

I"  Pour  les  inuiivcinciits  aniuifls  des  nœuds  par  rapport  ii  r(''(li|)li(|iic 
vraie 

~JJ-  r-r  _  (o,  i)  —  (o,  2)  —  (o,  3)  —  (0,4)  —  (o,  5)  — (3,  O) 

[,             ^           /•>        ,1    0'COS(&)'  — W)             r,             ^             ,         1    9"COS(6)"—  w) 
(0,1) -(3,1)     '-^ -t-     (o,2)-(3,  ?.)J ^g -' 

-(-1(0,4)-  (3,4)    ^ h    (0,5) -(3,  5) 


f'0S(6)'^  —  M 


r/û' 

-^  =  —  1,1,0)  — (1,2)  — (1,3)—  II,  4)  —  (1,5)  —  (3,1 

6  cos(w  —  w') 


1^(1,0, -(3,0)1 


r  ,       1  0"cos(w"— w') 


(i,4)-(3,4)J g7 -t- 1^(1,  5) -(3,  5) 


'oos(&r— w'> 


flU" 
dt 


=  -  (2,  o)  -  (2,  I  )  -  (2,  3)  -  (  2,  4)  -  (2,  5)  -  (3,  2) 

-+-    (2,0)  — i3,  O) ^-^, -(-     (a,  ij-i3,  I)     ^ -^ 


[(2,4)-(3,4)J  — 


COS((k)"  —  Ck)") 


1^(2,5,-   3,5, J y 


f/i2 


^„  -->4,o)-(4,  i)-i4,2)-(4, 3)-(4,5)-(3,4 

6  nos  (&)  —  &) 


[(4,01- (3,  o)l 

1^(4,2,  -(3,2)1 


-t- 


O"cos(w"— 0)' 


(4,n-l3,.,J  ^,; 

|(4,5,-(3,5,]^«^^, 


(IQ. 


1^    =-(5,o)-(5,  I)-  (5,  2)-(5,  3)-f5,4)-(3,  5 

1   l/c            ,Q       1  6cos(&)— &>')       r,.             ,.        1G'(os(m'- 
-f-    (5,  c.  -(3,  o)     j^ 1-    (5,  1  ,-(3,  I)    — 


[.. 


7.)  —  (  3,  2 


(/"cOS'o" —  &)'  ) 


[('5,4 


,         1    ,    I  6"cos'c)"— w*) 

4)-(3, /,)  I  -^ '- 
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2"  Pour  les  variations  aniuielles  des  inclinaisons  |iar  i  appdit  ii  l'cdii)- 
rK|iie  vraie 


'Jï. 
cit 


d^' 


^    I  3,  I  )  —  (o,  I      6'  sin  />)'  - 
-H    (3, 4)  —  '  o,4)    5"sin(o)"- 


—r~  :=     i  3,  o  )  —  (  I ,  o       5  sin    '.)  —  w'  ! 


dt 


(3, 


"). 


(3,2  —  i  o,  2  :    5"  sin  '  oj"  —  '.) 
(  3,  5   —  (  o,  5  :    B"  sin  6>"  —  '.> 

(3,  al —    1,2      5" sin  &)" — '.)' 
(3,  4)— (  1,4    h/"sin  '.)"—',)'   +    (3,  5   —    1,5'    5' sin  '.>   — 'o' 

i  3,  o)  —  (2,0)     9  sim ',)   —&/'-+-    '3,1    —   2,1      5' sin  '•>' — '.)" 
3,  4  *  —   2,  4      S"'sin(o)" — 0)"  +    (3,  5   —  1  2,  5     5'  sini'.i'  —  m" 

3,  o  I  —   4,  o      9  sin   «  —  w")-f-      3,  i    —   4-  •      0'  sin  'o'  — ',i'~ 
,  2  i  —  ;  4,  2    \^'  siii'!  '<)"  — 'j>"  +      3,  5  —  4,  5     5'  sin  'o'  —  r.)' 

3,  o)  —   5,0)     6  sin   0)  —  0)'  H-     I  3,  r  —   5,  i      9'  sin  'W  —  '.)' 

3,  2)  —  ;  5, 2  ;    6"  sin  ■.)"  —  ',>'  -h  f  (3,  4  —  5,  4  i   e-^sin  m"-  ',.>  . 

Au  reste,  si  dans  ces  expressions  des  variations  annuelles  l'elativenient 
à  la  vraie  écliptique  on  suppose  nuls  les  coefficients  (3,  o),  (3,  i  ),  (3,  2), 
(3,4)>  (3,  5),  ce  qui  ne  demande  que  d'v  effacer  tous  les  termes  où  ces 
coefficients  se  trouvent,  elles  donneront  les  variations  annuelles  par  rap- 
|)ort  à  réclipli([ue  tixe;  les  (]uantités  r/ii,  r/l>'....,  ^5-,  (h\...  se  changeant 
alors  en  d'j),  d'ji'y...,  dO,  di' comme  on  le  voit  par  les  formules  ci- 
dessus,  puisque  dans  cette  hypothèse  les  différences  ds  et  du  dispa- 
raissent. 

25.   Kntin,  pour  dctenuincr  les  variations  annuelles  de  !"(d)rK|uitf  de 

1.  ,   ■•    .•  .11-        1  •  '/*         '/" 

I  ecliiilKuif  et  (lu  lu'u  (les  ('(nimuxcs,  on  n'Uiarcnicra  (Uic  -,-  et  — ;—  son! 
'  '  '        (//         (It 


dt 
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les  variations  annuelles  des  quantités*  et  u  ;  par  conséquent,  suivant 
It'S  formules  du  n"  19,  l'accroissenient  annuel  de  l'oltliquité  de  réclip- 

tiqiii'  sei-a  repi'ésenté  par  -j-^  et  Ir  niouveinciil  iiiiiiucl  des  ('(|uiiiii\cs  en 

I  fis'" 

Innuitudc  sera  — — r  ^- '  en  nduiiuaiil  1  roljliciuilc  de  I'ih  lipliiiue. 
taiigl    al  111 

Il  est  vrai  (|iie  nous  avons  dit  dans  le  même  numéro  (|u'il  l'allait,  à  raison 

de  la  piéeession  des  équinoxes,  substituer  h"'cos(5o".',  x/j — 5"sin(5o"-7,  x/) 

au  lieu  de  u  ,  et  5' ros(5o' ^  x  tj  -h  u"^in{3o"~x  t\  au  lieu  de  s'";  mais  il 

est  aisé  de  voir  que  les  différences  du"  et  ds"  demeurent  les  mêmes  pour 

repuipic  de  /  —  o.  puis(|ue  ,v    et  u    y  sont  supposés  nuls. 

T,  ...  111  1  '/"  '/•$   "         1  J    —  ,„  „. 

Uoni',  CM  taisant,  dans  les  valeurs  de  -j~,  -j-  du  n    17,  *  =o,h  =ro, 
et  incllanl  pour*,  «,...  leurs  valeurs  'Jûu'n,  5cosoj,...,  on  aura 


/  aridlioii  aiinmUc  ih-  l'oliliqiil/t^  de  r/c/ijtliqii 

-T—  =  —  (3,  o  ôsiiio)  —  (3,  1   6'sinw'—  i3,  a  6" si 
~    3,  4)6"'sinw"—  (3,  5)6'sin'.)'. 


Moifi'fmeiil  annuel  des  équinoxes  en  lontfiludc. 

ds"       ,        ^        Ôcos'.)    _   6'cos&)'    „   (5"cos&)" 

-y-  col  I  =  3,0 -(-  I  3,  I  ) y-  +3,2)  ^ 

al  langl        langl         Uui};! 

,-  ,  6"cosw"   ,,  -  e'cosw' 

-(-3,4  r-  +3,5) ;-• 

^  ^'     langl    ^  '    langl 

El,  si  dans  cette  dernière  formule  ou  change  langl  en  sinl,  on  aura 
le  inonvenient  annuel  des  équinoxes  en  ascension  dmilc 

■m.    Il  s'agil  niaintenaiil  d'évaluer  ces  dillcrenlcs  expressions  en  y  sult- 

stituant  pour  o,  'y, ....  À,  /.' ',>.  '•>' , . . . ,  0,  0, . . .  les  longitudes  des 

aphélies,  les  excentricités,  les  longitudes  des  nœuds,  et  les  tangentes  des 
inclinaisons  des  orbites  de  Saturne,  Jupiter,...  pour  1700. 

Voici  d'abord   ces  éléments  tirés  des  Tables  de  Halley,  à  l'exception 
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seulement  de  l'aphélie  de  la  Terre  et  de  son  excentricité,  (luc  nous  avdiis 
préféré  déduire  des  Tables  de  Mayer  comme  les  plus  exactes  poui-  cette 
Planète;  les  époques  sont  réduites  au  méridien  de  l'Observatoire  de 
Berlin. 


0     = 

8* 

-8^ 

'33'  18", 

1 

^0,057002, 

9'  = 

6 

9 

33  46  , 

i' 

=  0,048220, 

?"  = 

5 

o 

33   18  , 

r 

=  0,092998, 

?"  = 

9 

7 

42  34  , 

r 

^0,0168021 , 

o"^ 

lO 

6 

3i   -.7  , 

À" 

'=r  0,0069816, 

?'  ^ 

8 

12 

43  23  , 

'/: 

=  o,3o58go. 

M      = 

3* 

21" 

5'    G", 

9 

=  lang2°3o'  10". 

«a'  = 

3 

7 

34    9. 

5' 

—  laiigi    19   ro  , 

m"  =: 

I 

17 

24  4i  , 

9" 

=  lang i   5i     0  , 

«"  = 

3 

i3 

57    03, 

9-' 

'=  tang3  23  20  , 

«*   =: 

I 

•4 

4o  18  . 

9' 

^  tangG  59  20  . 

A  l'égard  de  l'oi)lii|iiite  de  l'ecliptique  I.  je  la  prendrai  en  iiumlires 
londs  de  23°  29',  telle  qu'elle  a  dû  être  a  très-peu  près  au  conimencenienl 
du  siècle,  d'après  les  nouvelles  déterminations  de  M.  Cassini. 

Par  ces  valeurs  et  par  celles  du  n"  16,  j'ai  donc  trouvé  les  suivantes 


A  cosi, a  —  o) 


i",8873/?r  [o,  i]>'sin(9'—  9  ;  =r  —  o",5r)3o/;(' 

o,  3758508,  ().  7427571. 


r  ,    À"COS(a>"—  O)  „  „  r  T,r     ■      i     „ 

[o,  2]  ^ —  =  —  O  ,0001  m  [o,  2jÀ  sm(G  —  9 

5,8593395, 

.     _,  X^coslo"— 9) 

[o,  3] ~ —  =  o  ,oooo/;i 

>.  58544-47, 


o    ,00()0/« 


4.88956(18, 


[o,  3]X'"5in  o'" —  9  =  o'.ooooH! 

3,  548()2ia, 


,4] ^i =  O  ,ooooHi"  [o,  4] A"suii  9"  —  o)  =  o  .0000/;/" 


4.  :9:''^33. 


I  r'9"  1- 


:io<i  IIIIjilîlK    KKS   \\IIIMI()NS  SKCII.MUKS 

[•'.  3|  -T —    — ^   r-r  o    ,  0()<)()/«'  [(>,  ')J/.'Sin^'  —  9/  =  —  ()    ,<)0<)(i/)î' 

4,ti7(»)535,  -2,885518?., 

1    À  OOS    'J   O'  ,         ^  -  r  1  •       ■  ,  ,        ,,     / 

i,(ij —    — - — : — =;  I  ,i3;)i/«  [i,  ()]/,sin( 9  —  9  1  TT  o  ,'.>8i.}"' 

(.,.)55(.3(i8,  (),.Ji.)?7-.>4. 

,  >,cos  9'  —  o'  ,  ,     ,  .        ,.„   . 

il,.'!  -^         —-      —r  t)    ,()()■>  1 /«  [  I  ,  ?.  JA    Slll     O     —  9    J  r      —  ()    ,OOOI  «I 

7,3887<)5-,  5.<)8o5h)i, 

,  /."'eus  V"—  o',  „  ,„  .,,-„.• 

[i.jj  — —, —  o  ,01)00 /H  [i,  JJ/.   sin    9    —  9   I   -<)  ,oooo/;( 

5, 37i|87(;7,  5,553iu)4, 

i,4j  — -7  -=  —  O  ,OOOI  /«'"  [i,4jA'   Slll   9"  —  9   )  =^  o  ,  oooow" 

5,8-.>.7:>  I  7<),  4i<'"  i"*'^'') 

r,   /,'OOS    9'   —  9'  ,  „  f        m       • 

[I.   <J  -T-; o  ,oooo;;r  [i,5J/  sill    9      -9  j-no  .oodo/zi 

5,()07t)875,  4>  "''^'"7  ■'''• 

.    /.  <'0S,0  —  o"  „       ,     ,  r  I  ■       •  „  ,  ,■- 

l'.o] ^    — ^-  ^  —  (I  ,o}7^//(  [?,  <>J /.  sm  9  —  9   )  ~  o  ,o<>()'j//i 

8, 5726301,  7,8i54?qo, 

■- — ''-  ■}.",  io33w'  [?.,  I  ]  >.'  siiif  9'—  9"  )  --;  o",  i584/»i' 
o,3>-.'()oo8,  i),  iç)t)87?.5, 

i'-^^  ^, —  ^ —  ^   -     o",i487»/"'  [■■>.,  3] /"sin  9'"— 9")  =  o' ,oi83«(' 

I),  i7>4o7i.  8,>.()i3i47, 

f?.4! ^Ti —   =  —  0", 0267m"  [?.,  4]  ?.">*in,  9"  —  9"  ,  -   o' ,001 1  w" 

8, 4 560488,  7,04  '7 ?.8?, 

-,  /.'  f'os  o'  —  -i"  • 

7.>  5J  -  ^^j ' —  =-- -    o",oo26w'  [?.,  5]  ).' siiii  9'  —  9"  1  =  o",ooi  I  w' 

7.  i  iS(>,S^«).  7,o535ii(), 
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,_        tÀCOSiO  —  &■";             „       /.,  ni--                      .»                     //             / 

[  3,  o  J ~ — ■- —  =  o  ,  1 409  m  [  3.  o  J  /.  sin  0  —  0     =  —  o  ,  0004  m 

9,1728747,  (ï,6o'')5iyi, 

,        -,   /.'COS(o'—  9'"               ,/       f/          r  n        T-f      •           -             -./                       "       u 

3,1     V- ^--    =0",  iSiaw  3,  il/  sin  o  —  o    1  =  —  o  ,0001  m 

A'"                                      ^  L     '      ] 

9,1 881 21 3,  8,9o35o2<i, 

,_      ,/."cos(o" — s-'";              „       ,       „  r-,      1-r    .        .■        ,.               „        , 

[  3,  2  J  ^„  ! —    ^  —  I    ,  I  I  3 1  7?J  I  3,  ?.  ]  /.    sin    o    —  Ci       r=  —  o   ,  0247  "' 

0,0465464,  8,3923443, 

f,  ,,  X-'ccsCcp"— 9"")    „  ^    ,^  r-j  ^1-.,  ■  •  ,,■ 

[j,  4J ^t; —  =  2  ,20io/n"  [3,  4J '•  sinio"— &  1  =  — o  ,0209/H" 

0,3543074,  8,3200893, 

r„     £.-,),'  COS.  G"  —  o'                „    f     ,  r-,     ---        •                         -o                       „           /           .. 

[3,  5J r^^ —   —  O  ,5i4>  w  j  3,  D  I  A"  siiK  a  —  ^      =  —  o  .0040m 

11,7110457.  7,6o48o6<), 

r,     ,  Xcos(c;  —  9"  )         „       c  r  /     T>    • 

[4,  oj ^Y^ — —  ^o,  lafaim  [4'0]''Sin!0 — 9    /  =  —  0,0007  m 

9,1007967,  6,8370840, 

,        -,À'COS(ffl'  —  0"J                   ,///.-,  r/        1-,     •      ■     ,           .»                     «       ->    <J       ' 

4,  I  ] V^T ^ —  =—  2  ,2446"!  [4-  ']  '■  siinç  —  o"  )  =—  o',o3o8w 

o,35ii444,  8,4886625, 

,,         ,   >."COS{(p"— o")                       „        .,               „  r,         '.'.■      ■             .,               ,                         „            ,           ,• 

[4,2]  — ^- — ' — ^^  ^r— I   ,o372«i  |4,2|A   Sin  0—0"    =— o,oo32m 

0,0158706,  7,509031(1, 

.,   _,  X^cost»"'— o")          „     ,,,      ,„  ,,  .,1-,,,  .       „                      „     >- 

[4,3] \^^ ' — ^  =  11  ,7487m  [4,  3]  A  suKç.  —  <B"    =— o  ,0401m 

1 ,0699903,  8,6543635, 

[4,5] -^r, — ^=4'72DO'»  [4.5]A'sin  &"— G"  i  =  — o',04:)im' 

0,6745476,  8,65  {0571, 

^5,  o  j ^ç^ — ■ —  =  o  ,  00 1 1  m  [  5,  o  ]  A  sin  I  o  —  o'    1=  o  .  000 1  m 

7,01780(10,  5.8041101. 

V.  33 
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f-       ,  VcOS((p'— O' }           „         r^      ,  rr       ii>     •          '           .                   "        m      > 

[5,  I J ^ •■ —  =  o  ,oif)5m  1^5,  I  j  >.  sin;  9  —  et-'         —  o  ,oo()3/n 

8,i8<)()53b!,  7,7»)!)  1.(82, 

c      ,  X"COS(0<"— (p')                „                 /'  rr      11/'    •         /'          > 

5,  2j !^^ — ■=! — o  ,ooi2W  [5,  2]À   sm  !'y   — u   ■       -  o,oi)u/?j 

7,0662456,  7,0462344» 

[5,i] ^ — ^o  ,oio5nt  [5,  j]/    sin{o    — <p'}  ^^  o  ,0029  m 

8,4844670,  :,ît^'1'.n)7. 

,,   ,,  X"cos(9"— 9')         „       .       ■  ,           .    ,    „        ,T         „       r 

[5,  4J 57 —  =  o,  0540  m"  [•>,  4  I  A'"  SI  11  (9"  —  9' J  --  0  ,()i5>,  w" 

8,7822860,  S,, 8. 47^7, 

,          9'cos{6)'  — w)         „    ,.        ,  ,,    .       ,                     „       ,.,    , 

(o,  I  ) T r=  q  ,  i()i()/;(  0.1    5  sin  !■.)  —  M  )  —  —  o  .oqhiff! 

o,.)6i()444.  S,,,8-543o3. 

,_       ,  6' COS(  &>'  —  &>)          ,„    -r    u      .  ■,/-/■/                              «       ■>    /      , 

(.5,1) r r=j,y5()tS///  .1,  1  )  &  sirno)  — f.)    7          ().o374«i 

o,55i4?;)4'  8,57>.i)i53, 

6"cos(w"  — 6))         „              „  ,„    . 

(0,2) — -^ r-:  o    ,000?./«  iO,'>.lt/.    Sinif.)    —  '.)  1  —    --    O    ,()0()0m 

6,K)53o68,  '■.,1414765, 

,-      ,  6"  cosio)'— w)        „     ,        ,.  .,        ,,,    .       „                     „        ;.    „  ' 

(3,2  1 ^ ^— :0   ,  1419'"  '1.''     '-'     Slll    '.)    —  r,)  I  ~- —    o,0125m 

9.i5i()735,  S,.,9Si43-... 

,,  5"  cosio)'"  —  M]        „  ,   ,      ■ 

10,4) 5 =0  ,0007/»"  II.  (   y'^siirro" — «)  —  —  0,0000m" 

6,iS7of)3 1 3,  '),49o5o43, 

,,     ,^  6"cos^w"  — w)        ,,„      ;.,.,,  -,    /    ^  .    .           .                          ,.      .-.-r 

(3,4) 7. =  o  ,0064'"'  t  3,  4  )  6"siii!f.)"  —  Ml       —  o  ,2b()5«i"' 

8 

o,<;o(>i446,  i),4''>7 1 76» 

,    6'  cos  ;  <»•  —  w  i         „  ,   ^     . 

o,  *) T —  o  ,()0"om"  I  o,  "))  y' sm''.]' -   '.>         -   o  .0000 m' 

8 

"i,i7<)Hii7,  î,ÎKo3o34, 
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~  c.    6' cosidj' —  M          , ,/-  -,    -   /i.    •       . 

3,  5  i  — :=  o  ,  I og5 /»  3,  D  )  6'  sin  i o  —  w  ;  =  —  o  ,  o 1 1 o n;' 

8 

9,o394o58,  8,o3()8y7r>, 

6  COS I  6)  —  0)'                 ,,,          „„  ,    .      .                                         „          Qt- 

i,<i; j- ^14,  iqoow  ■         I ,  o)  e  Sirii  0)  —  &>     —  o  ,07!5o/n 

I,l522  5o4.  8,8955056, 

.,        ,    ÔCOSifj)—  '»■                „    /-       o  ~           ,     .                       ,               /,          jr 

i,0|    ;r; O    ,62':8/H  (3,  Ol&SIIl    ',)—&>       :=0,Oo35/n 

9,7978446,  7,54ioi)i)8, 
6"  cos(6)"—  w' 


()",oo4i/w"  (i,2)6"siii  '.1   — M     -  — o",oooim" 

7,6076987,  6,o4856<jo, 

_           6"  005(6)"— m')            „   -„  .           fl„     .     ,     „           ,>         '        „ 

3,2      ^^j —0,3890/»  '   i.  ■>  1  6     Sin(6J    —  w)=:  —  0,0107/» 

9,58t)()iS<)7,  8,0309510, 

,       6"C0S(W"—  w'i         ,  ,      r          . 

1,4      -ir, =0,OI0l)///"  ^  I,  4  /  &"  Sin    (.1" — r.l      rrr —  0,OOOI//l'" 

8,1428374,  6,1456689, 

.,      ,      ô"  COS  (&)"  —  &)')                 ,/    r^     r         V  o      /     /■,  V     •              ,             ,                     ,.          <o 

•>,  4  >  o7 =^  >7  ,5695///  3,  4    6'^  SI  11:  m"  —  6)    = —  O  ,  I7b8//t' 

1,2447594,  9,2475909. 

^     0''COS((U*  —  f.t'  ,            „  /-     /-       •                       ,                    „ 

I ,  D  I ^7 -  o  ,0007  m  1,5    8"  sin  oj'  —  w     =:  —  o  ,0000/»' 

6, 861 5  loi,  '),345i2io, 

.,      g,,    ô'COSl  w'—    m')         ■       „            .,,        ,  ,0     i-N«.      •             V               ,                          //               r 

3,5) -fr, r    o,3i33/ii'  (3,  5)  6' siilM»' —  w  i  =  —  o  ,  oo95//(* 

o 

9,4959337,  7,9795446, 

0COS(m  — &)"                         ,  „              „          -,, 

2,01 — ^- o  ,3949'»  2.0    &  sin  '.1  —  '.)     ^o  .o25î>/;/ 

7  '    ' 

9,5965044.  8,4112978, 

.,        ôcoslw  — w"          „       ,  .,        ,    .                          ,         ., 

3,01  fr^, ^O    ,20J2W  3.11     Osill    r,)  —  61        =0    ,Ol33w 

9,3100453,  8,1248387. 

33. 


lllllUill.  i>l>  \  \i;  1  \  I  lo\>  si.(  l  I.  \liîl  s 


0'  eus  '.0        ',)■ 


,..SiSi.,,„S, 
3  .  i'\? m'  3,  I    &'  ~iii  '.i'       f.i' 

-:^  19.', -.rie )()»!"         3,  I    0"  siii   m"  —  ' 

i,..8:ii:i. 


0  CMS    ',1  —  '.)" 

0" 


0  (OS    '.(    —  f,)'* 


V   riis   ',)  —  fi)' 


()'■... (ISS/,, ' 

s.s  '.^(iSo  ;, 

n'.3('.()3„r 

.j.osr.i  ;i.,, 

M.'.orC.i-.n. 

'•  i:-'!'"' 

...  i(;h,.;ii. 

...;.,;si.,. 


1),  ii)()3i  5<), 
(>'  ,  i'.>'i)„i' 

,,.,, S., )(.-.;. 
..  ,..17.1/,," 

«.•■J27:.1.H, 
<>■ .  1M7  I'"" 

.,...,-.;si(;, 

•>.  ■>    0' siii   '.1'  ^  m''        —  ii'.ooDi /;," 

5.  'i    0'  siii  './  -    '.)"  Il  ",  ()()o(w„' 

(;,7"i7'.>.o-.^i, 

,|,  c) ,  0  sin  '.I  —  'o"    -  -  o'  ,<>i)'i'"),« 
j,  0   0  siii  ',1    -  ',1'"         I)'  ,(i(ii|<i/„ 


|,  I     V   SI  II    '.I 


•  H, 


j,  •>    0   --iii  '„■'—  ',)'• 


S,S",<,.,S'"1 


Il    .  u'iSl  //,' 

S,-,S.i,,'-,K.|. 
«,' ,  ()(ij  r  m' 

.s,s..(;7:4.,,i, 

(»",ii(i,>,  1  ni" 
7,:'.  ■'>..•;>(  .j  3, 
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,        9"cos(w"—  0)")         ^^ 
^.1,?.)  ^ — o  ,9.ll^l)^"  i  3,  :>.)  6"  siin  «"—',)'>    z=  —  o"  ,i,„(V>;  m' 

9,32'Î84'>.7,  7,7i)(i(.:.,i7. 

,    ;.     6' cos (&)'■— O'")  „      -    ^ 

"<'''' gn; ^o  .ybaS;»"  (4,5)  6'siiiir.,>  —  m"  i  =  —  o",o9.53w'' 

9,8837.43.5,  8,4o36335. 

.,     ^      Ô'C0S(W'' —  CJ'"  I  ^, 

''''^)  Ô7Ï =o,i7ba7;(''  ^3,  5    Û' siiK  w*  —  (,1'"   =  —  ()",o<>'j()7//> 


9,2459589, 


7' 7*'7'^  ".>'.)• 


'  fOS(  W  —  0)'' 


o",OIl5«/  (5,  o)  Qsinif.)—  W'I  ::=  0",0(>3'.>.W 

8,0604010,  7,3087037, 

,  ,        ^   Ô  CO.S(w  —  r,)>  ) 

,ci,o, ^^^ "   o  ,o485w  3,0    9siii(w  — &)»)- :o",oi,3riw 


8,6861394, 


S.,!i'-,.. 


^        6'  cos(&)'  —  &)'■) 
'  J'  '  J 0;; =0  ,1786»;  i5,  I    6'  siiMw'  —  O)'  1  -=  o",o?89»(' 


9,25i7(.)32, 


8.461    M>W, 


9'  cosio' 


COS  !  w     —  &)*  ) 


9"cos(m"—  &)') 


o",~ii']5in'  i  3,  I  lô'siiii'»' —  o)'  i  ^  o",  i-.>7(>/«' 

9,896259,1,  9.i(>H|(i47, 

o".oioj,'))"  5,  T  I  9'  siii  «"—&)");=  o  ,0001  «r 

8,()i77"i.)8,  '),78i;i  I ■.(■., 


gv  o",  ii39/«"  :  3,  2  i  6"  siiiir.)"— 4)^) -_^  o  ,o<iii7»( 

9,0567494,  (;..s>5i  1 1 .. 


0,2473305, 


„    ,    O"cos(  m"— m") 

■■•. -1       ov r^-  J>',HM>ni"  >,  I  I  9'~  sin 

0,497  19'u. 


o  .  1 2 1  :>  1)1  '  ' 
9,o84726(j, 

o",2l6l  III" 

9,334  '»ii  :>. 


■ilii 


llll.OKIi:    hl.S    \M!l\llit\S   Sljl   I.MItKS 


,         Oros'i) 

J,  Il       -  -  ,  -    ()    ,  Ol  ?  M)l 

.S.().)<>.i"i«i, 


tan:;! 


lilllL'l 


.S.(18;j<)->V.', 

,(>>i8/)i  " 
H,  ViSi  ")((., 


,       &■'  COSM"  „ 

<).4-i'^^".i"'.». 


,   .    0"  cosor 

■1,    J      -      •  -        --  <>    .Olll'l///' 


.'5,  o    S  si n  Cl)    -  ()  ,()i3i)/« 
H,i4m8c)3. 

(3,1    &' siii'.i'       o",  I 'jhi(i/u' 
i),9.oo4<)3i , 

1  3,  'x)  0"  siri'ii"  r  ■  o",iii<)3/« 
H,()i-..7o'")3, 

3,  I    0"  siriM"  --  a",  \-?.:'\/\iii"' 

.).(;-.7.Si,SK, 

3,  '"t    ù^'  siiir.)'       o' ,  ()oS4  /"' 
7,1)3.47703. 


S,o,„7S3o, 
27.    I)r  lii  i'jii  eu  les  icmiI|;iI>  (|iii'  Miici. 

\l(>ii\inii-iils  (iiiiimls  lies  tiji/ir/irs. 

.-  rV,o()3i/H    •    o' .  ooiiti/)/         d' ,  001  (I /;/<)',  ciipo- ;»'", 

'// 

-  d" ,')i\i)i  in  •- o",oo^.l /«"  4- o",(>(iS()/)("'  J  ()",()()(')0/;r'  -i  o",  oori.i  w', 
<)',('m^55/«  r  i?.",3oH3«r  -^  t' ,!):>  1  I /)/'"  H-  o",  7().).7 //!'"-<-  ()",o/o8/)/'', 
•  i',\i]l\lii     ■(")",  7<)3S///'    t     I  ", '")  jf'il  /;("    •     1",  |()(')<)/H"         o",  I  id'i ///'■, 


il: 
,1'." 


^>'\t^Î!^\7lU    ■    11",  i7')H;;('    t    i',  iKO);»'         ')",r)07<)/>(  "  -    4' .  5<>4^'"', 
-i  11' ,ij7i)'j/n  -+-  1", 'VJi);)/;»'  -4    n' ,<i4i)8//(" -4- (t",K3()i  «/' -h  4"' '4'""'"- 
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/  (iriations  annuelles  des  plus  grandes  équations. 

— î —  =  —  I   ,  lobow  , 
dt 

idl'         „     „  ^ 

; —    — :  O    ,5fa20Hi  —  O    ,  OOO?.  W    , 

dt 

,       --  o",oi3om  +  o",  3i()8/;;'+  o",o3ti6 «)'"-+-  o" , 0017. nV  -t-  o",oo5?./h', 
dt 

"^dy  „  „  ,,       ,,  ,  „         ,     ,       „  „        ,     ù        ...  .,  u 

-j ;=  —  O    ,  OOOOWi  —  o    ,  lb02/H   —  o    ,0494'«    +  o    ,()41Î3/?(" —  o    ,00i)O///\ 

2  </>.■'• 


o",ooi4'«  —  o",()6i6/n' —  o",oo64'»" —  o", 0902  m'" —  o",o()02»i'. 

'd'i-'  „  „■,',.  „  „  ru       „.  ;        o      . 
; ;--  o    ,0O0?.»!  —  O    ,OI2(lW   —  O    ,0022/?!     -)-  O    ,0050W(      -I-  O    ,0J04»i'\ 

dt  '  '        ^ 

Mouvements  annuels  des  noeuds  sur  l'écliptique  vraie. 

—r-    =  —  o",34o3m  —   12",2'7q2/?i' —  o",  l422/«  " —  o",0010/?j"' —  8",o5()4  W'* 

—  o",io95n;'. 

—j—  :=5",8758w — ()",()  j8o/?(' — o",38f)4'"'  —  o",oo89//("' —  i7",56i5»(" 
-o",3i28w', 

— i — =  —  O  ,4b7t»(  —  11    ,oo!0»i  — o  ,  i3io»i  — i   .^,-,>..\nr —  il   ,'-qoo/;?" 
dt  ^    '  ^  '  "    * 

-  o",  3 18';  m" , 
dt  '  ■  .      I    '.' 

+ 1>",  it>4  <)'«", 

diï-  .  ,  ,  .,.-., 

— J—   =-  —  o",  I  \-J^Mi\  —  ■>'  ,  i.S|3//i'—  11'  .  1  |3i  //(   —  o",S(H)b;)("'~    )  ,  )(i()8//(" 


iv  riii.iiiiii;  iii:>  \\iti\ii(»N>  skci  i.  mkks 

/  ttrialioiis  iiiiiiiitl/fs  tits  iiicliiiiiisoiis  sur  l'âcliplujur  rriiii'. 

<li  .  ..  , 

-  I)  ,tt'jl  lu  —  i>  ,oio()iii         ii,i-(i-/«"  —  o  ,<)<)i)5w(  , 
,//  '  '    '  '      ■' 

</y  .  -  ,.,,„,,„,, 

-1)    ,ii|')/«  —  o    .1    r.>(i/«      -1)    ,1 -<)>«)      —  O    ,()0()5//l   . 
(// 

•^i"  ....  ,  , 

<>  ,<)OJ'3»i  +  Il  .iiAfoni  — <)  ,(i()|>«(     i    o  ,()i()i/;r, 
i/l  '  ■  ' 

- —    -n  ,  Oi  04  »'--<)  .<)i|<T7  "'   ^- 0  ,<)i  )()()/»    -I- 0  ,oi)J|t)/>i''. 

M  Dîne  nu- lit  s  niiintfls  ilis  iitrin/s  siii  I  écliiitiqui-  Jixf  (!<■  17011. 

—   r^(>'  ,  SoSh/;;  —  <)■  ,i)()o4"i'     -  <>  ,  i)o!i<)/»    4   o   ,  oofio  w"'  —  o'  , oou'jh/", 

—  o'.o853/;f  —  ?',('>588w'  —  <)",o""5i)/;i" — 6",()<ioSwi"'-t- (>",34o?.m'',' 

-y-  —  <)■  ,  (>('k)I //;  ^   I    ,  l()t).S«/'  -<)',()•.>()■.'./»'  —  ()",H(k((>/;("' — •.>.", 4'-7^'"' 

/  militions  uiiniielhs  ih-s  iiicliiitiisuns  sur  I  iiliptiijHc Jixi-  ili:  1700. 

--       -;  0    ,l)(K>i«(  , 

'/'/  „  ^  •  .  .  , 

— -  —  o   ,  ii-K{)  /))  ^11   ,  uni)  t  //.    -+-  o   ,  iKii)  I  /»  "  , 

1// 
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—Tj-  =^  —  o  ,o25o  w  —  o  ,254y/«  —  o  ,0179m'*  -h  o  ,0001  nû , 

dB"  „       ^  . 

—f—  =  —  o",oo55m  —  o' ,  o38i  m'  -r-  o'.ooai  ni    -t-  o",  oaSS  w\ 
a/ 

-j-   =^ — o'jOoSam  —  o  ,0289/71'  -+- o',  0006 'h''  —  o",  laiS/Jt". 

MoiH'enifnt  annuel  des  équinoxes  en  longitude, 
ds" 

-y-  COlI^  —  o'  ,OI23w(  —  0",04bD/K'+  o",  02  l8 /?<"-(-  Cj",  2bo8  W  "-l-o",  O  K)(5  Wi'. 

J  ariiilion  annuelle  de  l'obliquité  de  l'écliptique. 


du-  „  .,.  ,    ,, 

—3—  ;=  —  o'  ,01  3f)/H  —  0,1  Dbbm' —  o  ,  oio'i/ji  —  o",  4244  m"  —  o",oo84n'''. 

Si  l'on  t'ait  rctte  dernière  (luaiilité  =  i  et  la  préeédeiite  =/},  on  aura 
les  variations  annuelles  de  la  latitude  et  de  la  longitude  des  étoiles,  en 
substituant  ces  valeurs  dans  les  foruiules  de  ces  variations,  que  nous 
avons  données  dans  le  n"  19. 

28.  Telles  sont  les  valeurs  cjue  la  Théorie  donne  pour  les  variations 
annuelles  des  éléments  des  Planètes;  et,  quoique  ces  valeurs  ne  se  rap- 
portent qu'au  coraniencenient  de  ce  siècle,  elles  peuvent  néanmoins, 
comme  nous  l'avons  fait  voir  plus  haut,  servir  pour  quelques  siècles, 
avant  ou  après  cette  époque. 

Les  (|uantités  m,  m',  m",...,  contenues  dans  ces  valeurs,  expriment 
les  rapports  des  véritables  masses  des  Planètes  à  celles  que  nous  avons 
déterminées  dans  la  Section  précédente  (14j  par  la  considération  des 
satellites,  et  par  la  comparaison  des  volumes  et  des  densités;  comme  ces 
déterminations  peuvent  être  sujettes  à  des  incertitudes  de  la  part  des  élé- 
ments qui  y  servent  de  base,  pour  n'en  laisser  aucune  tlans  les  résultats 
de  nos  calculs,  nous  avons  encore  ujultiplié  les  masses  trouvées  |)ar  les 
coeiricients  indéterminés  m,  m',  m  ,...,  atin  d'avoii-  par  là  des  (oruiules 
générales  pour  des  masses  quelconques.  Mais,  (juchiues  (  (niections  (|ui' 
V.  34 


■IM,  IIIKOUIK    l)l>    \\IilM10NS   SliCllI,  VIKKS 

ccv  iii.issi's  luiissciil  ilriiKiiiili'i ,  il  |iar;iil  (•(■iljiii  (|ii'('ll('s  lie  s;mi;ii('iil  ('tri' 
i|llr  f'iil  |ii'lilrs.  l'I  i|tl';iiMsi  li'>  cucllicii'llls  ilmil  il  s';i^il  lie  |i(MlVclll  (lil- 
liTtT  (|iir  lics-|)cii  (le  l'uiiili'.  De  sort.'  (|iic,  >i  \'nn  lail 

//(  =z  1  -t-  y.,      ;/('        I  -¥-  a' ,      m"  =  1  -4-  u" , .  .  ■  , 

li'>  (|ii;iiiliti'S  a.  a',  jjl  ....  scrmil  lU'ccssinrcincnl  <\r<  IVadiiuis  l'uiM  pclitcs 
l'I  cviiiiiiici'oiil  les  coiici  lions  ;i  l'iiiri'  ;iii\  iiiiissi's  (|iii'  nous  ;i\iins  ;i(ln|)- 

|1T>. 

Nous  t'iTiins  ilonc  ics  snlislilulions  dans  les  cxincssions  prcccdcnli's, 
ri.  iiinnni'  nuus  avons  ins(in"iii  (i(ni|)tr  les  loni^ilndcs  depuis  un  |ioinl 
li\r.  (jni  dans  rrs  expressions  icpond  ;i  re(|uino\e  de  i  -oo.  il  l'andra.  [lai- 
lappoi  I  an\  aphélies  el  an\  inends.  ajouter  ii  leurs  va  lialions  annuelles  le 
inonseineiii  leli'o^iade  annind  des  e(|niiio\es  (|u'on  sait  èlfi'  de  )«"^. 
|ioui'  axiiir  les  eiiant:enients  enliers  de  ces  (deinenls  |)endanl   niu'  année. 

•1\K  \)r  celle  manière  on  auia  les  Nariations  annuelles  lolales  des  tde- 
nu'iils  des  si.\  l'hiiièles  principales,  c(Miimc  il  suit 


\|)lii-lic ()()■',  H?.87-i- 1 'V',<)i)^i '/'  +  o",ooo()'j."-l-o",()oioa"'  +  o",  0007  a", 

Ki|iiaiion — I ',  loiio  —  1  ",  I ()()()  ■/', 

Ni  end  Mai '<)",4"Î7  —  '•  >  ^Lfoi  a  —  ivt",  ■■'■'\yf-  •>'  —  <>  ,  i '\9.9.  !j." —  o",ooiO|:yi"' 

—  «S "•. (i")().j  ■/"'  —  o",  i i)()!j tj." , 

Itiejiii.  s  1,1  il' —  0  ,>/5i  I  -t-i)",();')iS<)7.'—  o",<)i'.».5u'  —  o", 9.(jG5 y."      <)",()  1  lou.*. 

Nii'ilil  tiioMMI.  .  .  .     j  I    ,()!  'tl  -    S",  7  II)  j  y.'  —  ()",o<)o'ly.'  —  o",  00  lu  y.'", 

In'Iiti.  Miu\ciini' .    (I   .  ii<)()>  -+.  o'  .<)()(")')  r/'. 

./iijiitrr. 
A|)l]i'lie "ili  .()i(il)  -f-  ()'  .  "itioi  y.  -f-  o  ',  fio:>.  1  y."-t-  f)".iioH()  •/'"+  o'  ,  oodo y." 

■4-   o'  .IMJO?  '/', 

l'j|  lia  lion ri  ,  jd-.iC)  -I-  11' .  "iti  .S  7  —  o".oii<>>  v". 
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Nœud  vrai 3i)'  ,t)H85  +  5",iS758f;.  —  h",t)4'^ou'  —  o",  'iH<.)^iJ."—  <)",oo8c)u" 

1 7",  56i5f/'*' —  o",  3r>.8p/, 

liiclin.  Muic —  <)",->.7ii)  — o",t)75i  p.  —  o", 01 06 a"—  o",i7()7p."' — o" ,o»t)5 ij.\ 

Nœud  inoNcii. .  .  .    56", 835 1  +  6",  5o36f/  —  o",ooo  jp."—  o",oo8i)p.'"-i-  o", 0080 y" 

—  o",  ()oo5u^, 

liifliii.  iiiovcniii'  d' ,0784 — o",(i78(),u -h  o",o<)oi  u."  +  o",oooi  y.'*, 

Mars. 

A|ilu'lic 65",  9817  -+-  o",6ç)55|:;.  -+- 12",  3o83p.'-l-  i",<)2i  i  y."'-t-  o',  7027  p." 

+  o",  0208  y/, 

Equation o",  3708  -h  o",oi3op.  -+-  o",  3i68f/.'  -+-  o" ,  o'à(\{\ y.'"  +  o", 0022 p.'* 

+  o",  0022  y.*'. 

Nœud  vrai •>4",542o — o",4674|y- —  ii",ooi8|U.' — o",433ou'' — i",7724|ix" 

—  Il",  7q8o(/"  —  o' ,  3187  y.% 

Inrliii.  vraie ()",o345  —  o",oi25p.  —  <>",  i32ou'-i-  o",  i7C)5u"  —  o",  inm)  y.\ 

Nœud  niovcn.  .  .  .    4"">y533  —  o",  2632 p. —  7", 827(1  f/.' —  1",  7 7 24 />."'-(-  o' , 4^2t>f''-" 
+  (>",o5oL>u*, 

Il  le  lin.    IIUIMIIIIC.      —  o",  2985  —  o",  02  58  y. —  o'',2549,u'  —  o",OI  79|U."-f-«)",<)()OI  u*- 

f  émis. 

Apliélif 4'^'>^''3^'  ~^  o",()8i2p.  4   (i",  3758u'-f-  1',  i854y  " —  5", 057(1^" 

—  4  '  3(143(7.", 

E(|uati(ili —  o",  24»  )8  —  o",  noi4,u  —  (i'',()('ii()y.' —  o",  00(14  y." —  o'  ,  (i()02|U."' 

—  o",o()02y.\ 

.Nœud  vrai 3o",(i4o(i  —  o", -.'t  5l>y.  —  5',i3'r,>a' — u"  ^oVi'/f.u.  —  d  ,()i)o8u 

—  7",457t)y."  -i-  o",  \(i'^itij.\ 

Inrliii.  xiaic o",o447  "•"  o",oo35y.  +  o",02tiof/' —  <>",oo42 y.'' +  o",oi()4f'> 

34. 
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Nœud  movcn. ...   ^i'',\6o.-  —  o",o85'i  tj.  —  ?.",6588ju.'  — o",075ç);/"  —  ()",(ii)oHa"' 

+  o" , 'i:\o2  JX", 
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Mercure. 
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Nœud  vrai 4'  >35i3  —  o",  1  f^i'^u.  —  2",,i843u'  —  o",  i43i  //" —  o",8()i)()a"' 
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Nœud  iiiiivtMi. . . .  45", 5408  —  o",o6(ji  u  —  i",  3()68u'—  o", 025)2 y."—  o",8(iç)6u"' 

—  2",4278j!;i"', 

liifliii.  niovcnnc.    —  o",  i53o— o",oo32(;. —  o",  0289 fx'  -:-  o",ooo6u"  —  o",  i-.>.  1  Ciu". 

Soleil. 

\pogée 63",(J45o  -1-  o",  i9i4/.'-  +  fr'.  79^8w.'+  1",  5461 ,""-+-  5",  u)!);)//" 

—  o",4i65;/'', 

Equalioii — o",i766  —  ()",ooo8,u—  o",ir)02u'— ()",o494,«"+ "".<'4  i8y."' 

—  o" ,  0080  a' . 

Moiivoineiiiai's  points  ,  o",26l4  —  o",OI23y.  —  o",o485«'  -+-  i)",()2l8a"  +   o,  aKoi)  y.'* 
(■r|iiinoxi:iu\  iMi  Ion-  | 
giltulc.  I  -I-  o",  ol()(i|U.", 

Dimiiiiition  de  l'chli-  \  '>'  .6l5(')  +  o",OI.3()U  -I-  o".  l5<S(>u'  4-  o",  oi  ()3  y." -I-  o",  4''-44  ."•" 
.,iiiU-dolVcli|.tiq.ie.  i          _^  o",.)o84u'. 

(^es  valeurs,  étant  inultipliécs  par  loo,  doniicioiil  les  varialioii.s  .sécu- 
laires, et  pour  cela  il  n'y  aura  (|u'à  l'aire  avau<er  de  deux  cliiirres  la  vir- 
i;;ule  (jui  sépare  les  décimales. 
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JViittMi(ls,  iiii  reste,  par  nœud  el  inclinaison  vrais  le  nœud  et  l'incli- 
naison de  la  Planète  sur  le  plan  niohile  de  l'orbite  réelle  de  la  Terre,  et 
par  nœud  el  inclinaison  moyens  le  nœud  et  l'inclinaison  sur  réclipti(|ne 
de  1700  regardée  coninie  tixe. 

30.  Il  ne  reste  plus  maintenant  qu'à  comparer  les  (juantiles  ([ue  nous 
venons  de  trouver  par  la  Tliéoi'ie,  avec  celles  qui  résultent  des  observa- 
tions. Il  y  a  longtemps  (ju'on  a  reconnu  que  les  aphélies  et  les  nœuds 
des  Planètes  ont  des  mouvements  propres;  mais  les  Astronomes  ne  sont 
point  d'accord  sur  la  (|uantité  de  ces  mouvements;  il  en  est  de  même  de 
la  diminution  de  l'obliquité  de  l'écliptique  dont  l'existence  est  hors  de 
doute,  mais  dont  la  quantité  parait  encore  incertaine.  Quant  aux  équa- 
tions du  centre  et  aux  inclinaisons,  quoique  les  observations  y  semblent 
indiquer  aussi  quelques  changements,  elles  sont  encore  en  trop  petit 
nombre  et  trop  peu  d'accord  entre  elles  pour  servir  à  déterminer  les  va- 
riations annuelles  de  ces  éléments;  d'ailleurs  ces  variations  sont  tro[) 
petites  pour  pouvoir  être  aperçues,  même  dans  l'espace  d'un  ou  de  deux 
siècles,  et  l'on  ne  peut  pas  assez  compter  sur  l'exactitude  des  anciennes 
observations  pour  les  employer  à  des  recherches  aussi  délicates.  Nous 
nous  contenterons  donc  ici  de  considérer  les  mouvements  des  aphélies 
et  des  nœuds,  et  la  diminution  de  robli<|uilé  de  l'écliptique;  encore  par 
rapport  aux  mouvements  des  noîuds  y  a-t-il  une  difficulté  considérable, 
qui  rend  incertaine  toute  comparaison  de  la  Théorie  avec  les  observa- 
tions :  c'est  qu'on  ignore  si  les  mouvements  donnés  par  les  observations 
doivent  être  rapportés  au  plan  de  la  véiitable  éclipti(jue  ou  roule  de  la 
Terre,  letjuel  est  mobile  comme  celui  des  autres  Planètes,  ou  bien  à  une 
écliptique  supposée  tixe.  Nous  avons  calculé,  pour  plus  de  généralité, 
les  mouvements  des  na-uds  et  les  variations  des  inclinaisons  dans  l'une 
etdans  l'autre  hypothèse,  en  prenant  pour  l'écliptique  tixe  celle  du  com- 
mencement de  1700,  époque  à  laquelle  nous  avitus  ra|>porté  tous  les  au- 
tres éléments;  et  l'on  voit  (jue  les  résultats  sont  assez  diirérents  dans  les 
deux  hypothèses  pour  (|u"il  ue  soit  pas  permis  de  les  confiuidre  el  de  les 
employer  indistinclemenl.  Mais  comuR-  ce  n'est  que  dans  ces  dernicis 
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lriii|i.s  (|iK'  les  AslroiKtiiu's  se  soiil  coiiviiiiiciis  de  la  nidlulilc  de  l'é('li|)- 
li(|ii('  i|ii"ils  avaieni  toiijoui's  prise  jKiiir'  lixe  dans  le  ciel,  ils  ii'oiil  pas 
Iciiu  tniÉiplf  jiisiiii'ici  (le  celle  eircdiislaiiee  dans  la  delerniiiialidn  des 
iKiHids  el  des  inclinaisons  des  Planètes:  cl  il  faudrail  peul-èlie  discuter 
de  niiiiveaii  les  ehsei'vations  originales  (jui  ont  servi  à  détei'niiner  ces  élé- 
iniMils,  pniii-  puiivoii  en  déduire  des  résultats  exempts  d'incertitude. 

En  i^énéral,  il  parait  que  les  Planètes  inférieures,  qui  se  coniparenl 
iniinedialiMuenl  au  Soleil,  doivent  se  trouver  rapportées  natur(dleinenl 
.1  l'eclipliquc  vraie;  tuais  ijuanl  aux  Plani'tGs  supérieures,  (|u'on  ne  com- 
pare imuiedialeuu'Ut  (|u'aux  étoiles,  tout  dé|)en(l  de  la  manière  dont  ou 
aura  déterminé  les  longitudes  et  les  latitudes  des  étoiles  aux(|uelles  on 
les  conqjare;  cependant,  comme  on  peut  t,(uijours  coriiger  ces  longi- 
tudes et  latitudes,  relativement  aux  variations  de  réclipti(|ue.  il  est  pos- 
sible d'avoir  aussi  la  position  des  orbites  des  Planètes  supérieui'es  relali- 
M'incut  il  ri'clipli(|iu'  vraie,  comme  celle  des  inférieures.  C'est  un  point 
auquel  nous  exliort(»ns  les  Astronomes  à  se  rendre  attentifs. 

Quoi  (|u'il  en  soit,  nous  l'apporterons  ici  succinctement  ce  (|ue  les 
^^tronoul(•s  ont  découvert  relativement  aux  éléments  d(Uil  il  s'agit; 
mais  nous  croyons  devoir  nous  boriu-r  aux  résultats  des  observations 
faites  (l(q)uis  TvcIh)  jus(|u'ici,  d'un  côté  parce  (jue  les  observations  plus 
anciennes  méritent  |)eu  de  contiaiice  par  la  maniiîre  vagucî  et  inexacte 
.avec  lai|uelle  elles  paraissent  avoir  été  faites,  ou  du  nu)ins  nous  avoii' 
été  transmises;  de  l'autre  parce  que  les  variations  annucdles  déduites  de 
la  Tbéfjrie  ne  sont  rigoui'eiiseuu'nt  exactes  (|ue  |)our  l'espace  d'un  on  de 
deux  siècles  tout  au  plus,  à  compter  de  l'époque  poui'  la(|uelle  (dies  sont 
calculées,  et  (jue  nous  avons  fixée  au  eomuu'iu'euient  de  1700. 

M.  Couunençoiis  par  considérer  les  mouvements  des  aplndies,  et 
d'abord  celui  de  Saturne. 

On  voit  par  les  Elcmettls  fl  \sir()iioituc  de  (Jassini  et  par  V Astronomie 
de  M.  de  |.,alande  que  les  observati(Uis  de  Tycbo,  compai'ées  ii  celles  du 
sièfde  passé  et  de  cidui-ei,  (bunieiit.  ii  raison  des  dill'erents  intervalles  de 
leiii|)s,  les  mouvements  anuiuds  suivants 
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De  if)i)i)  à  i6()/i i'  55", 

1 5yo  ;i  I  ■^oH I  '  23",  5 , 

I  'jic)()  à  1 71k) I  '  34",  7  ■ 

Si  l'on  ('oiisiille  les  Tables  As/rono/nir/iie.i.  on  ti'ouvc  ceux-ci 

Cassini i'  18", 

Halley i'  20", 

De  Lalaiid.^ 1'  3o". 

Enfin  la  Théorie  donne,  en  néi^ligtcint  les  cenlit'ines  de  seconde, 
()()",  3  +  iC>".()  uJ . 

Il  parait  donc  (|iie,  poui'  accordei'  la  Théorie  avec  les  ohservalions,  il 
t'aiulrait  supposer )x' égal  à  l'unité  ou  même  plus  grand,  ce  qui  revien- 
drait à  faire  la  masse  de  Jupiter  une  t'ois  plus  grande  que  nous  ne  l'avons 
déterminée  d'après  les  temps  périodiques  et  les  distances  ohsei'vées  de 
ses  satellites;  or  c'est  ce  qui  ne  parait  en  aucune  manière  admissible,  il 
est  donc  extrêmement  probable  (pie  les  grands  dérangements  auxcpiels 
on  sait  (|ue  le  mouvement  de  Saturne  est  sujet,  et  dont  on  ignoi'c  encore 
la  loi  et  la  cause,  produisent  ces  différences  entre  la  Théorie  et  les  oh- 
servalions relativement  au  mouvement  de  l'aphélie;  et  par  cette  raison 
il  me  semble  (ju'il  conviendrait  peut-être  de  donner  sur  ce  point  la  pré- 
férence à  la  Théorie,  en  réduisant  dans  les  Tables  le  mouvemcnl  de 
l'aphélie  de  Saturne  à  i'6",  puis(pie,  de  toutes  les  masses  des  Plani'tes, 
celh!  de  Jupiter  est  peut-être  une  des  mieux  déterminées  pai'  les  obsei'va- 
tions  des  satidiites. 

.'{2.  Passons  ii  l'aphélie  de  celle-ci  :  nous  avons  sur  les  élemenls  de 
Jupiter,  dans  les  Mémoires  de  l' Acddèmie  des  Sciences  de  Paris,  un  beau 
travail  de  .M.  Bailly  "jui  nous  dispense  de  recourir  ailleurs  pour  noire 
objet. 

.\1.  Bailly,  ayant  choisi  et  combiné  trois  à  trois  un  certain  nombre 
d'observations  de  Jupiter,  en  a  conclu  les  élemenls  de  celle  IManelc  puor 
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(lillérciili-s  époques,  ot  de  là  il  a  Iroiivé,  à  raison  des  iiilcivallcs  de  temps 

entre  ces  époques,  ces  mouvements  annuels  de  l'apliélie 

De  1 5i)o  à  1 762 (î5",(), 

1661  à  176?. tîo",7. 

1 708  à  1 7(>-.>. (>o",  I . 

Si'hm  les  Tables  Astroiiomiqtics  ou  a 

Cassini ''f/'?.^'"- 

Halley 7'". 

Wargenliii,  de  Lalande <">?". 

1, a  Théorie  donne   ")G",()  +  (i",  Ga. 

Il  laudrail  donc  ici  de  nouveau  supposer  ij.  égal  ou  presque  égal  à 
Tunilé  pour  accorder  la  Théorie  avec  les  observations*  et  par  conséquent 
rendre  la  masse  de  Saturne  presque  double  de  ce  (|ue  nous  l'avons  faite. 
()iioi(|uc  la  masse  de  Saturne  ne  soit  pas  aussi  bien  connue  (|ue  celle  de 
Jupiter  par  l'incertitude  qui  reste  encore  siu'  les  distances  des  satellites, 
il  ne  parait  cependant  pas  possible  (|ii'elle  soit  susceptible  d'une  si  forte 
correction.  Il  est  vrai  que  nous  avons  cru  devoir  faire  cette  masse  plus 
petite  que  Newton  ne  l'avait  déterminée,  par  les  raisons  détaillées  dans 
la  Section  précédent*';  mais  la  dilTérence  n'est  pas  d'un  dixième;  et,  f;ii- 

sanl  seulement  u. --      dans  la   formule  ci-dessus,  on   n'aui'Uienterail 

'10  '- 

par  l;i  le  mouvement  de  l'aphélie  que  d'ciiviidu  nue  demi-seconde. 

Au  reste,  M.  Baillv  donne  lui-même  la  préférence  au  mouvement  an- 
nuel des  Tables  de  Cassini,  qm  n'est  que  de  57",  par  la  raison  qu'il  s'ac- 
<  orde  mieux  qu'aucun  autre  avec  les  anciennes  observations  de  Ptolé- 
mer';  ainsi,  en  adoptant  ce  mouvement,  on  peut  supposer  à  très-peu  pri's 
nulle  la  correction  p.  de  la  masse  de  Saturne. 

.M.  Hailly  a  examiné  aussi  les  variations  de  l'équation  du  centre  de  .lu- 
piter,  et  il  a  trouvé  que  toutes  les  observations  concourent  ii  y  montrer 
uni'  aui;nientation  continuelle;  niais  elles  ne  s'accordent  pas  sur  la  quan- 
tité de  cetli;  augmentation  :  par  les  unes  on  trouve  1    ")()"  d'augmentation 
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séiulaiic,  |>;ir  d'aiilrcs  r43",ct  M.  Wargeiitin  la  suppose  de  a'i.j";  mais 
M.  Bailly  rcMiianiiic  que  ces  dillV-rences  dépendent  beaueonp  des  petites 
équations  de  Mayer  dont  l'exaelitude  n'est  peut-être  pas  encore  assez 
constatée. 

La  Théorie  ne  donne  pour  cette  augmentation  séculaire  ([ue  56"+  56"fj.; 
et  l'on  peut  en  conclure  (ju'elle  est  nécessairement  moindre  que  les  dé- 
teiniinations  précédentes,  puis(|n'il  laudrait  l'aire  presque  a  =  i  pour  l;i 
porter  à  i  ' ^o". 

33.  A  l'égard  de  l'aphélie  de  Mars,  Cassini  l'a  trouvé  pour  le  coin- 
niencemcnt  de  1G96  à  5''o''3r34".  M.  de  Lalande  l'a  trouvé  en  17'n^ 
à  5"  i"26'  10";  ces  deux  époques  comparées  ensemble  donnent  pour  mou- 
vement annuel  G3".  Mais  si  l'on  compare  l'époque  de  M.  de  Lalande  avec 
celle  de  Kepler  pour  i5f)2,  laquelle  est  de  li"" 28° ^C)' 5o" ,  on  a  i'  de  mou- 
vement annuel. 

Par  les  Tables  on  a 

Cassini i'  12", 

Halley 1'  10", 

De  Lalande i'    7". 

La  Théorie  donne,  en  rejetant  les  corrections  des  masses,  GG'  ;  ce  (|ui 
tient  le  milieu  entre  les  déterminations  précédentes,  et  s'approche  fur! 
de  celle  de  M.  de  Lalande. 

34.  Pour  ce  qui  est  de  l'aphélie  de  Vénus,  Cassini  a  trouvé  que  les 
lieux  déterminés  par  les  observations  de  Tycho,  de  Byrgius,  d'Horoc- 
cins,  et  par  les  siennes,  donnent  ces  inonvements  annuels  ii  i-iison  do 
intervalles  suivants 

De  I  5i)(i  à  I  7  iC-> a'  28", 

1 63()  à  1 7 1  (") /     I  '  26"  ; 

cl,  jdignanl  à  ces  observations  celles  de  M.  de  l.alande.  mi  a 

Do  i'"K)C)à  1768 2' 28". 

V.  35 
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Selon  les  Tailles  Asti'oiiiimi<|iies.  on  a 

Cassini i '  ■'.(">'', 

Hallov ''S"^, 

!)(>  Lalande i'  -'.7". 

La  Théorie  donne,  en  néglii^eant  les  eenlièmes  de  sceonde, 

48" ,  6  -1-  6" ,  4  .'-'■'  -+-  '  '  >  2  ij."  —  5" ,  1  a  "  —  4">  ^ h'  i 

ainsi,  pour  (|iie  eelle  quantité  allât  au  delà  d'une  minute,  il  faudrait 
donner  des  valeurs  assez  grandes  positives  à  p.'  el  a",  et  assez  grandes  né- 
gatives à  a",  u/;  mais  en  taisant  p.'  et  p."  égaux  à  i ,  el  p.",  fx"  égaux  à  —  i , 
ee  qui  reviendrait  à  supposer  les  niasses  de  Jupiter  et  de  Mars  doubles, 
et  celles  de  la  Terre  et  de  Mercure  nulles^  on  n'aurait  qu'environ  l'i", 
ce  qui  est  encore  assez  éloigné  des  observations. 

De  là,  et  du  peu  d'accord  qu'il  y  a  entre  les  résultats  des  diflérentes 
observations  et  les  éléments  des  dillérentcs  Tables,  je  conclus  que  le 
mouvement  de  l'apliélie  de  Vénus  est  encore  trop  peu  connu,  et  qu'il 
serait  peut-être  mieux  de  le  déterminer  uniquement  d'après  la  Théorie 
en  le  réduisant  à  !\H"  ou  à  peu  près. 

35.  Il  n'y  a  guère  plus  d'accord  entre  les  Aslronomes  relativement  à 
ra|)hélie  de  Meicure. 

(Cassini,  l'ayant  fixé  à  8"  12"  22'  2:1"  pour  le  9  novembre  i(k)o,  a  trouvé 
que  cette  époque,  combinée  avec  un  mouvement  annuel  de  i' 20 ",  ré- 
pondait assez  bien  aux  passages  observés  <lans  le  derniei'  sii'cle  et  au 
commencement  de  celui-ci. 

M.  de  Lalande,  par  les  passages  de  1740.  '74^  <"'  >753,  a  déterminé 
cet  aphélie  pour  le  G  mai  17.53  à  S'*  i '3"  55' 8";  et  celte  épo(iue,  comparée 
à  la  précédente,  donne  un  mouvement  annuel  de  i'29".  Cependant  M.  de 
Lalande  le  réduit  à  l'io"  pour  mieux  accorder  les  observations  modernes 
avec  celles  de  l'Iolémée. 

Kntin  Halley  ne  fait  ce  mouvement  (|uc  de  ja"^;  et  il  parait  néan- 
moins (|ue  ses  Tables  repi'ésentenl  assez  bien  les  diiïérents  passages  ar- 
rivés dans  ces  deux  derniers  sii-cles. 
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La  Théorie  donne  S7",  en  négligeant  les  corrections  des  masses,  quan- 
tité qui  tient  le  milieu  entre  celles  de  Halley  et  de  M.  de  Lalande,  et. 
comme  la  seule  correction  un  peu  sensible  est  celle  qui  pourrait  venir  de 
la  masse  de  Vénus,  et  qui  est  de  4"xp.",  il  s'ensuit  que  le  mouvement  an- 
nuel de  l'aphélie  de  Mercure  ne  saurait  être  plus  grand  que  61  "  ni  moin- 
dre que  53",  qui  sont  les  valeurs  que  l'on  aurait  en  faisant  ,'J."^  =  i  "ii 
y."'  =  —  I ,  c'est-à-dire  en  douldant  la  niasse  de  Vénus  ou  en  la  réduisant 
à  zéro. 

36.  Venons  enfin  à  l'apogée  du  Soleil.  L'Abbé  de  la  Caille,  (jui  s'est 
occupé  avec  tant  de  succès  de  la  Théorie  de  cette  Planète,  a  trouvé  que 
la  plupart  des  observations  s'accordaient  à  donner  à  cet  apogée  un  mou- 
vement annuel  entre  !'G"et  i'5",  et  il  a  en  conséquence  adopté  i'5"^; 
mais  Mayer  le  fait  dans  ses  Tables  de  i'6",  et  M.  Lemonnier  ne  le  sup- 
pose que  de  i'3". 

La  Théorie  donne,  en  nécliseant  les  corrections  des  masses,  63",  64^. 
valeur  qui  s'accorde  assez  avec  les  précédentes;  et,  comme  les  princi- 
pales corrections  sont  celles  qui  viendraient  des  masses  de  Jupiter  et  de 
Vénus,  et  qu'elles  sont  l'une  et  l'autre  positives,  il  s'ensuit  qu'il  faudrait 
augmenter  ces  masses  pour  rendre  le  mouvement  de  l'apogée  plus  con- 
sidérable; en  les  augmentant  l'une  et  l'autre  d'un  dixième,  ce  mouve- 
ment serait  alors  à  très-peu  près  de  65  ',  comme  la  Caille  l'a  trouvé. 

A  l'égard  de  la  plus  grande  équation  du  Soleil,  on  voit  par  notre  for- 
mule qu'elle  va  en  diminuant;  mais  comme  cette  diminution  n'est  guère 
(lue  de  18"  par  siècle,  elle  ne  pourra  être  aperçue  qu'au  bout  d'un  temps 
très-considéralile.  Cependant  l'existence  de  cette  diminution  parait  déjii 
confirmée  par  les  anciennes  déterminations,  (|ui  donnent  toutes  une 
équation  du  centre  du  Soleil  plus  grande  que  celle  d'aujourd'hui,  comme 
M.  Bailly  l'observe  dans  V Astronomie  moderne,  tome  IlL  page  25 1. 

37.  Considérons  maintenant  les  variations  de  robli(|uité  de  l'éclip- 
tique.  L'observation  et  la  Théoiie  s'accordent  à  prouver  (|ue  cette  obli- 
quité va  en  diminuant;  mais  les  Astronomes  sont  encore  partagés  sur 
la  quantité  de  sa  diiiiiiiuliun  séculaire.  Cependant  les  l'eeliercbes  (|iii- 
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M.  Cassini  le  fils  a  t'ailes  en  (U-inier  lieu  sur  f,e  sujel,  el  dont  il  a  (loiiné 
les  résultats  en  1778  à  IWeailéniie  îles  Srienees  de  Paris,  paraissent  tiès- 
[M'opres.  |)ar  la  préeision  et  la  tinesse  (jui  les  tlistiuguent.  ii  iléeider  eette 
i|uestion,  du  moins  jusqu'à  ee  qu'nne  plus  longue  suite  d'observations 
exaetes  nous  apporte  de  nouvelles  lumières  sur  les  lois  de  ee  phénomène. 
.AI.  Cassini,  |)ersuadé  avee  raison  (pu',  dans  les  points  d'.Vslrononru'  de 
la  nature  de  celui-ei,  des  observations  laites  avec  une  grande  exactitude 
pendant  l'espace  d'un  seul  siècle  doivent  l'emporter  sur  plusieurs  siècles 
d'observations  inexactes,  s'est  contente  de  discuter  celles  ipii  ont  clé 
faites  à  l'Observatoire  de  Paris,  et  qu'il  a  trouvées  consignées  dans  les 
Registres  originaux;  il  en  déduit  les  résultats  suivants 
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du  solstice  d'été. 
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Go" 
Go 

De  1743  à 

778 

35  ans. 

du  solstice  d'été. 
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d'.\rcturiis. 
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88 
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Ti 
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De  1739  à 

778 

39  ans. 

du  solstice  d'été. 

3i 

Sjl 

Do  1689  à 

778 

89  ans. 

do  ^  d'Hercule. 

5C,5 

G3 

De  1GG9  à 

778 

109  ans. 

do  6  d'Hercule. 

GG,4 

Gi 

M.  Cassini  remarque  en  même  temps  (|ue  les  observations  dans  les- 
(juelles  on  compare  le  S»leil  à  une  fixe  ont  de  l'avantage  sur  celles  des 
tianlcurs  immédiiilcs  du  Soleil;  et  les  ubsnvations  relatives  à  l'étoile  j'5 
d'Hercule  paraissent  en  avoir  aussi  sur  celles  (|ui  ont  rapport  à  Arclurus, 
à  cause  du  nmuvement  particulier  de  cette  étoile,  dont  il  faut  tenir 
com|»te,  et  (|u'oii  doit  par  consé(juent  connaitie  d'ailleuis.  Pai'  cette 
raison  il  parait  (pu-  le  dei'iiier  des  résultats  ([ue  nous  venons  de  rapporter 
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mrrilc  la  [ircIV'iciicc  sur  tous  les  autres,  ciHumc  ('■laiit  eu  uirmc  l('Ui|>s 
colui  (jui  répond  au  plus  grand  intervalle  outre  les  ol)s<'rvations.  D'ail- 
leurs ee  résultat.  (|ui  est  de  Gï"  par  sièele,  tient  presque  le  milieu  entre" 
feux  (|ui  paraissent  les  plus  certains  et  (pii  s'accordent  le  mieux  ensemhle. 
Ainsi  nous  crovons  qu'on  peut  reiiai'der  la  diminution  séculaire  de  Gi  ' 
dans  l'obliquité  de  réeliptique  comme  aussi  prouvée  par  les  observations 
(|n'on  puisse  le  désirer  dans  l'état  actuel  de  l'Astronomie. 

Or  cette  quantité  est  à  très-peu  près  celle  qui  résulte  de  notre  Théorie 
on  supposant  nulles  les  confections  des  masses;  car,  ayant  dans  ce  cas 
o,  Gi5G  pour  la  diminution  annuelle,  on  aura  Gi",.jG  pour  la  séculaire. 

Quant  à  ces  corrections,  on  voit  (|u'ollos  sont  toutes  positives,  de  sorte 
qu'en  au2;nientanl  les  valeurs  des  masses  dos  Planètes  on  augmenterait  la 
(|uantité  de  la  diminution  de  l'écliptique,  et  réciproquement  on  dimi- 
nuant celles-là  on  rendrait  celle-ci  moindre.  On  voit  aussi  que  les  piimi- 
pales  de  ces  corrections  sont  celles  qui  dépendent  des  masses  t\c  Jupiter 
et  de  Vénus;  elles  sont  représentées  par  les  termes  i5",8Gy.'+-'i2",-j4,'-'-"; 
en  sorte  que,  si  l'on  voulait  augmenter  chacune  de  ces  masses  d'un 
dixième,  pour  rendre  le  mouvement  de  l'apogée  plus  conforme  à  celui 
que  l'Abbé  de  la  Caille  a  établi,  on  augmenterait  en  même  temps  d'en- 
viron j"  la  quantité  séculaire  do  la  diminution  do  l'écliptiquo;  ce  qui 
parait  trop  fort. 

Il  résulte  encore  de  là  qu'on  ne  saurait  rabaisser  cette  quantité  à  pri-s 
do  io",  comme  des  Astronomes  célèbres  le  prétendent,  sans  diminuer  la 
masse  do  Venus  d'environ  trois  quarts,  puisque  colle  de  Jupiter,  qui  est 
donnée  par  les  observations  immédiates  des  satellites,  ne  parait  guère 
susceptible  de  correction;  mais,  outre  qu'une  si  grande  diminution  dans 
la  masse  de  Vénus  parait  hors  de  toute  vraisemblance,  il  s'ensuivrait  (]uo 
le  mouvement  annuel  de  l'apogée  du  Soleil  se  trouverait  encore  par  la 
diminué  d'environ  4".  et  pai"  conséquent  d'autant  plus  éloigné  de  la 
(|uantité  adoptée  généralement  par  tous  les  .Astronomes. 

.'5S.  A  l'cgard  du  mnuvemeul  des  points  e(]uiui)xiaux  résultant  du  i\c- 
placenient  do  l'éi  lipliiiue.  les  observations  ne  |)euvent  le  faire  connaître 


■2-H 


THE01UI-:   DKS  \AIUVriONS  SECULAIKES 


l'ii  parliculier,  parce  qu'il  s'y  trouve  confomlu  avec  celui  des  mêmes 
piiiiits  (jui  résulte  du  (lé|>lacemenl  de  l'équateur;  la  difléreuee  de  ces 
fleux  uiouveuieuls,  dont  le  |)i'eiuieresl  direct  et  l'autre  réti'ogradc,  l'orme 
la  iTti'ogradatiou  totale  des  points  (''(|uinoxiaux,  qui  est  évaluée  à  5t)"-7j 
par  an.  On  voit  donc  seulement  par  notre  Théorie  (|ne  celte  (|uanlilé 
n'est  (|n'nne  partie  de  c(dle  (|ui  est  due  au  niouvemeul  de  l'axe  de  la 
Terre  autour  des  pôles  de  réclipti(|ue;  et  qu'il  y  faut  ajouter  environ  uu 
quart  de  seconde  pour  avoir  l'edet  entier  de  l'action  du  Soleil  et  de  la 
l.uue  sur  ré(|uateur. 

31).  il  resterait  encore  ii  examiner  les  mouxcmenis  des  nœuds  des  l'Ia- 
nètes;  mais  il  y  a  ici,  comme  sur  les  mouvements  des  aphélies,  trop  peu 
d'accord  entre  les  résultats  des  dilléreules  observations,  pour  en  pouvoir 
rien  conclure  pour  ou  contre  la  Tliéoiie;  l'incertitude  est  mènu'  beau- 
coup plus  irrande  relativement  aux  nœuds  que  par  rapport  aux  aphélies, 
à  cause  de  la  mobilité  de  réclipti(|ne  elle-même,  it  la((U(dle  il  \w  parait 
pas  (|ue  les  Astronomes  aient  encoi'c  eu  êi;ai'd.  Ainsi,  jus(|u'ii  ce  (|ue  de 
nonvidles  recherches  de  leur  part  jointes  à  de  nouv(dles  observations 
aient  fixé  ces  éléments  avec  plus  de  précision,  il  serait  penl-êlr<'  mieux 
de  s'en  iapp(ulei'  lii-dessus  uni(|uenieni  ii  la  'i'héorie,  et  d'adopter  [)our 
les  mouvements  des  aphélies  et  des  nonuls  les  (|uantilés  (|ue  nous  avons 
trouvées  d'après  les  valeurs  les  plus  probables  des  masses  des  Planètes. 
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40.  Les  résultais  tiouvés,  dans  la  Section  |)récé(lenle,  poui'  les  varia- 
lions  annuelles  des  éléments  des  six  Planètes  |»riuci|)ales  ne  peuvent  ser- 
vir, comnu'  nous  l'avons  remar(|né,  «|ue  pendant  (pHd(|ues  sii'cles  avani 
ou  apri'S  l'époipie  de  1700,  à  la(|uellt;  ils  .se  rap|tortent;  ainsi  l'on  ne 
saui'ait  connaitie  par  leur  moyen  la  période  de  ces  variations,  ni  parcon- 


DES  ELEMENTS  DES  PLANETES.  27» 

s(''(|iiciil  (Irtcriviiiici'  (|iu'll('  sci'a  au  Ixml  d'iiii  temps  (|iii'lc()ii(|iic  la  valciii- 
(les  éléments. 

A  la  vérité  cette  (léteiininalloii  iiideliiiie  n'est  point  nécessaire  |)oiii- 
l'Astronomie  dans  son  état  actuel,  parce  (jue  le  petit  uomlire  d'obsciva- 
tions  exactes,  sui'  loscjuelles  elle  peut  compter,  ne  lui  permet  pas  d'em- 
brasser des  phénomènes  aussi  délicats  dans  l'étendue  de  plusieurs  sii'- 
cles;  mais  il  n'en  est  pas  de  même  de  l'Astronumie  |)liysi(|ue,  don!  le 
but  est  de  suppléer  aux  observations,  en  découvrant,  d'après  elles,  les 
lois  qui  règlent  la  marche  des  phénomènes;  et  parmi  ces  lois  il  n'en  est 
peut-être  point  de  plus  intéressantes  à  connaître  (jue  celles  des  variations 
lentes  et  insensibles  des  orbites  des  Planètes,  puisque  cette  connaissance 
peut  seule  nous  mettre  en  état  de  prononcer  sur  l'importante  (juesliou 
de  la  stabilité  de  notre  Système  planétaire. 

Nous  avons  déjà  décidé  le  point  principal  de  cette  question,  en  dé- 
montrant rigoureusement  que  les  distances  moyennes  des  Planètes  au 
Soleil  et  leurs  temps  périodiques  autour  de  cet  astre  ne  peuvent,  en  vertu 
de  l'attraction  mutuelle,  être  sujets  à  aucune  espèce  de  variation  sécu- 
laire (première  Partie,  n°  36)  ;  mais  comme  les  excentricités  et  les  incli- 
naisons des  orbites  sont  au  contraire,  par  l'effet  de  cette  attraction,  né- 
cessairement variables,  il  est  clair  que  le  système  |)Ourrait  cependant 
changer  de  l'orme,  et  que  la  permanence  de  sa  constitution  actuelle  dé- 
pend de  plus  de  la  condition  que  ces  éléments  demeurent  toujours  Coii 
petits,  tels  que  nous  les  observons;  or  cette  condition,  si  elle  a  lieu,  uc 
peut  se  conclure  que  des  expressions  générales  des  variations  séculaires, 
et  demande  par  consé(pient  l'intégration  des  équations  dillérentielles  qui 
renferment  la  loi  de  ces  variations.  Cette  intégration  est  donc  une  des  par- 
ties les  plus  essentielles  de  l'objet  que  nous  nous  sommes  proposé,  et  c'est 
aussi  la  seule  qui  nous  reste  encore  à  remplii'  pour  compléter  la  Théorir 
des  variations  séculaires;  elle  va  faire  la  malii-re  de  cette  Section. 

41.  Avant  d'entrer  dans  le  détail  de  l'intégration  dont  il  s'agit,  nous 
commencerons  par  (|uelques  considérations  géiU'rales  sur  la  foruie  dcs 
intéorales. 
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Nous  avons  (h'jii  vu  dans  la  piTiiiiôir  Parlic  (51j  (jiic  les  valciiis  ((im- 
pli'lcs  tics  varialtlcs  .r,  r  pour  fliaquf  Pianote  sont  de  celte  l'ornu' 

A  sin  al  -t-  a; M-  B  s'in  bt  +  p)  4-  C  sin  (c/  +  y  )  -4- . . . , 
A  ces  (Il  -h  X   -h  R  ces  bt  -h  ^   +  C  cos  cl  -hy   -h. . .. 

les  coellic'ienls  a,  h,  c,...  étant  les  l'acincs  d'une  r(|iialioM  dclci minée 

d'un  degré  égal  an  nondire  des  Planètes  (|ui  alli'icul  inuluellenieul  leurs 

uiliiles,  et  A,  H,  (1 y,  ^j,  •/,...  étant  des  constantes  arMlraircs  <l(uil  la 

détermination  dépend  des  valeurs  de  .r  et  v  poni'  cluHiue  Planète  ;i  une 

épo(jne  donnée.  Il  faut  doue,  pour  (|ue  ces  exj)ressions  ne  cuulienneul 

point  d'arcs  de  cercle,  mais  seulement  des  sinus  et  cosinus  d'angles,  (pie 

les  racines  de  l'étpiation  dont  il  s'agit  soient  toutes  réelles  et  inégales: 

les  racines  égales  y  l'eraienl  entrer  l'arc  /  et  ses  puissances  hors  du  signe 

de  sinus  ou  cosinus,  et  les  racines  imaginaires  v  donneraient,  au  lieu  de 

sinus  et  cosinus,  des  expoiM'Utielles  réelles.  Dans  l'un  et  dans  l'autre 

cas,  les  valeurs  de  .r  et  y  ne  seraient  plus  resserrées  entre  de  certaines 

lioi'iics,  mais  pourraient  augnu'nter  contiiuudlenient;  et  comme  les  é(|ua- 

lions(|ui  délcrinineut  ces  valeurs  sont  fondées  sur  la  supposition  (|u'elles 

soieul  lurl  pelites,  ces  e([ualions  cesseraient  alois  d'être  exactes  au  lioul 

de  (pudque  temps,  lors(|ne  les  valeurs  dont  il  s'agit  sei'aienl  parvenues 

à  une  certaine  gi'andeur. 

Donc,  puis(|ue 

.r  — /.  siii'j,     )•— ).  cosç/, 

en  nommant  >.  l'excentricité  et  ç?  la  longitude  de  l'apliélie,  il  est  visible 
(|ue  la  valeui'  de  /  =  \x'-  -h y'^  pourra  être  sujette  à  des  variations  con- 
siderahles  si  l'étjnation  d'du  dépendent  les  (|uautites  a,  h,  c,...  n'a  |)as 
tontes  ses  racines  l'éelles  et  inégales;  au  contraire,  si  les  racines  de  celte 
équation  sont  toutes  réelles  et  inégales,  la  valeur  de  ).  ne  |)Ourra  passer 
certaines  limites. 

iùi  ellei,  en  sul)slilu^int  les  ex|)i'essions  de  .r  et  y,  on  aura 
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(liiantité  dont  la  valeur,  tant  que  les  cosinus  sont  tous  réels,  ne  peut  ja- 
mais surpasser  la  soniinc  de  tous  les  coefficients  A,  B,  C,...  pris  avec  le 
même  signe. 

De  là  il  s'ensuit  doiu  (|U('.  si  pour  les  Planètes  on  trouve  non-seule- 
ment que  les  racines  «,  h,  c,...  sont  toutes  réelles  et  inégales,  mais  en- 
core que  les  quantités  A,  B,  C,...  sont  fort  petites,  on  sera  assuré  que 
leurs  excentricités  demeureront  toujours  fort  petites;  autrement  elles 
pourront  devenir  considérablement  différentes  de  ce  qu'elles  sont  ac- 
tuellement. 

On  pourrait  au  reste  trouver  des  limites  plus  étroites  pour  les  valeurs 
de  À  en  cherchant  ses  maximum  et  minimum  par  la  différcnliation;  mais 
il  faudrait  pour  cela  résoudre  l'équation 

AB  a  —  1)   s\n[  a  —  h    t  ^  y. —  |3]-l-ACia  —  c   sin[rt  —  c   t -^  y.  —  y] 

-!-  BC  <<  —  c)sin[  A  —  f   /  -i-  3  —  y]  -<-...  =  o, 

ce  qui  n'est  pas  facile  lors(|iril  y  a  plus  d'un  ternie. 

42.  Ce  que  nous  venons  de  dire  relativement  aux  cxcciitricilcs  ddil 
s'appliquer  aussi  aux  inclinaisons.  Car,  en  nommant  5  la  tangcule  de 
l'inclinaison  et  (»  la  longitude  du  nœud  et  faisant 

s  =  5  sinc),     M  ^  !/  cos'js 

nous  avons  trouvé,  dans  l'endroit  cité,  pour  les  valeurs  de  s  et  a.  des  ex- 
pressions semblables  a  celles  de  ,r,  r,  dans  lesquelles  les  (piantilés  a,  b. 
c,...  sont  aussi  les  racines  d'une  équation  d'un  degré  égal  au  nombre 
des  orbites,  mais  diflérente  de  celle  qui  répond  aux  x  et  y,  et  où  les  con- 
stantes A,  B,  C,...,  a,  (>,  '/,...  dépendent  di'  la  position  des  orbites  ii  une 
époque  donnée.  Donc  aussi  les  expressions  de  /.  et  de  5  seronl  send)la- 
bles,  ainsi  que  celles  de  '^  et  oj. 

Par  consé(|uent,  si  les  racines  a,  h,  c,...  sont  loiiles  réelles  et  iné- 
gales, et  que  de  plus  les  constantes  A,  B,  C,...  se  trouvent  Irès-pelites. 
on  sera  assuré  pareillement  (\uv  les  inclinaisons  des  orbites  des  Planètes 
sur  re(liptii|ue  tixe  sermil  toiijdurs  loil   |ieHle>:  aiiliciiieiil  elles  poiir- 
\ .  36 
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lont  varier  l)i'aiic()ii|),  cl  l'on  ne  |»(Hirra  rien  coMnailrc  de  icrlaiii  ii  leur 
l'iiard  (|ne  |tour  un  temps  plus  ou  moins  long. 

'i'\.    A  l'éi^ard  des  apliélies  et  des  mmids,  comme  on  ;i 

X  s 

laneo  =  — î     tang',)  =  -j 
X  u 

on  en  coiniailra  la  position  |iar  les  lanj;('nles  de  leurs  Inn^iiudes,  (|ni 
seroni  exprimées,  en  géncial,  par  la  formule 

A  siii { a<  +  a  )  +  U  sin  (  6/  +  jS  )  -H  C  sin  t7  +  y  )  h-  . . . 

A  ros  at  +  oc   -h  K  cos {ht  -h  p)  -^  C  cos  c/  -4-  y  '  + .  .  .  ' 

mais  il  n'est  pas  facile  de  déduire,  en  général,  de  celle  c\pres>i(ni  de  la 
laugenle.  cidle  de  l'arc  correspcnnlaut,  ni  |)ar  conse(]uenl  di'  delerminer 
le  nn}uvenienl  moyen  des  apliélies  et  des  na-mls. 

Celte  délerniiinition  n'est  même  |)ossii)le  par  les  nietliodo  ((inniio 
(|ue  loi'scpi'il  \\'\  a  (|ue  deux  termes,  et  l()rs(]ue,  le  n(Uiilirc  des  Icrmes 
i-laiit  (|mdcon(|ne,  il  y  a  un  des  coellicients  A,  B,  ('.,...  (|ui  surpass"  en 
grandeur  la  sounue  de  tous  les  autres  pris  positivenn'iil. 

'i  i .  examinons  d'aliord  le  premiei' cas,  cl  considérons  pour  cela  l'é- 
ijuation 


lang9 


AsiiKa/-J-a    -(- H  sin  bl  +  p\ 


A  cos  (  «/  +  a  !  +  B  cos  ;  ht  -\-  ^ 

Si  A    -  B,  cette  e(|ualion  devient 

'  a-\-  h  _       î!  +  ,  j 


mnco  -  lang 


^'Y 


n  +  h 

O  = /  4- 


Kl,  si  A  =  ~  B,  elle  devient 


tango  : 


ia  +  h 


—  col  (  — ^ —  /  H -'    \  ; 


DES  ÉLÉMENTS  DES   [>LANÉTES.  283 

donc 

a  +  b         a-i-  S 
9  =  /  H —  c)0°. 

Mais,  si  A>±13,  alors  en  rclraïuiiant  de  l'ani;l('  ■:.  l'aiiiilc  <//  + (Z  (|ni 
r(''|)Oiid  au  plus  i^iaiid  ((iclliciciil  A.  je  la  ivduis  à  (('Ite  loriiic 

°    '  A -f- Bcos[(6  — a: /-h  |3  — x]  ■ 

de  sorte  que,  si  l'on  picnd  un  ani^le  <l  tel  que 

i_       Hsin[i  6  —  rt)  < -f- p  — a] 
^^"^'■^  ~  A  +  Bcos[(6-rt)<-)-(3-a]' 

on  au  la 

9  —  a/  —  a;  :=  ij^, 

et  par  eoustMjuent 

9  ;=  «/  +  a  +  ij>. 

Or,  puisque  B-<±:A,  il  est  elair  que  le  dénouiinateiir  de  l'e\|»ressioii 
de  tang!-  ne  peut  jamais  devenir  nul;  doue  tang  (j>  ne  pourra  jamais  de- 
venir intinie,  et  par  conséquent  <h  ne  pourra  jamais  atteindre  à  l'angle 
droit.  Ainsi  l'angle  <h  sera  nécessairement  resserré  dans  ces  limites 
-1-90"  et  — go",  entre  lesquelles  il  ne  pourra  faire  que  des  oscillations 
plus  ou  moins  grandes. 

D'oîi  il  s'ensuit  ([ue  al  +  cf.  représentera  le  mouvenieni  moyeu  de 
l'angle  9,  et  que  L  exprimera  les  inégalités  de  cet  angle. 

Pour  déterminer  ces  inégalités,  il  faudra  résoudre  ré(|ualioii  précé- 
dente, ce  qui  ue  se  |)cul  (juc  [liir  le  moyen  des  séries;  cl  la  nicillcurc  mé- 
thode pour  cela  me  paiail  celle  dont  je  me.suis  déjà  servi  dans  plusieurs 
occasions  semidahles,  cl  (|ui  consiste  à  employer  les  exponentielles  ima- 
ginaires. 

Suivant  cette  uuiliode  on  aura 

,  I       ,       i-hlangiv  — •  '       1        A -+- Be'»'-^ 

4-  =    :^=:    lOg  eT_V^_^  _  ^   iQg     _  

ay  — I  I  — langiSy  — I        2^/— i  A -1- Be-'v-' 

3(1. 
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«Ml  l'aisaiit,  pour  nliii'i^ci-. 


Dell. 


;  —  I  \         '» 


K 


los    I 


't.  n''(liiis;iiit  CCS  l(>:j;iii(liincs  cil  si'i'ics, 


/ —  I  I  A  a  A'  i.\'  J 


c'cst-ii-dirc 


B 


B= 


B^     . 


i{>  =  Y  siiiT  • r^  siii?. 0-  4-  _Tr-j  sinSo-  — . . ., 

scric  (|iii  sera  lonjoiics  convcrj^'cntc  à  cause  de  -  <;  rt  i  par  riiv|)ollicsc. 

'i.').   On  peut  l'csoiidrc  de  la  iih'iiic  iiiaiiii'rc  rc(|iiatioii  liciicralc 

„  _  ^  siiurt/  -t-  a)  +  B  sini  è<  -4-  (3  )  -t-  C  sin(c7  +  y  i  +  .  .  . 
""^  "^  Acos(rt/  +  a  :  -4-  Bcosi  6/  -i-  p'.  -i-  Ccos{ct  -+-  y' -f- .  .  .  ' 

Ii>is{||i'mii  des  coclliciciits,  comiiie  A,  csl  plus  grand  (|nc  la  somme  d<' 
tous  les  anires  pris  positivcnu'nl. 
On  aura  ainsi  d'abord 

el 

„ .1  —       Bsiii[(&  —  rt;/  +  p  —  g]  +  Csin[(c  —  «,<  +  •/  —  «]+..  ■      _ 

pai-  où  l'on  voit  (|uc,  le  dénominateur  de  tanL;>  ne  pouvant  jamais  de- 
venir mil  dans  le  <as  supposé,  l'angle  'J>  sera  néeessaircmeiil  reuf'ermi' 
entre  -f  ()(>"  et        i)o",  el  ([u'ainsi  al -{- a  sera  le  nioiiveuu'ut  mo\en  (le 
l'angle  '^,  et  !/  n'en  expr'imera  (|ue  les  inégalités, 
l'jisuite,  emplo\anl  la  m(''Uie  j'oiinulc 

1       ,      1  -f-  laiiiî'i'»/ — I 
?,  v'— I         I  —  lang'ly'— I 
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el  t'aisanl.  |)()ur  alu'éger, 

(T=:(6  —  rt:<-l-(3  —  a,     p=:{c  —  at-hy— X 

iiii  aura  pârcillriiifiit 

I       ,      /         Be'v^H-CePv^- 
ij=  — =  logl  I 

ay'— I  \ 


A 

Be-n/^+Ce-fV-^-h.. 


(l'ciii  l\in  lire,  |)ai'  la  rt'diutioii  en  sérifs  ft  la  Mihslilutidii  des  sinus, 

,        I5sina--4-Csinp  +  . . .        B'sinas-H- aBC  sin '(7-+-p  -f-C-sinap-l-. . . 

V  =  ^     '■  TÂ^  ''-•■■' 

série  toujours  convergente  ilans  le  eas  dont  il  s'ai^it. 

46.  Hors  de  ces  deux  cas,  il  est  lYnt  dilHcile  et  peut-être  même  impos- 
sible de  prononcer,  en  général,  sur  la  nature  de  l'angle  '^  ;  mais  on  peut 
dans  tous  les  cas  construire  la  valeur  de  cet  angle,  ainsi  que  celle  de  la 
(juantite  À.  par  le  moyen  des  épicycles. 

En  etfet  soient  décrits  ditl'érenls  cercles  qui  aient  pour  rayons  les  con- 
stantes A,  B,  C, . . .  ;  ayant  mené  dans  le  premier  de  ces  cercles  un  dia- 
mètre tixe,  (|u'on  prenne  depuis  ce  diamètre  un  arc  (|ui  comprenni' 
l'angle  at -+-  a;  qu'ensuite  on  place  à  l'exlrémité  de  cet  arc  le  cenlie  du 
second  cercle  el  qu'on  y  prenne,  depuis  un  diamètre  mené  parallèleuu'Ul 
à  celui  ilu  cercle  précèdent ,  un  arc  qui  nquinde  ;i  l'angle  /;/  -l-  (5;  (|nc  de 
même  on  place  à  l'extrémité  de  cet  arc  le  centre  du  troisième  cercle,  et  . 
(|ii'on  y  prenne  aussi,  depuis  un  diamètre  parallèle  aux  précédents,  un 
nouvel  arc  (|ui  snus-tende  l'angle  ct-hy,  et  ainsi  de  siiitr.  Je  dis  (|ne,  si 
du  centre  du  [)ren)ier  cercle  on  tire  une  ligne  droite  ou  rayon  vecteur  ii 
l'extrémité  de  l'arc  pris  sur  la  circonférence  du  dernier  épicycle,  ce 
rayon  vecteur  sera  égal  a  '/.  et  fera  avec  \v  dianiiMre  du  premier  cercle 
l'angle  ç. 

Cai'  il  est  visible,  d'aïuès  celte  conslruc  lion,  (juc,  si  l'on  abaisse  de 
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I  rxliTiiiitc  (lu  dernier  ;ii'e  une  ordonnée  reelani;le  an  dianièlie  du  |ue- 
niier  icrcle,  cflte  oi'donnée  se  trouvera  expi'imée  par 

A  siii  itl  ^  y.  i  H  siii  /(/  +3.  +  (!  sin  f/  +  y  -+-... , 
el  (|ne  l'aljseisse  eorrespondaiile  prise  dii  centie  du  cercde  sera 

A  eus  at  -^  X  h-  H  cos  />/  -4-  p  i  -f-  C  ces  :  t-/  -f-  y  +  .  .  .  . 
Ces  deux  coordonnées  sercuil  donc  égales  \\.y  cl  x\  el,  comme 

>.  =  ^x''  -+-'j\     laiigo  =  •-  » 

on  \oil  (|ue  /  sera  le  l'ayon  veclenret  '^  l'angii'  de  ce  rayon  avec  l'axe  des 
ahsi'isses. 

Il  s'ensuit  de  lii  (|U0,  si  l'on  imagine  que  le  Soleil  soit  au  centre  du 
premier  cercle  el  (jue  le  diamètre  de  ce  cercle  soit  dirigé  vers  le  premier 
point  A'  A  ri  es  d'où  l'on  c(Mnpte  les  longitudes,  le  centre  de  l'orhite  de 
(•lia(|ue  Planète  se  trouvcia  sur  la  circonférence  du  dernier  é|)icycle  it 
l'extrémité  de  l'arc  qu'on  y  aura  mar(|né. 

La  (  (uistruction  précédente  servira  également  à  trouver  les  valeurs  de 
y  et  dj'  '->;  par  conséquent  on  pourra  par  son  moyen  déterminer  pour  un 
ti-mps  donné  les  éléments  variahles  de  chaque  Planète,  dès  qu'on  con- 
nailia  pai'  le  calcul  les  valeurs  des  dill'érentes  constantes  A,  B,  C, .... 
a,  h,  c, . . . ,  y,  [j,  ■/,...  (pii  eutreul  dans  les  expressions  générales  de  ces 
éléments. 

\~ .  Au  l'cste,  par  la  ((Uistruction  (|ue  nous  venons  de  donner,  on  voit 
claircMuent  (pic,  loi'sipu'  le  rayon  du  premier  cerch;  surpasse  la  somme 
des  rayons  de  tous  les  épicydes,  les  angles  ht  -t-  ,3,  c/  -f-  y, . . .  décrits  au- 
loui'  des  centres  de  ceux-ci  ne  |ieuvent  <|u'augmenter  ou  diminuer  l'angle 
at -h  a  décrit  autour  du  centre  du  premier'  cer<'le,  sans  jamais  le  rendre 
nul;  el  (ju'ainsi  dans  ce  cas  le  rayon  vecteur  doit  avoir  un  nntuvement 
angulaire  continu(d,  dont  «/ -f-  «  sera  la  valeur  moyenne. 

il  n'en  est  pas  de  même  l(iis(pH'  la  somme  des  l'ayons  des  épicydes  est 
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ég;ile  ou  plus  grande  que  le  rayon  du  corclt'  [)r'uuij);il  ;  car  alors  il  es!  fa- 
cile de  concevoir  que  les  mouvements  autour  des  épicycles  penvcnl  dé- 
truire le  mouvement  autour  du  cercle  principal;  et,  s'il  y  a  quelque  cas 
où  celui-ci  soit  seulement  altéré,  mais  jamais  totalement  anéanti,  cela  doit 
dépendre  des  rapports  entre  ces  mouvements  et  entre  les  rayons  des  dif- 
férents cercles;  de  sorte  que  la  détermination  du  mouvement  moven  doit 
être  dans  ces  cas  extrêmement  dillicile. 

48.  Venons  maintenant  aux  équations  dillértMitielles  (|u'il  s'agit  d'in- 
tégrer et  que  nous  avons  données  plus  haut  17  .  Ces  équations  fcirmenl, 
comme  on  voit,  deux  systèmes  indépendants,  l'un  relatif  aux  excentri- 
cités et  aux  aphélies,  l'autre  relatif  aux  inclinaisons  et  aux  nœuds;  et 
chacun  de  ces  systèmes  est  composé  de  douze  équations  qui  contiennent 
autant  de  variables  mêlées  ensemble,  mais  dont  chacune  n'y  parait  (|m' 
sous  la  forme  linéaire;  de  sorte  que  l'intégration  de  ces  éqiKitions,  ([uni- 
que toujours  possible,  entraînerait  néanmoins  dans  des  calculs  fort  longs, 
s'il  fallait,  comme  cela  parait  nécessaire  au  premier  aspect,  traiter  à  la 
fois  toutes  les  équations  d'un  même  système.  Mais  heureusement,  à  cause 
de  la  petitesse  excessive  de  plusieurs  coefficients,  on  peut  séparer  chaque 
système  en  deux  et  même  trois  systèmes  partiels;  car  en  supposant  les 
masses  des  Planètes  telles  que  nous  les  avons  déterminées  ^14),  et  faisant 
par  conséquent  tous  les  nombres  m,  m',  m",  m",  m",  m"  égaux  à  riiiiilc 
dans  les  valeurs  du  n"  16,  il  est  visible  que  tous  les  coellicienls  (jiii  con- 
tiennent, entre  des  crochets  ronds  ou  carrés,  les  chillVcs  o  ou  i  avant  la 
virgule,  et  2,  3,  4»  5  après,  sont  au-dessous  d'un  centiènu'  de  seconde: 
(le  sorte  qu'on  peut  sans  erreur  sensible  regarder  et  traiter  ces  coelli- 
cients  comme  nuls,  et  négliger  ainsi  dans  les  équations  tous  les  termes 
(jui  en  seront  multipliés.  De  celte  manière  les  quatre  premières  cipia- 
lions  de  chaque  système  deviendront  indépendantes  de  toutes  les  autres 
l't  pourront  par  conséquent  être  traitées  séparément;  ce  qui  en  simplitic 
beaucoup  le  calcul. 

Olte  simplilication  l'cvient  ii  cahiilci' sciparcinciil  rdlct  de  l'attiailiofÉ 
uuituelle  de  Saturne  et  de  .lupiter,  en  faisant  abstraction  de  l'aclion  dc< 
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iiiitres  IMaiù'U's,  (jui  sont  clVcclivoim'iil  Iroj)  pctiti's  cl  fi(>ii  ('Idignéos  de 
crllcs-ci  pour  pouvoir  y  causer  des  déraugcmcnts  sensibles.  Aiusi  nous 
foMiiiiiMici'i'oiis  par  donner  si'parémenl  la  Tliéoru-  des  vai'ialions  sécu- 
laires de  Saturne  et  de  Jupiter;  nous  donnerons  ensuite  celle  des  varia- 
lions  des  (|ualre  autres  Planètes. 

I  liroiic  (les  V((i  idtioiis  .s('ci//((irc\  de  Sdtiiriic  cl  de  Jupiter 

W.  Olle  Théorie  est  reni'erniée  dans  les  deux  systèmes  suivants  d'é- 
ipKilioii.s  dillereutielles 

l'rtmifi  s)Sti'ntc,  jxjiir  les  excenlricitt's  el  les  aphélies. 

<lx  r  T     / 

-j-  -    o,  i).r +  [o,  i]j  =o, 


dl 

dr 
dl 

dx' 

HT 

dr' 
W 


■+■  (o,  i']x  —  1  o,  I  l.r  ^  o, 


I,  o  if'-i-  [l,  o]j-  =r  o. 


\  ,  O    X  —  I  I,  OJJT  ;^  o. 


Ueitxiènte  système,  pour  les  inclinaisons  el  les  nœuds. 
(Is 


dl 


H-  ,  o,  n  i  «  —  «  I  =  o, 


-J-  —  lo,  i){s  —s')  —  o, 
'h'      ■  , 

-; h       I  ,  O        «    —    «      =  O, 

dt 

du'  , 


Nous  supposerons  les  masses  de  Satuiaie  et  de  Jupiter  éi;ales  a  ^TFâ~/~^^ 
et  ' ^  de  celle  du  Soleil,  c(uunie  nous  les  a\(Uis  déterminées  dans 

util-,  KJJ 
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hi  [)iriiii('re  Section,  et  nous  ferons  en  conséquence  m  ~-  i ,  m'  -    i ,  (l;ins 
les  valeurs  des  coellicients  (  16)  ;  de  sorte  qu'on  aura 

(o,  I  )  =  i7",88o4  [o,  I  ]  =  1 1",6842 

1,259.3739,  I  ,oti';5f)7y, 

(i,o)=    7",*;95a  [«-0]=    5", 09.86 

0,8862185,  0,7014424- 

A  l'égard  des  valeurs  de  .r,  j,...  pour  l'époque  donnée,  ou  trouvera, 
en  employant  leséléuieuls  du  n"  26  pour  1700, 

X  ^=\  sin  »  :=  —  o,o56()8  y^^  1  coscp  =^  —  0,00  [44 

8,7557577,  7.1575949, 

.r'=X'sino'=  —  o,  00801  j'^  X'coscp'  ^=  —  0,04755 

7,9037182,  8,6771464, 

s  :=  6  sine.)  =  0,04078  M  ;=.  6  cosw  :=  —  0,01573 

8,6104766,  8. 1966017, 

i' =:  6' sinw'=  0,02283  m'^0'coS6)'=  — o,oo3o3 

8,3585442,  7,4820226. 

Par  les  logarithmes  placés  au-dessous  des  valeurs  numéri(|ues  on  pcul 
augmenter  l'exactitude  de  celles-ci  d'une  décimale;  il  en  sera  de  même 
pour  t(Uis  les  calculs  de  celte  Section. 

Excentricités  et  aphélies. 

50.    Pour  intégrer  les  é(|uatioiis  du   picmier  système,  on  supposera 

d'al)ord 

X  ^=  A  sin  i  al  +  a  ),     y  =  \  cos  «/  -(-  a  ), 

j;'=  .\'sin(«/  -f-  a),    >•':=  A'cos(«/  -h  oc); 

les  snltstitutions  laites,  on  aura,  entre  les  trois  coeriicienls  .\.  A  .  a.  co 

deux  éipnitions 

A  I  «  —  ;  o,  I  )  I  -t-  A'  [o,  1  ]  =:  o, 

A'fa  — (  1,0'  I  -h  \  [i,o]  =  o, 


290  IIIKOIUK   DES   VMUATIONS  SÙCULMKES 

(i'oti  l'on  lirt' 

A'  _  ;o,  I  )  —  a  ['»  o] 

T  ~      [o,  i]      ~  (  1 ,  o  )  —  a  ' 

iloiic 

[rt—    o,  I  i]  x[a  — (1,0)]  —  [o,  i]x[i,«>]; 

tf  (|iii  (loiiiic  (ciic  ('(niation  en  a  du  scooiul  degré 

flî  —  I    o,  I     -4-    1,  o'- I  rt  H- (o,  I  1  X  (  I,  o^  —  [o,  i]  X  [i,  <>]  =  o, 

diint  li's  ijiciiifs  S(inl 

o,  I     +     1, 


^±\/[^^^'-^f-[o..]X[..o]. 


el  par  constHiiit'iil  toutes  deux  réelles;  par  où  l'on  est  assuré  que  les  ex- 
pressions des  variables  ne  eonliennent  point  d'ares  de  eerele. 
Kn  nommant  ces  dcnx  rarincs  a  et  />,  on  trouve 

a=:2i",99o5,     ft=:3",585i; 

et  les  expressions  eojnplètes  de  x,y,  x  ,  y'  seront 

X  =  A  sin!a<  +  a:)  +  B  s'm'bt  -î-  (3), 
y  =  A  cos(a/  -f  a)  -i-  B  ços, bt  -!-  (3), 
x'=  A'  sin  [at  -<-  z  -+-  B'  sin  bt  -i-  ^), 
y'=z  A'  c  os  al  -(-  a)  -I-  B'cosi/  +  (3), 

en  Taisant 

A'        (o,  1)  — a 
A  [o,  i] 

f),54625i8, 

B  ~      [o,  i]  • 

0,087  599.7 . 

il  reste  ainsi  quatre  arbitraires  A,  B.  y.,  ['  i\u"\\  laiidra  (Iclrriimiir  par 
les  valeurs  données  de  x,  y,  x' ,  y'   |)()ur  rtqxKjue  de    1701).    De  sdrle 
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ijii'cii  taisaiil  /    -o  poiii-  cettt'  ('pcMiiU',  on  aura  à  résoudiT  ces  (|iialiv 
t'(|iialions 

—  0,05698  =  A  siiis;  -+-  B  siiijâ, 

—  0,001 44  =  A  cosa  -+-  B  cos,S, 

—  0,00801  =  —  0,35 18. \  siiij;  +  1,2235  8  siii3, 

—  0,04755  =  —  o,35i8A  cosa  -T-  I  ,->.235B  cos5; 

il'oii  l'un  tiif 

A  siiia  =  —  o,<)3t)iG  A  cosa  r-=  o, 02906 

8,5928609,  8,463297  I , 

B  sinS  ^  —  0,01781  B  cos(3  =  —  o,o3<)5o 

8,25o552?.,  8,484^651, 

l'I  (If  lit  un  conclut 

a  =  36o" —  53"25'2o",         ^  =  i8o"-f-  3o"i6'4o' , 

A  =  0,04877  -B  =:  o,o3532 

8,6881 165,  8,5479562, 

A'=:  0,01715  B'=0,o432T 


Or 


8,2343683,  8,6355489. 


/.sino,  )'=;Acoso,  x'=A'sin9',  .)"=/.  coso 


cil  iiuiiiiiiaiil  /..  À'  les  excciiliicitcs  de  Saturne  cl  de  .lii|>iter,  et  -^.  '^  lc> 
longitudes  do  leurs  aphélies  comptées  sur  le  plan  de  l'ecliptique  de  1  700: 
ainsi  les  l'onnules  précédentes  feront  connaître  les  valeurs  de  ces  clé- 
ments pour  un  noinhre  indélini  /  d'années  Juliennes,  apri-s  un  avant 
17(10.  en  prenant  dans  le  second  cas  /  néi{atif. 

51 .   Suit.  |)uur  aliréger, 

s  r^  83"4''' —  18", 4054/. 

3n. 


■2'.)-2  TIIKOKIK   I)i:S   VARIATIONS  SECULAIUES. 

On  iiiira  d'aliiiid  [)oiir  Saturne 


X  =  ^A'-f-  B'—  2ABCOS2  =  0,06021  ^i  —  0,95009  cosz; 

«■'(•si  l'i'xpiTssion  générale  de  l'exeenlrieité  de  son  orliile. 
Cette  excentrieité  sera  donc  la  plus  giande  lorsiine 

cosz  =  —  I, 
par  conséquent,  lors(|ue 

z  =  180°+  36<)"x  «, 

//  étant  un  noujhre  enliei'  (jnelconciue  positif  ou  négatif,  et  elle  sera  alors 

A  +  B  =  o,o84q8. 

Elle  sera  au  emitrairc  la  plus  petite  lorsque  cosz  =  i ,  et  par  consecinenl 
lors(jue 


z  =  36o"  X  n  ; 

A-B  =  o,oi345. 
L'intervalle  entre  ces  épo(|ues  est  déteiiuine  |»ar  It-ipiation 
i8",4o54/  —  180°, 
/  =r  35?.o7, 10; 


elle  sera  alors 


lai|ucile  <Ionne 


c'est  donc  par  une  |)eiiode  de  ce  iioiuhre  d'années  Juliennes  (|ue  les 
inaxima  et  niininia  de  l'exeenlrieité  de  Salmiu  sont  ramenés  successi- 
vement. 

Ensuite  on  aura  |)our  la  longitude  de  l'aplielie  de  celle  même  l'Ianèle 

les  formules 

Ksiii2 
<^  —  at-\-x—p,     tang  «  =  ,  — j,  - —  » 
^  '^  '        A  —  Bcosz 

à  cause  de  A  >  1}. 

Ainsi  le  lieu  moyen  de  son  aplielii'  sera,  en  ayant  égard  ii  la  precession 
des  équinoxes  de  K)",'i'VVi  par  an,  à 

I  o' (>"  34' 40"  +  •'  12",  3?,  34/; 
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pl  |)(iui'  avoir  k-  iicu  vrai  il  faudra  y  appli(|uer  une  t'M|iiati(iii  soiislrac- 
live />.  (It'lcriiiiiii'c  pai'  la  toriiuiU' 

siii:;  .,„ 

tanew  =:  —xg >      ou     rot»=  i ,  jooqo  cosec  3  —  col;. 

"'^  1,38090  —  C0S2  '^  ■ 

Ottc  ciiiiatiuii  sera  la  plus  i^randi'  lorsipu' 

C0S2  =   —   =  0,';24'O, 

et  elle  sera  alors  déterminée  par 

Ainsi  les  plus  grandes  équations /j  seront  de  ±4G"24'.  <'t  repoiidronl 

aux  angles  -;  de 

36o"Xm±43"36'. 

L'équation  sera  au  contraire  nulle  lorsque  sinî  =  o;   ce  ipii  répond 
aux  époques  des  plus  grandes  et  plus  petites  excentricités. 

Pour  réduire  t'acilement  cette  équation  en  Tahles.  il  conviemiia  île 

transformer  la  formule 

B  sins 

tang»  =  -7 

'^       .\  —  B  cosz 

(Ml  celle-ci 

(z         \        A-t-B  z 

lang^-  -hpj  =-^_^tang-- 

De  celte  manière  il  n'y  auia  (|u';i  calculer  l'angle  P  par  la  formule 

langP  =  6,25o()i  tang-> 
et  l'on  aura 

Kufm,  Ni    l'un   Miulail   avoir  la   \aleiU'  de  />   directemeni    en   -M'rie.  nu 
trouverait,  par  la  uu'tliode  du  n"  ï\. 

B    .  B^  B'     .    , 

P  ■     Y  stnz  H r-.  SOI  2Z  H-  — -j  sni3j  -(-...; 
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mais  l'usage  de  celle  série  esl  moins  commode  (|ue  celui  de  la  (oimiile 
|nécédente. 

ô2.   On  aura  pareilleiueiil.  pour  l'excentricité  de  Ju|)iler,  l'expression 
ijénérale 


V=  \j\''-+-  B"—  zA'B'cosz  =  0,04649  v''  ^-  0,68692  C0S3. 

Celle  excenlricilé  sera  donc  la  plus  i;rande  loiscpie  cos:  =  r ,  et  sa  va- 
leur sera  alors 

B' — A'  =  o,o6o36; 

an  contraire  elle  sera   la  pins  petite  lors(iue   cos;  =—  (,  et  deviendra 

alni> 

B'  +  A'  ~  o,o?.6o5. 

D'oii  l'on  voit  que  les  maxima  et  itiinima  de  l'excentricité  de  Jupiter 
répondent  exactement,  mais  en  sens  contraire,  à  ceux  de  l'excentricité 
de  Saturne,  en  sorte  (pie  rnne  de  ces  excentricités  esl  la  plus  i^rande 
lorsque  l'autre  esl  la  plus  petite,  et  vice  i^ersâ  ;  par  conséiiuent  la  période 
(|ui  ramène  ces  époques  esl  la  même  pour  les  deux  Plani-tes. 

De  même  on  aura  pour  la  longitude  de  l'apliélie  de  ,Iu|)iler  les  lor- 

MUiles 

—  A'sinz 

f^        r   ^  nr  y  _  j\'  ces  s 

a  cause  de  B'  >  A'. 

Donc  le  lieu  moyen  de  cet  aphélie  sera,  eu  égard  à  la  precession  des 

l'ijuinoxes,  à 

7'o''i6'4o"-t-  53". 9184/; 

cl  pKiM  avoir  s^n  lieu  vrai  il  y  faudra  a|iprK|uer  une  ecpiatioii  sonsli'ac- 
tive  /)  (léteriniMéc  par  la  i'uruuile 

iaiiK«'       — i — ^ ou     cot»'  =  2,51879.  coséc2 -4-  COtJ. 

"^'^       2,51872 -I- cosz  ' 

l.e  maximum  de  celle  équation  aura  lieu  lorsque 
CCS z  =  T7J --  — 0,39703; 
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et  sa  vylciir  se  tioiiveia  \r.iv  ri'(|iiiiln)ii 

sinp'  =  ±^. 

Dtiiir  ii's  plus  gr;uules  équations /;  seront  de 

_r  ?.3"23'  3o'', 

cl  t'Iio  i't'|)on(lrt»nt  aux  ani^les  r  de 

1 80°  i  ?.  /(  H-  I  zc  lib"  36'  3o" . 

Au  contraire  rci|ualion  sera  nulle  lors(|ue  sin;  =  o;   ce  (|ui  répouil 
aux  époques  des  plus  grandes  et  plus  petites  excentricités. 

On  peut  au  reste  déterminer  l'angle/?'  par  cette  Cormule  plus  "iiiiple 

(le  sorte  (|ue  >i  l'on  cherche  un  angle  P'  tel  (jue 
langP'rr:  o,43iti3  lang-j 
on  aura  sur-le-rhanip 

ce  ([ui  est  Irés-conimode  pour  construire  une  Tiible  de  l'eiiuation //. 
Enfin,  si  l'on  voulait  employer  les  séries,  on  aurait  directement 

A'    .              A"      .  \"     .    „ 

/»  —  —  TJ7  smz —  sinaz  —  —^  sin3z  — . . . . 

l/iclinnisons  el  nœuds. 

53.    Passons  aux  équations  du  second  système.  Ou  \   supposera   pa- 

reillenn-nl 

s  .=  A  sini^a/  -t-  «  ,     u  -    .\  cos\al  -t-  a  , 

s'----  A'sin^a/  -(-  a  ,     u'~  .\'  cos(a/  -1-  a  ■; 
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et  l'on  inii'ii,  après  les  siil)sliUilions,  ces  deux  ('(iiiatioiis-ci 

Aa-t-    o,  I  j  i  A  —  A')  =  o,     A'a  +  (i,  o)(A'— A )  =  o, 

lesquelles  tloniieiil 

A'  _  a  -f-  (o,  i)  _      (i,  o) 

T 


lioiU 


(o,  0  a-h{i,o) 

[a  -4-    o,  i)]  X  [a  +  (I,  o)]  —  (o,  i)  X    i,  0)  =  o, 

é(|iiati(iii  ([iii  se  réduit  à  eetle  l'orme 

a^  -h  [(o,  i)  4-  (I,  o)l.a  =  o, 

el  (Idiil  les  raeiiies  sont  o  et  —  (o,  i)  —  (i,  oj;  ainsi,  ces  racines  étant 
toutes  deux  réelles,  on  n'a  point  à  craiiulre  les  arcs  de  cercle. 
Nous  aurons  donc 


c'est-à-dire 


a  =  o,     6  =  —  (o,  i)  —  (1,  o), 

6  =  —  9.5",  5756; 

et  les  expressions  complètes  de  s,  u,  s',  u  seront,  à  cause  de  A'=  A, 

*  =  A  sii)3!  -f  B  sin(/>/  +  (3  i, 
M  —  A  cosa -f- B  cos  1 6/ -4- (3  j, 
«'  =  A  sin«4-  B'  sin(6/  -f-  (3), 
«'=  A  CCS  a  -+-  B'cosi  bt  -\-  ^,, 


eu  taisant 


B'  _  h-\-[o,  1) 
B"  ~      (o,  I) 


=  —  o,43o4 


9,6338420. 


Pour  déterminer  mainlenani  les  (juatre  ailiitraires  A,  H,  a,  |'î»  on  fera 
/  =  o,  relaliveiueiit  à  l'époijuc  de  1700  |)oui'  la(|uelle  les  valeurs  de  ,*,  (i. 
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s',  a  sonl  (hmiK'cs:  im  aiiia  aiii.si  ces  quati'c  (''(|iiiiti(ins 

0,04078  =:  A  sina  -h  U  sinjî, 

—  0,01573  =  A  cosa  -+-  B  cos(3, 
0,02283  =  A  sina  —  o,ii:>o/\\iiiin^, 

—  o,oo3o3  =  A  cosa  —  o,43o4  B  fOs(3, 

lcs(]ii('llrs  (loniifiil 

A  sincz  =  o,o-.>.823  A  cosa  =^  —  o,oo685 

8,4507463,  7,8358fi,nS, 

B  sinp  =  0,01255      B  cos (3  =  — 0,00887 

8,098(1126,  7,g48o43y, 

d'où  l'on  tire 

a  =r=  180" —  76°2l'2o",       (3  =  i8o°  —  54''44''o"' 

A  =  0,02905  B=o, 01537 

8,4631770,  8,1866402, 

B':=  —  0,00661 

7,8204822. 
Dmic.  |)nis(me 

s=9su\(j).     Il  =  9  cusM,     5':=  C  siiu.)',     «'    -  6' cosr.)', 

("Il  iKjiiiiiiaiil  5,  0'  les  laiii^ciilfs  des  iiicrmaisoiis  des  orhilcs  de  Saliinic 
el  de  Jupiter,  et  >j,  0/  les  longitudes  de  leurs  iulmuIs  aseeudanis,  relali- 
venient  à  ré(di|iti(|iie  et  ;>  ré(|uino\e  de  re|)(H|ue  1700,  on  |)ouria.  ii 
l'aide  des  Cormiiles  |u'eeé(leules,  trouver  la  position  des  orhilcs  de  ces 
i'iani'tes  au  bout  d'un  nond)re  quelcon(ju(!  t  d'années .luliennes,  écoulées 
de|)uis  l'époque,  on  (|iii  la  précèdent,  en  faisant  dans  ce  dernier  cas  /  né- 
gatif. 

\,  38 
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5i.   l*Ji  t'Ht'I.  si,  piiiir  iibrcgci',  on  l';iil 

/•       .|"37'       7.5,  S;*?!!/, 

(Ml  .iiir:i  pour  Saliirrif 


6=  ^A'-t-,B'+  aABcosr  =  o,o3a87  y  i  +  0,82665  oosr; 

l'est  l'expression  générale  de  la  tangente  tle  son  inclinaison,  de  soiie  (pn 
l'incliniiison  ellc-mènie  sera  représentée  à  très-peu  près  p;ii-  hi  rorinnle 


I  "  5a'  55"  X  v  I  +  o,8?G65  ros  ;■ . 
Le  niaximiim  aura  lien  lorscpie 

alors 

9=  A  +  B-r  0.04440, 

ri  hi  pins  i^rande  inclinaison  sera  de 

■y'W  (o". 

I.c  Miiiiiiiiinii  :iiii':i  lien  loisipie 

ros  r  =  —  I  ; 
la  viileni'  de  0  sera  alors 

5.-=  A  -  15      0,01 3C.H. 
cl  la  |»liis  pelile  iiK  linaisoii  seia  de 

«"17'- 

L'intervalle  cnlic  l'une  et  l'inilrc  de  ces  deux  l'piMpics  sei:i  dcleruiin 

p;ir  l'écpialion 

r>.5".5756/  .    i«o", 

cl  sera  par  consiMpn'nt  de 

25336,65  atuK'es  .luIicimi-N. 
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QiKiiil  ;iii  iiohkI  (If  Saturnr,  sa  longitude  sera  donnée  ()ai  les  foinmles 

Bsinr 

'.)  =  a -î- «.     langa  = -j 5 > 

^  "^       Ah-  B  cos/' 

à  cause  de  A  >■  B. 

Done  le  lien  moyen  de  ce  nct-nd  sera,  en  ayant  égard  à  la  precession 

des  é(|uinoxes,  à 

3^ 1 3" 38' 40'  -h  5o', 3333/; 

et  pour  en  déduire  le  lieu  vrai,  il  n'y  aura  qu'il  y  a|)[)liquer  uiu'  équation 
adflilive  c/,  déleiiliinee  par  la  lurniiile 

sinr  o      .  > 

tanea  —  — tt — — »     ou     cot.y  =  i,ooo33  cosec;-  -i-  cot;-. 

'        1 , 8()o33 -(- cos /•  ' 

!,e  niaxinuim  de  cette  équation  aura  lieu  lorsque 
cosr= r-  =  0,52901, 

et  sa  valeur  se  déterminera  par 

B 
sm^  =  rîT  — • 

Donc  les  plus  grandes  équations  //  seront  de 

rt  3i°  56'  20", 
et  répondront  aux  angles  /  de 

I  So"  X    •'  «  -t-  I    ziz  58"  3'  î<i". 
Au  contraire  re(|ualion  </ sera  nulle  lorsque 


■(■  (|ui  i-epond  aux  iqioiiues  tles  plus  grandes  et  plu>  petites  inclinaison 
Au  reste  la  formule 

ii  siiir 
\  --  B  cos  r 


tiing*/ 


38. 
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|ii'iil  SI'  icdiiiri'  à  cette  forme  plus  simple 

V  -  H 


lang  \~  -g] 


\  -+-  B 


5  laiig-' 


l;it|iielle  donne  un  moyen  facile  de  réduire  i'e(|Uiilion  (/en  Tiihie.  (au-  il 
n'v  lunii  (lu'ii  calculer  les  angles  Q  par  la  loruiule 


•t  I 


et  I  on  aura 


langQ  =  (),.S(>Ho3  tans  ^ 


«/=--y- 


Mais  si  l'on  voulait  avoir  directen)ent  la  valeur  de  (/  en  série,  on  li'ou- 
verait.  par  la  nietliode  du  n"  iô, 

B    .  B^     .  B      .    , 

</  =  -r  SUl  /• :-  SOI  ■'  /•  +    r  .-  sui  ^r  —  .  .  .  . 

^        A  J.  \'  5  A' 

55.    P'Mir  Jupiter  lui  trouvera  de  la  luéiue  manii're 


9'—  v'A'-l-  B"  ■+■  ?.  AB'  cosr  --  o.o'.hjHo  \  i  —  o,4i'i)o  rosr, 

expression  iicnerale  de  la  taniicnle  de  Tint  linaison  de  S(Ui  orhile;  de  sorte 
(|ue  rinclinaison  elle-même  sera  l'eprésentée  it  Iri's-peu  près  par  la  for- 
mule 

i"4?.'25"  X  V  I  —  0,439.90  rose. 

I.e  maximum  a  lieu  lors(|ue 

nos  /•  =  —  I  ; 

alors 

9z=  A—  B'  — (),i>3'j('.7, 

et  la  plus  i^randc  im  linaison  sera  de 

9."  7!  3o" . 
I.e  niinimuui  au  contraire  aui'a  lieu  lor'S(pn' 
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el  la  valeur  ck'  0  sera  alors 

e  =  A  +B'  =  0,020.44, 

laqiiclk'  donne  la  plus  petite  iiielinaison  de 

1"  17'  10". 

Ainsi  les  plus  grandes  et  plus  petites  inclinaisons  de  ,hi|iiler  répondent 
aux  plus  petites  et  plus  grandes  inclinaisons  de  Saturne,  et  i'éeipi()(jue- 
nient;  en  sorte  que  la  période  qui  ramène  ces  époques  est  la  inènie  pour 
l'une  et  pour  l'autre  Planète.  Nous  avons  vu  que  la  même  chose  a  lien 
aussi  à  réaard  des  excentricités. 

o 

Quant  à  la  longitude  du  nœud  ascendant  de  Jupiter,  on  aura  de  niètne 
les  formules 

w'  =^  X  —  g,     tang^'  = 

à  cause  de  A  >  B'. 

Ainsi  le  lieu  moyen  de  ce  nœud  sera,  eu  égard  a  la  pi-e(essiiin  des 

é(|uinoxes,  à 

3»  1 3-' 38' 4o"  +  5o",3333/, 

c'est-à-dire  <ju'il  coïncidera  avec  celui  de  Saturne  ;  mais  pour  avoir  son 
lieu  vrai  il  faudra  appliquer  au  lien  moyeu  nue  ecpiation  sduslrailivc  c/ 
déterminée  par  la  formule 

lang(/'=  -r^5 — 5 — )     ou     0017'=  4'3()?.32  coséc;—  colr. 

Le  nntximum  de  cette  ecpiation  aura  lieu  lorscpic 
CCS/  — r^  :^  o, ■?.:>■■  h-;. 


et  sa  valeur  sera  déterminée  par 


:$()2  1  lIKOltll-;    l>i:S   \\i;iVTI()NS  SkCUI.MUKS 

Doiii-  l^^  |)|iis  ^faiiilfs  (■(|ii;iti()iis  </  scioiil  ilc 

:3:  i3"c)'4o", 
et  ic|i(iii(lroiit  aux  aiiiiles  /•  de 

36o"  X  «  ±  76" 5()'  3o". 
l.'iMliialiiui  y  si-ra  au  coutraii'c  mille  liirs(Hic 


rc  (|ui  répond  aux  |ilus  grandes  el  plus  petites  inclinaisons. 

La  torniule  ' 

B'siii;- 

L'si  iodurliblc  à  cette  tuiiue  plus  siin|tle 


4  t>'  .. 

lang  ['---<n^  t-i:û'  ^"S  ^  ■ 


Si  donc  on  calcule  les  ani^ies  Q',  tels  (|ue 

langQ'=  i,5S()54  lang- 


el  par  ce  nioven  (Ui  constiuiia  t'acilenn'Ul  une  Tal)lc  de  l'iMpialiini  y'. 

Si  l'on  voulait  déterniiner  diicclenn'nl  la  valeur  de  y    en  /■,  on  pour- 
rait faire  usage  de  la  série 


(7'= :-  sin/ H 7~  sin?. /■  —  7,-7—  sin  3 /•-+-. . .  . 

^  A  2  A'  oiV 

56.  Au  rote  il  nr  faut  pas  oiiMier  (|uc,  dans  ces  delcrminatioiis,  les 
orbites  de  Saturne  et  .lupiler  sont  rapportées  an  plan  de  rc(dipti(|in'  mi 
de  ['(ultite  de  la  Terri'  pour  le  iMunniciicenient  de  1700.  Conmie  ce  der- 
nier plan  est  lui-nn'ine  variaide,  ce  ne  sera  (lu'en  ((Multinanl  les  loi  nulles 
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•  ino  iKiiis  voiiuiis  (le  (Idiincr  [xuir  la  vaiial)ililt'  des  plans  des  orl)it('s  dv 
Saturne  et  de  .hipilei-  avec  celles  (|ue  nous  donnerons  ci-apii's  pour  la 
varial)ilité  du  plan  de  recli|»ti(iue,  (ju'on  pourra  déterminer  la  position 
des  mêmes  orbites  relativement  à  l'écliptique  vraie  pour  un  liiiip^  (|uel- 
conque,  comme  nous  l'avons  enseiiiné  plus  haut  18).  \'oyf;z  plus  has 
le  n"  75. 

57.  On  voit  donc,  |)ar  les  résultats  (jue  nous  venons  de  trouver,  ipic 
les  excentricités  et  les  inclinaisons  des  orbites  de  Saturne  et  de  .Jupiter 
doivent  demeurer  toujours  très-petites,  et  que  leurs  variations  ne  con- 
sistent que  dans  des  es|)èces  d'oscillations  par  lesquelles  ces  éléments 
deviennent  alternativement  [dus  ^:;ran(ls  et  plus  petits  (|ue  leurs  valeurs 
moyennes,  mais  sans  s'en  écarter  jamais  que  de  quantités  très-petites. 
On  voit  aussi  par  nos  formules  que  les  coelTicients  de  t  sous  les  signes 
de  sinus  et  cosinus  sont  nécessairement  toujours  réels,  quehjues  valeurs 
(|u'on  donne  aux  masses  des  deux  Planètes,  parce  qu'en  augmentant  ou 
diminuant  ces  masses  on  ne  fait  qu'augmenter  ou  diminuer  proportion- 
nellement les  coefficients  marqués  par  des  crochets  ronds  ou  carrés,  sans 
en  cbanger  les  signes.  D'où  il  s'ensuit  que  le  système  de  Saturne  et  de 
Jupiter,  en  tant  qu'on  le  regarde  comme  indépendant  des  autres  Planètes, 
ce  qui  est  toujours  permis,  comme  nous  l'avons  montré  plus  haut,  est 
de  lui-même  dans  un  état  stable  et  permanent,  du  moins  en  faisant  abs- 
traction de  l'action  de  toute  cause  étrangère,  comme  serait  celle  d'une 
(lomète.  ou  d'un  milieu  résistant  dans  le(|uel  les  Planifies  nageraient, 
ou 

V  hror/c  des   variât  ions  srciilaircs  de  Mars,   de   la    Terre, 
(le    I  émis   et   de     }fereiire. 

58.  Apri'S  avoii' donné  séparcmi'iil  la  Théorie  des  variations  séculaires 
de  Saturne  et  de  .Jupiter,  il  nous  reste  encore  ii  donner  cidle  des  varia- 
tions S(''culaires  de  Mars,  de  la  Teire,  de  Vi-iius  cl  de  .Mercure;  mais 
celle-ci  demande  beiuiccMii)  plus  de  lra\ail.  si  l'on  veut  c(Uisidei'er  ;i   la 
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Ibis,  ainsi  (iiu'  nous  nous  le  suniincs  proposé,  l'action  niutucllt'  de  ces 
(|uatro  ilt'rnièri's  Plani'lcs,  (pii  it  cause  de  réioignemeni  des  deux  pre- 
mières paraissent  en  eflet  constituer  un  systènie  à  part. 

Les  variations  séculaiies  des  excentricités  et  des  aphélies  sont  indé- 
pendantes de  celles  des  inclinaisons  et  des  nœuds;  leurs  lois  sont  ren- 
lerniees  dans  deux  systèmes  séparés  d'équations  dilVérenlielles  dont  le 
nomlti'c  éij;ale  le  double  de  celui  des  Planètes  dont  on  considère  le  niou- 
vemi-nl.  Nous  avons  donné  dans  le  n"  17  les  deux  systèmes  complets 
pour  les  six  Plaui'tes,  et,  coinuie  nous  venons  d'intégrer  sépaiéuieut  les 
quatre  |)remiiMes  é(iualions  de  cha(|ue  système,  ils  se  réduisent  mainte- 
nant à  ceux-ci  plus  simples,  dans  lesquels  je  fais,  pour  abréger, 

i2)=.(2,  0)-^t9.,  l)-1-(2,  3)-h-(2,  4)-|-(2,  5   . 

(3)  =  (3,o)-f-(3,i)  +  i3,2)-f-(3,4i -f-    3,5), 

(4)  =  (4,  o) -H  ::4,  D -H  i4, 2) -(- (4, 3) -K4, 5), 

(5)  ==  (5,  o^  -H  '  5, 1  )  -^  (5,  2  ;  -h  (5,  3  ,i  -(-  ( 5,  4). 

Premier  système  pour  les  excentricités  et  les  aphélies. 

(Ix 

-j^ (2;/'-t-[2,o]^r-f-[2,  i]/  +  [2,  3]  r"'-i-[2,  4],r'"-4-[2,  5].)-  =  0, 

dr" 

-^ h  12)  jt"—  [a,  o]x  —  [a,  i]x'  —  [2,  3]  x'"—  [2,  4]'*^"  —  ['•>  5].r'  =  o, 

*^-'3).>"'+[3,o]j-[3,  .]r'+[3,2]r"H-[3,4]j'v-^[3.5]r=o. 
—. h    3  ;ar"'—  [3,  o]x  —  [3,  i]x'  —  [3,  %\x"  —  [3,  4]^"'  —  [3,  5]:i-'  =  o, 

^-•(4)r'  +  [4,o]r+[4.']r'  +  [4,^].r"+[4.3]r  +  [4,5].,v:=o, 

i^  -l-(4)ar-  — [4,  o]x-  [^,  i]j;'-  [4,  2]ar"— [4,3]^'"-  [4, '5]  x'' =  o, 
^'  _(5)r  -+-[':;,o]^--^[5,.]j'+[5,2]j"-f-[5,3]j"'+[5,4].,-v=o, 
^-t-■5.i:^•'  -    [5,o]jc-  [5,  i]x'-[5,2]x"  -  [5,  3].r'"-[5,4]ar"'=o. 
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Deuxième  système  pour  les  inclinaisons  et  les  nœuds, 
fis' 

—; h     -i)  U"  —     2,  O    M  —  (2,  l)  U'  —  i  2,3  ,  U'"  —     2,  4     «"^  —  (2,  5  I  «'=  O, 

dt  ^   '    '  ^  ^        ' 

du"  „      ,  ,  ,.,,„,/  I- 

—j (2)  i  +  f  2,  o)  s  H-    2, 1  V —  ^2,  3)  y  —  (2,  4  ■*'*—; 2,  5  s'  ^  o, 

(Js^ 

-7-  -+- 1  3 1  m'"  —    3,  01  «  —    3, 1  )  u'  —  (3,2)  u"  —  (  3,  4  ;  u'^  —  (  3,  5   ft"  =;  o, 

— i 3  5"  -1-    3,  o   «  -)-    3,  I  '  s'  -<-  (  3,  2   i"  4-    3,  4  '  -S'*  +  (  3,  5  )  i*  ^  o, 

at 

—. K    4   ""  —  ^,o\u^{^,iu'  —  i  4>  2  ,  «'  —  i  4,  3  !  ;<*'^  (4'  5   h'  =  o, 

du^ 
dt 

ds^ 


14    s'"  -r-  (4,  0,5  -H     4'  ï)*'-i-  (4'^)*"  "i-  (4»  3  j  5*' -r-  (  4.  5)  S'' =  O, 

5   j/'  —  (  5,  o   M  —    5, 1  i  u'  —  '  5,  2)  u"  —  f  5,  3   u"  —    5,  4   ""^  =  ". 


-7 O     S*^  +      D,  O     S  -1-      5,1     5-1-      3.2     5     H-      O,  J     5     -f-  \  5,  4     ■$       =^  O. 

Nous  prendrons  ici,  comme  nous  l'avons  fait  ci-dessus,  les  niasses  des 
Planètes  telles  que  nous  les  avons  déterminées  dans  la  première  Section  ; 
c'est  pourquoi  nous  ferons  m,  m\  ni .  ni  .  m'*,  ni  =  i  dans  les  valeurs 
des  coefficients  de  ces  équations    16  .  Ainsi  l'on  aura  coiiiuif  il  suit 

■i.oj  =  o'.  lagg  [3,o]  —  o'.o445  [4.0]  =  0.0196  [5.o]=o,oo4i 

9.1135984.  8.6479111.  8.2921429,  7,61-2343.1, 

2.  i]=5".22o3  [3.  i]=r.G6i5  [4,  1]  =  o",7i68  [5.  i]  =  0.1464 

0.7176977.                        0.2203047.                        9.85.540IÎ5.  9.i6â4a'2- 

2.3]=r.363i  [3,2]  =  o".333o  [4.  2]  ^  o".o853  [5.2]  =  o.oi22 

o.i344955-                        9,5224134.                        8.9307252.  8.0876272. 

2.4]  =  o'.3889  [3,4]  =  6.2io4  [4.  3J  =  5".  3716  [5,3J  =  o\4i25 

9.5899402.                        0.7931171,                        0.7459834.  9.6154137, 

2.5J  =  i.'.oo56  [3.  5]  -  o".o463  [4.  5]  =  o". 2714  [5,  4]  =  2'. 6957 

7.7497429.  8.6654494.  9.4335698.  0.4306686, 

\.  3c, 


:m(i  TlIKolîlK   DES  \  VKUTIONS  SKCUi.  \  I  HKS 

(2,  .>)  -  (i",G58i               (3,  o)  =  (>",34o3  ({,  o)  =  ()",ao73               (5,  o)  -  o".o8o(i 

9,8182718,                       9,5318127,  9,3iGG32G,                       8.9oGi)743, 

(a,  1) -"î  tr,4iiG             (3,  r)  =  G",948o  (4,  1)  =t  4",  i3i2               l},  i)  =r  \\',-;C,:\ 

1,1587124,        0,8418589.  (>,()i()0784,         (),Hj74<>i»>. 

(2,  3)  —  I  .77>  1      '3,  2)  =  o".433o  (4.  2)  =  o",  1482      (5,  2)  -:  o",o3i)G 

o,-.)485728.                        9,G3G4927,  9,1707353,                       8,59749411 

(2,  4)  =  o',G7Go              (3,  4)  =  7".  4579  (4,3)      G",C9o8              (5,  3)  ^  o",  869(1 

9.8299503,                         0,8726141.  0,8254-96,                        y.9393i>i4, 

(2,  5)  ^--  o  .0182              ;3,  5)  —  o",o976  (4,  5)  =  o", 422*3              (5.  4)  =  4",  1952 

8,2596098.                         8,9893371.  9.6236507.                        .',6a.>7495. 

(2I    =  17",  5363              :3)     —  i5".2767  (4)     =;  11". 5999               |5|       ;G". 7(103 

1.243938(1,                        1.1840290.  1.0(144529.                        o.H7.9i)(')(iii. 

Kl  si  rori  (IcU'iiniiic.  (r;i|»iL's  les  clcmi'iits  du  11"  2(5,  les  v;ilcurs  des  va- 

l'iiililt's  j-  .  v',  -v'" s".  II",  s' |i(iiir  r('|MM|n('  de  1  yoo,  on  li'oiivcrii 

ccllos-fi. 

Pour  I  700  : 

.«•"  ;r;  >."  sill'j'    :=  0,0^'j'^?.  y"   z=   À"  POS9"  —    —  (l,oboi)l) 

8,(3(1.10670,  8,()o84o8i, 

x"  =  ?.'"  sino"  =  —  o,oi()(jr)  y'"  =-  1'"  noscp'"  -  =  o,o().>?,5 

8,?,?.i4?,i3,  7,35>8.)o5, 

x"  —-  Â"sino"'=z  —  o,c)o5()i  }''"  ^^  '•"  POS'y'''^  o,oo4i(J 

7,74899:53,  7,6i85g85, 

.r*  :=  X"  slii'j''  =  —  o,  u)ii(iii  }■"  =z  }."  c'0S9''  =  —  (),oGii5 

9.?.93r)8>.i,  8,78(1398-.. 

s"     -.    6"  SWl'.l"  =  o, 05.378  II"    '        B"    COSM      :-    (),(r,>I.S() 

8.37()?.i?,(i,  8,339(;i7(;, 

s'"     --   6"  si  II 'il'"  =^  o,  II"'   =;  6'"  f'OSM'"  =  o, 

,V"    =.-  O'^Sinoi"^  0,06691  II'"  =r  0'"  rOSM'''  :--:  (l,Ol63() 

8,75"i?.o47,  8,0137331, 

*'■     r^  6'   sillCl'=  0,08619  "'     '^'-    0"  l'O^'i^'         0,08718 

8.93'-,4337,  8,94oi„-.i. 
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O  sont  là  tous  les  ('Irmciils  iirccssiiircs  pour  le  calcul  des  variatiiiiis 
scciilaires  des  Planèlcs  dont  il  s'agit.  Nous  allons  eu  exposer  le  procède 
et  les  résultats  avec  le  détail  dû  à  l'iinportanee  du  sujet. 

Excentricités  et  aphélies. 

59.  Couiinençons  par  le  prcinicr' svstënie.  et  remar(|uous  d'abord  (|Uc 
les  variables  x,  y,  x',  y'  ayant  déjà  été  déterminées  ei-dessus  (50j,  les 
termes  qui  contiennent  ces  variables  doivent  être  regardés  conjme  tout 
coinuis.  Or  ayant  trouvé 

X  =  \  siii'«/  -r  ai  -f-  B  sin  (il  -h  ^  s 
y  =^  A  cos(rt/  -I-  a  I  -f-  B  nos  b/  -+-  ^), 
x'  =  A'  sin  :  rt/  -I-  a  M-  B'  sin  :  6/  +  [3  ), 

_)•'=:  A' COS    Itl  -h  X    +  B'cosi //<  +  |3   . 

il  csl  facile  de  se  convaincre,  par  la  nature  des  équations  ii  intégrer,  ([ue 
ton  les  les  variables  x",  x'",  a?'",  x^  doivent  contenir  aussi  les  sinus  des 
mêmes  angles  déjà  connus  cit  -+-  a,  ht  -+-  fj,  et  les  variables  y",  y,  y".  }' 
les  cosinus  correspondants. 

On  supposei'a  (bmc,  [)our  satisfaire  ;i  ces  é(|ualions. 

x"  =  A"  sin(«/  +  s(    -(- B"  siniiz  +  jî  +  C"  sin  c/+y), 

j"  ^=  A"  cos{al  +  a   -1-  B"  ces (6/  +  p  +  C"  cos[ct  +  y), 

x'"  =  A'"  siii(«/  -H  a    -h  B"'  sinib/  +  |3  -i-  C"  sinic/  +  y), 

1  '"  ^=  A'"  cos(a/  -h  XI -h  B'"  ro>i[l>i   i-  (3  +-  C"  cos',  et  -t-  y  ), 

^iv_  A-'sin  al   f-  a  1  +  B"  sin{bt  H-  [3  4-  C''  sin  et  -+-  y), 

■)-'^  =  A"cos  al  +  a)  +  B'Tos;/;/  -4-  [3  -{-€"■  rosi  et  +  y), 

x"  =  A*'  sin  «/  ~t-  a  >  +  B''  sin  {ht  -h  ^  4-  C  sin  c/  +  y  , 

}•"■  =  A'  cosi  «/  4-  3c)  -I-  B*  cosibi  -h  (3  -4-  C'  cos.  <7  -t-  y  , 

les  coellicienis  A",  B",  C",   .\",   IV",...   etanl  tous  constants  et  iiidelei 
mines,  ainsi  (jiie  les  deux  (piaiililes  c  el  y. 


(A 


U) 
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l.t'S  siilislitiilinns  fiiitcs,  on  cgalcra  sépan'iiiciU  à  zrro  les  ('(»crtit'ieiits 
(les  (lilleirnls  sinus  cl  oosiims;  il  en  résiiltcia  liois  sysli'nics  (l'(''(|nalions 
(le  i-ettc  fornu' 

[  [o,  o]  A  +  [a,  ,]  A'H-  [«  -  .  •->.  )  j  A"+  [■?.,  3]\  '"+  [■?.,  \  ]  A-  +  [■?.,  5]  A'^  o 
[3,  o]  Ah-  [3,  i]  A'+  [3,  ■?.]  A"+  [fl- 1 3  !  ]  A"'-t-  [3,  4]  A'^  -t-  [3.  5]  A-  o 
[4,o]A  +  [4.i]A'4-[4,?.]A"+[4.  3]A"'+[a-i4ljA-  +  [4,  5lAv_,a 
[5,  o]  A  -t-[5,  i]  A'-h[5,  9,]  A"+  [5,  3]  A'" -H  [5,  4]  A^-i-  ["  -  ^  5   |  A^  =  o, 

1  [■?,  o]B  +  [■?.,  i]h' +[!>-■?.  \ir +[■?.,  3]B'"+  ['-i.  4]  B-  +  [o,  5]  8»=:  o^ 

[ 3,  o]  B  +  [3,  i]  B'-i-  [3,  ?.] B"-(-  [6  -  I  3  i  j  B'"-!-  [3,  4]  B"'  -h  [3.  5]  h'  =  o 
[4,«]B  +  [4.i]B'+[4,9.]B"+[4,3]B"H-[/>-  4  ]B-  +  [4, '^IB^  " 
[5,  o]B-i-[5,  i]B'H-[5,  ?.]B"-i-[5,  3]B'"-+-[5,  4]B'>  +  |  h        ''>   |  B>       o 

[  c  -  i  2)  J  C"-+-  [?.,  3]C"-i-  [a,  4]  (:-■  +  [■>.,  5]0-  ^^  o, 
[3,  ?.](:"+  \c-   3)1  C"  +  [3,  4]C"'  +  [3,  5]e  =  o, 

[4, 9.](:"-H  [4. 3]C'"-h  [c- -  (4 1]  C"  +  [4, 5]e  =  o, 

[5,  ?.]C"+[5,  31C"'+[5,  4]C"-4-  [r-    5  ]C/r-ro. 

60.  ('.(iianic  les  (|iiaiuili's  A,  A  .  15,  15  ,  ainsi  (juc  (/  cl  b  soni  (Icjii  con- 
nues, il  est  clair  (juc  les  (|iiati-c  c([ualions  'A)  serviront  \\  dclerniiner  les 
ijualre  cousiantes  A",  A",  A'",  A";  (|ue  de  même  les  é(|uatioiis  (  Bj  déter- 
mineront les  constantes  B".  \W  IV,  W .  (Commençons  par  ces  détermina- 
tions; nous  aurons  d'abord,  par  les  valenis  de  A,  A',  B,  B'  du  n"  50. 

[?.,  o]  A -1- [?.,  i]A'=  -o,<>833,i5,     [9,  o]B-i-  l',  i]  B' r=:o,-',3()i3.,. 
[3,  o]A  -i-[3,  i]A'=  -o,o:>(;334.      [3,o]B-h[3,  i]  B' t-.  .,,o733'-)(), 

[4,o]A  -H  [4,  i]  A'=  — c),oii3i<>,    [4,o]ir-t-  [4,  i]B'-:  o,,.'.i(;(;3. 

[5,o]A-f-  [5,   l]  A'rr-   -0,0(>?.3ll,        [5,  o]B  -f-[s    l]  B'=:  o,.m(;  ((h,; 
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fiisuite.  à  cause  de  a  =  21  ",9903,  i  =  3", 585i  (même  numéro  ,  ou  auia 

a — (2)=  4"»4542,  ''  —  (a)  =:  —  i3",g5i2, 

a— (3)=  6,7i36,  .    i  — (31=:—    ii,(J9it;. 

a  — (4)=  10,3906,  A  — (4)r=-     8,oi4«, 

a  —  (5)^  i5, 23o7.,  h  —  (5^:=—     3,1752. 

Substituant  ces  valeurs  ainsi  que  celles  des  autres  coefficients  données 
plus  haut,  et  résolvant  les  équations  à  la  manière  ordinaire,  on  trouve 

A*  =      0,0174»^  B" -=0,01837 

8,2424843,  8,2641896, 

A"  ^   0,00433  B'"  =r  o, 01485 

7,6366283.  8,1718434, 

A"^  —  o,ooi38  B"':^o,oi5o4 

7,i4o35o9,  8.1772767, 

A' =       0,00027  B'.;=  0,01681 

6,4234834,  •  8,2255oo3. 

61 .   A  l'égard  des  équations    C  .  comme  elles  ne  eonliennent  aucun 

terme  tout  connu,  il  est  visible  qu'elles  ne  suffisent  point  |Hiin  iletermi- 

ner  les  quatre  inconnues  ("".  C  '.  C" .  (?  ;  car.  si  l'on  divise  chacune  de  ces 

.       ,  C"    C"    o- 

equations  pai-  (.  .  on   n  a   plus  (|ue  tiois  inconnues  -rr^i  -r^»  -r-v  •1'^'"" 

pouria  deteMiuncr  [vay  trois  (]uelc(Ui(jiies  de  ces  mêmes  i'(Hialious:  alors 
la  quatrième  servira  à  déterminer  l'inconnue  c. 

Par  les  règles  ordinaires  de  l'élimination  on  trouve  (lue  les  valeurs  des 

O  1 

C"    C"    O^      III  i 

inc(Hinues  — >  -r^»  jr-'  déduites  des  trois  [tremieres  etiuations,  sont  de 

M     M      M  ,.  .  ,     , 

celte  lorme  ^)  -:^'  -^^  en  taisant,  pour  ahreger. 

\I  =  -;2,5]X  [r-    3,|x|c-     i    |+(2,3]x[3.-.lx[c--    4| 
+  [2,4]x[4.  5]x[c-    3)J  +  [3,4]X[4,3]X[2,5] 
-[2,3]xr3. 41  xr4.  Îi-r3.  51  xl4.3]x[3,4]. 


310 


TllKOKIE  DLS  VVKIATIONS  SKCl' LA  1  U  KS 

M'=-[3,5]X  [f-{2)Jx[r-   4   J+[3,2]X[3,  5]xfr-    4jJ 

-[3,4]x[4,5]x[6--.:aij  +  [,.,4]x[4,2]x[3,5] 

-  [..,  5]  X  [3. 4]  X  [4,  ?.]  -  [3, ..]  X  [4. 5]  X  [2,  4]. 

M"=  -[4,5]x[t-(a)]x  [c-(3   ]  4-[2.5]x[4,2]x[f-    3  ] 
+  [3,  5]  :<  [4,  3]  x  [c  -  I  o  ;,  J  +  [2,  3]  X  [3,  a]  X  [4,  5] 

-  [,.,  3]  X  [3,  5]  X  [4,  '•]  -  [3,  2]  X  [4,  3]  X  [..,  5], 

N  =  [f  -  (9.)]  X  [  c  -    3,]  X  [6--  (4)]  -  [f-,  3]  X  [3.O.]  X  [c  -  i4,J 

-  [2,  4]  X  [4,  2]  X  f  t--   3  .  j  -  [3,  4]  X  [4.  3]  X  [c  -  ,2:  J 

+  [...  3]  X  [3,  4]  X  [4,  ■>■]  +  [3,  .]  X  [4.  3]  X  [2,  4]  : 

l'cs  valolirs  vUiul   suljstiliK'cs  dans  la   (|untricme  é(|uatioi) ,  elle  «Ic- 
'iiiira 

[5,  ?.]iMH-[5,  3]M'-(-[5.  4]M '  +  [c-   5  ]  N  =  o. 

Oltc  équation  dont  c  est  la  seule  inconiuie.  en  ordonnani  les  leinii's 
el  faisant,  pour  abréger, 


viendra 


C^ 
D  = 
£•  = 
/•  = 

H  = 

I  ^ 


:?..3]X[3,a], 

.,4]x[4,^.], 

:,5]X[5,2], 

3,4]X[4,3], 

3,  5]x[5,3], 

4,5]x[5,4], 

2,  3]  X  [3,  4]  X  [4,  ?.]  +  [3,  2]  X  [4,  3]  X  [2,  -i  ], 

2,  3]  X  [3,  5]  X  [5,  a]  -f-  [3,  2]  X  [5,  3]  X  [2,  5], 

2.  4]  X  [4,  5]  X  [5,  2]  -f-  [4.  2]  X  [5,  4]  X  [2.  5], 

3,  4]  X  [4,  5]  X  [5,  3]  -f-  [4,  3]  X  [5,  4]  X  [3,  5], 
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se  l'cdiiil  à  cviw  t'oriiif,  où  j'ai  cliiingé  c  en  x, 

j  [^  -  '  ^.j J  x[x  -    i  ]  X  [ X  -  4   1  X  [.r  -   '■)  J 

l        ~J[x~{4)\x[x-i5\H[.v:i\x\x        -,    I 

-  6'[x-  ;^i]x  [x^  ^  \~/)[x^  -..ijxl^i-  :.  I 

-£[x-;..    |xf.r-!4;J-^'|.r         3:.]x|,r-    ^    | 
-hG[x-   5  J -h //[x-    4    I +/[,»-    3    j 
+  A  I  .r  -    ?   ]  -)-  /. 
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(XI 


litanl  développée,  elle  iiioiileia  au  (iiiatrième  dei^re.  el  duiiiiera  par 
eonséquent  quatre  valeurs  de  .r,  (|ui  pourroiil  être  éi;aleiiieiil  eniplovées 
poui-  c;  el  c'est  de  la  réalite  et  (U'  l'inégalité  de  ees  racines  (|ne  de|)end 
l'exclusion  des  arcs  de  cercle  dans  les  variables  du  Prohii'nie.  el  par  cnn- 
se(|uenl  la  permanence  de  la  l'orme  actuelle  des  orhiles  des  Plaiii'Ies  ipif 
nous  considérons    41   . 

Il  importe  donc  de  resomire  celte  e<piation  rigoureusement,  l'oiircela. 
après  l'avoir  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  de  J",  il  t'andra  com- 
nieneer  par  lui  oter  le  second  terme.  Or,  à  l'inspection  seule  de  (elle 
équation,  il  est  visihie  que  le  second  terme  sera 

-[(?.) -l-v3)-f-!4)+    5;Ja;^; 
ainsi  il  n'\  aura  (pi'ii  v  substituer  d'ahord 

,_  ,   (2)  +  (3)  +  (4)-t-(5) 


à  la  place  de  x,  ou,  ce  qui  revient  au  uu-me,  relraiichei-  de  chacune  di 
(juantités    2^.    '\  .    ij,  (jj,  la  quantité 


'I  changer  eu  même  temps  j-  en  i', 


31-2  TIIKOIUE   HES   NUtlMlONS  SECULAIK  KS 

Si  donc  (III  (ail 

JL   —    )    -i 

et 


9    ^(3) +  (4)  + (51 

4 

(2)-i-(3)  +  (4)  +  (5) 

4 

l2)  +  (3)-l-(4î-4-(5) 

4 

ia)  +  (3)-h(4)-+-'.5i 

4 

(2) -H  (3) -1- (4) +(5) 

[3]  =  i3)- 

[4]=(4)- 

[5]  =(5) 

iiii  aiiia  une  tiaiisturmce  Cil  j  (le  la  ini'iiic  fuimc  (|iic  riuiiiaruni  t-ii  a-, 
mais  dans  laquelle  les  crochets  ronds  seront  changés  en  crochets  carrés, 
t-t  qui  étant  ordonnée  par  rapport  à  r  se  trouvera  privée  du  second  terme, 
et  sera  de  cette  t'oriiie 

>•'  ■+-  P )•-  -+-  Qr  -*-  K  -  o, 

dans  laqui'lle  on  aura 

P  ::=  [2]  X  [3]  +  [2]  X  [4]  +  [2]  X  [5]  -t-  [3]  X  [4] 
+  [3]X[5]  +  [4]X[51 

Q  ^  -  [2]  X  [3]  X  [4]  -  [2]  X  [3]  X  [5]  -  [2]  X  [4]  X  [5] 

-[3]x[4]x[5i 

+  .^[[41  +  [5]]+/?[[31  +  [5l]+<-[[3]  +  [4]] 
+  /?f[2]  +  [5]J+£[[2]  +  [4l]  +  F|[,]  +  [3lJ 
-t-G-t-^-H/-t-A. 

K  _-[2]x[3]x[4]X[5]-//[4]x[5]-fi[3]x[5] 
-C[3]  X  [4]  -D[2]x  [5]  -£[2]  X  [41 
-/'[2]x[3]-G[5]-/^[41-/[3] 
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On  rormcra  iiiiiiiitcii;iiit  cette  réduite  en  r  du  troisième  degré 

23_i_2P2'  +  (P2-4K/z  — 0-  =  o, 

et  désignant  ses  trois  racines  par  z',  z",  z",  on  aura  sur-le-champ.  |iiini 
les  quatre  racines  ou  valeurs  de  y,  ces  expressions  fort  simples 

v'^'  -+-  sjz"  -)-  \jZ"'  y'z'  —  \jz"  —  y  s'" 

2  1 

\jz"  —  y  z'  —  y'z'"  y  2'"  —  y  z'  —  \jz" 


dans  lesquelles  il  faudra  avoir  soin  de  prendre  les  trois  radicaux,  chacun 
avec  un  signe  contraire  à  celui  de  la  valeur  du  coelHcient  Q. 

Cette  manière  de  déterminer  les  racines  des  équations  du  quatrième 
degré  est  plus  commode  que  la  manière  ordinaire  qui  n'emploie  qu'une 
seule  racine  de  la  réduite,  mais  qui  demande  en  même  temps  la  résolu- 
tion d'une  équation  du  second  degré.  Elle  résulte  aussi  directement  de 
la  nature  de  la  réduite,  dont  les  racines  expriment  les  carrés  des  sommes 
des  racines  de  la  proposée  prises  deux  à  deux;  et  (juant  au  signe  qu'on 
doit  donner  aux  radicaux,  il  suffit  de  remarquer  que  la  somme  des  pro- 
duits des  quatre  racines  ci-dessus  multipliées  trois  à  trois  se  trouve  expri- 
mée par  \z\z"  \z"' ,  quantité  qui  doit  par  conséquent  être  égale  à  — Q 
par  la  nature  des  équations.  Voyez  là-dessus  les  Mémoires  de  1770  (*  . 

Pour  ce  qui  regarde  la  résolution  de  l'équation  en  z  du  troisième  de- 
gré, ce  qu'il  y  a  de  plus  simple,  lorsque  les  racines  sont  toutes  réelles, 
comme  elles  le  sont  dans  notre  cas,  c'est  de  la  ramener  à  la  trisection  de 
l'angle,  et  d'y  employer  les  Tahles  trigonométri(iues.  Pour  cela,  après 
avoir  privé  l'équation  du  second  ternie,  il  n'y  aura  (|u';i  la  ((iiiiparcr  à 

celle-ci 

//'  —  3  /•'  M  —  2  r'  cos  o  =:  o, 

dont  les  racines  sont 


—  2 /ces  (60"  -t-  -5  )'     —  2/cos|6o"'  —  -^j  • 


(*)  OEiivrcs  de  Lagrangr,  I.  III,  p.  -^Gg. 
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()2.   N'oifi  iiiainliMiaiit  les  résullats  nuuK'nqucs  de  ces  foi' m  nies.  J'ai 
raliiilc  iTahonl  li-s  valeurs  des  foeHu'U'iits  .4,  li,...,  et  j'ai  trouve 

./^o,45384  6"-.  1,44:534 

i),65(>9o69,  o,i5()3{i(J!S, 

/i  —  o,o33i6  //   0,00154 

8,5206654,         7,1886001, 

(7=^0,00007         /  1=  o,oo'.>.58 
5,8373701,  7,ji?,  1670, 

A>=:  34,60200  A  =;  i,3go38 

1,5391013,         o,i43i3i4, 

E  1=  0,(11909  L  =  0,24730 
8,2808631,  9,3932241. 

F=  o,73i54 
9,8(;42384, 

l'ai  l'ail  ensuite 

X  ^=y  -+-  12,7933 

tt 

[2]  =  4,7430  [4]=„  -  ,,,934 

0,6760531,  0,07678(10, 

[3]  =  2,4834  [5]=:-6,o33o 

0,3950467,  0,7805333. 

De  là  j'ai  ealeiilé  les  valeurs  de  P,  Q,  R.  ((mime  il  siiil 

1'^  —  (x),o824,      Qr_— 6,7522,      l«   -     I(l(i(;.(..>l8, 

l't  j'ai  troiivt'  cette  n'diiite  en  z 

z'  —  Un  z-  -h  n z  —  p  =^  o, 


dans  la(|Ueil 


/n= j-  =4(),()5|9, 

«    =::P=-  4K  :       ■■■.08,3708, 

/;  =Q'=  45,5922. 
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Kn  l'iiisanl 

z  —-  mi u  -*-  II, 

elle  se  réduit  à  colle  turinc 

\  m- j  \  m-        m'/ 

(le  soilr  (iii'cii  l;i  cDiiiiKii'ant  à 

«'  —  'ir''ii  —  2  r^  cos  9  =  0, 


3  m- 


=r  0,9201 1, 


/•^COSG  =;  I H —  =^  o.88o3q; 

2W'        2  m' 

ce  (|iii  (luiiiic 

/•=:  0,95922,        O  :=  4    O  '        -^  :=  I''2I 

'iL  ("Si  inutile  de  porter  ici  la  précision  jusqu'aux  secondes,  puis(|U('  la 
valeur  de  coso  n'est  exacte  qu'à  la  cinquième  décimale  près^. 
Ainsi  les  trois  racines  ou  valeurs  de  u  seront 

i,qi7Ql.      — o,qu)90,      — 0,99802; 

et  de  là  on  trouvera 

z'^  134,384,     z"=  3,6892,     2"'^o. 09124. 
Donc,  puisque  —  Q  est  un  nombre  positif,  on  aura 

\\3'  =   I  1,5924,         y  2"=  1,9207,        y  Z"'=l  0,3<)2I  . 

Par  consé(|uent  les  quatre  racines  ou  valeurs  de  >•  seront 

(i. 1)07(1,     4'*'''t^>     —  1,98(19.     — 6,(105"). 

.Mais,  quoique  ces  valeurs  soient  pou.ssées  jusqu'à  la  (|ualiiémc  déci- 
male, on  ne  peut  cependant  compter  que  sur  la  troisième:  c'est  pour- 
(|uoi,  afin  de  les  vérifier  et  de  leur  donner  en  même  temps  une  plus 
i;rande  exactitude,  je  les  ai  suhsliliices  successivement  dans  l'cqiiMlioii 

40. 
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l't,  t'iii|)l(t\ai)l  la  mc'llindc  (iidinaiic  di'  tàtDiincmciil,  j'ai  Iroiivé  cellos-ci 

nirrigéos  cl  cxactos  jusqu'à  la  qualrièmc  dccimalc  iiulnsivcnieiit 

)•      li.iioSi,     Î.6843.     —4.1)876,     -  (;,6o48; 

aiii:-!,  on  V  ajoutant  i2,7()'V^.  011  ani'a 

jr  rrz  n),-oi4.      'T'ÎTT'''     7'^"''7'     t>.  i^S'i. 

Telles  sont  les  raeinos  de  l'équatioii  qui  déteriniue  la  (|naiitilé  c;  d'où 
l'on  voit  (|ne  cette  (|uanlité  pi'ul  avoir  (juatre  valeurs  dillcrentes  toufes 
réelles,  que  nous  désignerons  par  c,  ci,  e,  /,  et  (|ui  donneront  par  eonsé- 
(|uent  autant  de  sinus  et  de  cosinus  dans  les  expressions  des  variables  du 
l'rolilt'iiie.  Ainsi  nous  sommes  déjii  assurés  (|ne  ces  expressions  ne  sau- 
raient contenir  des  arcs  de  cercle,  et  (|uc  par  consé(|uent  leur  exactitude 
ne  sera  pas  bornée  à  un  temps  limité,  mais  aura  toujours  lieu  à  l'intini. 

Mais,  comme  les  racines  (|ue  nous  venons  de  tiouver  tiépendent  des 
valeurs  sup|)osées  aux  niasses  des  Planètes,  on  pourrait  douter  si,  en 
changeant  ces  valeurs,  on  ne  tomberait  peut-être  pas  dans  des  racines 
égales  ou  imaginaires.  Pour  lever  (ont  ii  l'ait  ce  doute,  il  faudrait  pou- 
voir démontrer,  en  général,  que,  quelles  ([ue  soient  Icîs  valeurs  des 
masses,  pourvu  seulement  (|u'elles  soient  positives,  les  racines  de  ré(|ua- 
tion  dont  il  s'agit  sont  toujours  nécessairement  véclles  et  inégales.  Cela 
est  facile  lorsqu'on  ne  considère  à  la  fois  que  l'action  mutuelle  de  deux 
Planètes,  comme  nous  l'avons  vu  plus  haut  relativement  à  Saturne  et 
Jupiter,  parce  qu'alors  l'équation  n'est  <pie  du  second  degré;  mais  cette 
é(|ualion  se  complique  et  s'élève  ii  mesuic  (|Ui'  le  nombre  des  Planètes 
augmente;  c'est  pourquoi  il  devicnl  de  [ilus  en  plus  difficile  de  juger 
à  priori  de  la  qualité  des  racines.  Ce|)endanl  il  ne  parait  pas  im|)ossible 
de  parvenir,  par  <|uelque  artifice  partiiulicr,  à  décider  cette  question 
d'une  manil-re  générale;  et  comme  c'est  un  objet  égaleinent  intéressant 
pour  l'Analyse  et  pour  r.\stronomie  physi(|ue,  je  me  propose  de  m'en 
occuper.  E\\  attendant,  je  n)e  contenterai  d<'  remar(|uer  <pie,  dans  le  cas 
présent,  les  racines  li'ouvi'cs  sont  trop  diUÏTcules  eiilre  clli's  [loni'  (|ii'uii 
petit  cliaiigi'ineiil  dans  les  masses  adople<'s  puisse  les  rendre  égales,  (!t 
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t'iuoif  iiioiiis  imaginaires.  En  effet,  les  expressions  générales  des  lacincs 
de  V  font  voir  (|ue  l'égalité  de  deux  de  ces  racines  ne  peut  avoir  lieu  sans 
celle  des  racines  de  ;;  or  l'inégalité  de  celles-ci  est  assez  grande  pour  ne 
[xiiivoir  être  détruite  (|ue  par  une  altération  considérable  des  coefficients. 
Il  faudrait  pour  cela  que  l'angle  g,  que  nous  avons  trouvé  de  4"3',  devint 
nul  ou  de  180  degrés;  ce  qui,  vu  la  nature  des  formules,  demanderait, 
dans  les  éléments,  des  changements  beaucoup  trop  grands  pour  pouvoir 
être  admis. 

^^'^.   N(ms  ferons  donc 

cr=i9",7oi4,     f/=i7",4776,     e=7",8o57,     /=6",i885 

les  valeurs  de  ces  coefficients  sont  censées  expritnées  en  secondes,  puis- 
que celles  des  coefficients  marqués  par  des  crochets  sont  exprimées 
ainsi  j;  et  nous  aurons  pour  les  valeurs  complètes  des  variables  x",y". 
.r  ". .  . . ,  des  expressions  de  cette  forme 

x'   =  A"  sin  i  a/  -I-  «  I  -t-  B'  sin  bt  -\-  p  .  +  (>"  sin  et  -t-  7 
-I-  D"  s{{\{dt  -)-  0)  H-  E"  sin  e/  -h  ;;  -(-  F'  ?,\n  ft  +  xs  , 

y"  =  A"  cos(fl/  -f-  «1  -I-  B"  cos;  6/  +  |3   +  C"  cos  et  +  y) 
+  D"  cos' dl  -H  Ô!  -I-  E"  cos[et  -h  z)  -h  F"  cos(ft-hus], 

x"  =  A"'siii,a/ -(- a; -t-  B'"  sin(4/ H- ^) -H  C"  sin  c/-t- 7  i 

-+-  D"'  sin  ;  dl  -i-  6   -t-  E'"  sin  [et  -{-  s  i  +  F"'  sin  //  -h  ro  , 

y  =  A'"  ces  .at  -h  X]  -t-  B"'  cosf  6/  -i-  P)  -t-  G"  cos(c<  +  y  : 
-+-  D"'  cos  dl  -h  6]  -t-  E'"  cosi  et  -h  e)  -1-  F"'  cos  fl  +  ro  , 

.r'*  =:  A"  sin  «/  -^  x   -h  B"  sin  6/  -i- ^    +  C"sin,c^-i-  y) 
-+-  D"'  sin  (/t  -1-0-1-  E"  sin;e/  -1-  s)  -4-  F"  sin ;//-!- ro\ 

y"  =  A"cosia/  -i-  x)  -{-  B'" cos{bt  -h  j3)  -t-  C"  cos(c/-f-  y 
-HD'*cos;r/<  -1-  0   -f-  E'*cos(e/  -t-  e)  -<-  F"cosf/r  -hro  , 

a'  i=  A*  sin  al  -h  X    -h  li"  sin  i/  -h  [3  )  -1-  O  sin  cl  -+-  y 
-t-  D'  sin  dl  -I-  ô   -f-  E'  sin  et  -\-  ■)  -h  F'  sin  //  -t-  s  . 

)•'•  =  A'  cos  al  -h  X    -+-  H'  cos  [bl  -i-  ^)  -h  C"  cos  ,  cl -h  y 
■+-  D'  cosydl  -h  0]  -h  E'  cos[el  ■+-  s)  -h  ¥"  cosft  -mct). 
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i|ni.  cNiiil  siil)slitue('s  dans  les  é(|ualioii.s  da  premier  svs/è/ne  (58j.  (lon- 
iicniiii  '('Il  ('giilaiit  il  zéro  les  coelficieiits  des  (lUlérenls  sinus  et  cosinus^, 
iiMtie  les  ii'ois  ctiualions  (A),  (B),  (C)  déjà  trouvées  (59),  ees  trois 
;iulrcs-ci  seiiii)l:ililt's  aii\  (-(iiiations  (Cj 

[ft  -■>.)]  ]y  -h  [?.,  3]  ir  -;-  [?.,  4]  D-^  4  [a,  5]  l)>  -.o, 

[3,  2]  D"  -4-  [d~  (3)]  D"'4-  [3,  4]  13'>  4-  [3,  5]  !)':  =  o, 
14.  2]  D"  -r-  [4,  3]  D'"  4-  [f/  -  (4  J  D->  ^-  [4,  5]  i)>  =.  o, 
[5,  2]  D"  -f-  [5,  3]  D'"  -+-  [5,  i  ]  D"  ^\(i    -  :  '5  ]  I)-  =:  o; 

[r  (  o.  ,J  !•  '  H-  [2,  3]  !•"'  -f-  [2,  4  ]  EM  +  [2,  5]  E"  o, 
[3,  2]  E"  -;-  [e  --  1  3)]  E'"  h-  [3,  4]  E'^  -^-  [3,  5]  E^'      o, 

[4, 2]  E"  +  [4, 3]  E'"  H-  [e  -  ' 4 )]  fi-''  +  [4,  ^]  E'-  -  o, 

[5,  2]  E"  4-  [5,  3]  E'"  +  [5,  4]  E-  4-  [e  -  ;  '5  ]  E^  :-  o; 

[/_  ,  2  J  F"  -I-  [,,  3]  F'"  +  [■?.,  4]  F-'  -i-  [2,  5]  F-  -  o, 
[3,  2]  F"  ^  [/-  (  3  )J  F'"  +  [3,  4]  F"  -H  [3,  5]  F^  -.-.  o, 
[4,  2]  F"  ~  [4,  3]  F'"  ^^  (  /-  '  4  ']  F"  -  [4,  5]  F" .  o, 
[5,  2]  F"  -+-  [5,  3]  F'"  •+-  [5,  4]  F--  -+-  [/•--  '  5  ,  |  F>-  .=  «. 

I,es  équations  (A)  et  (\i)  ont  été  i-ésolues  ci-dessus  (GO;  et  ont  donné 
les  valeurs  des  coefficients  A",  A  " , ....  H",  W , ....  Les  équations  ((',•  ne 
donnent,  comme  nous  l'avons  vu  Mil  .  (|Me  les  ra|)|)orts  entre  les  coeHi- 
cients  C",  ("",  (".'*,  (]*':  mais  elles  donncnl  imi  nicmic  lcni|(s  la  valeur  de  la 
constante  r  par  nue  (■<|iiarKin  delcrniiiicc  du  (|ualri('iii('  dc^ré;  et,  coninie 
les  équations  précédentes  fD;,  (E),  (V)  sont  en  tout  semblables  aux 
équations  ^C>  il  est  clair  (|ue  les  équations  l'ésullanles  en  r/,  p,  /  sei'ont 
les  mi'Hii's  (|ii('  ri'(|iialioii  en  c;  de  soilc  que  ces  ('(|uali(jns  seront  salis- 
laites  en  prenant,  ((iiiinic  nous  le  l'aisons,  pour  c,  r/.  c,  /  les  racines  de 
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l'équalion  trouvée  on  c.  Ainsi  il  suffira  d'employer  trois  des  é(|uiitious 
de  eliaeuii  des  ([uatre  systèmes  (C),  (D),  (E),  (F),  pour  détei'niiner  les 

valeursdesrapports^,^,,^,  -,-,.... 

On  pourrait,  dans  eette  détermination,  faire  usai^c  des  expressions 
générales  trouvées  dans  le  numéro  eité,  en  y  eliani;cant  successivenn-nt 
les  lettres  ('.,  c,  en  D,  d,  en  H,  e  et  en  F,/;  mais,  poui'  éviter  l'inconvé- 
nient des  fractions  dont  le  numérateur  et  le  dénominateur  sont  des  nom- 
bres très-petits,  il  est  à  propos  de  résoudre  iinmediiilenient  les  écjualions 
dont  il  s'agit,  par  la  méthode  ordinaire;  d'autant  (|ue,  eonime  il  v  a  dans 
rliaque  système  une  équation  de  plus  (|u'il  ne  fanl,  on  a  par  là  l'avanlat-e 
de  pouvoir  choisir  celles  (jui  déterminent  les  inconnues  p^r  des  nomlires 
plus  grands,  et  par  conséquent  avec  plus  de  précision. 

De  cette  manière  donc  j'ai  trouvé  les  valeurs  suivantes  exactes  ius(pr;i 
la  (luatrii'uie  décimale  inclusivement 


r,'" 

^  —  '•<.)742 

C" 

-.1,3545 

o,?x)538a3, 

0, 1 3i7()5o, 

D" 

D" 

--  o,()64() 

DC 

=:  —  0,0767 

8,8i23iiG, 

8,885o2i8, 

E'" 
P"' 

=  5,3541 

V" 

=:  6,5286 

0,70.86857, 
^  =  5,8237 

i),765ii)()7, 


0,8148187, 


~-  8, 1 5o6 


.,().u875, 


C" 


0,2202 
9,3427808, 

;—  0,0157 

8,1949552, 

=  —  18, (.58- 


(77801)0, 


E" 


4-.N(i47« 
i.6'i)8i)ti,S. 


64.  Il  reste  donc  encore  huit  constanles  arbitraires,  C,  I)'.  E",  F". 
7,  ô,  e,  CT,  lesciuelles,  étant  en  même  nombre  (jue  les  é(piations  dideren- 
tielles,  prouvent  (jue  les  expressions  adoptées  pour  les  variables  en  sont 
les  intégrales  com[)lètes.  Pour  les  delerniinei',  ou  leia  dans  ces  exprès- 
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sioiis  f  =  o,  et  on  les  égaler;)  aux  valeurs  données  par  les  Tables  poui' 
celte  époque,  el  que  nous  avons  rapportées  plus  haut  (58). 

Or  d'après  les  valeurs  de  A",  A".  A",  A\  IV,  B".  W\  W  trouvées  dans 
le  n"  (iO.  eoudùnées  avec  celles  des  angles  «  et  /3  déterminées  dans  le 
n"  50,  on  trouve 

A"  sin  X  -h  B"  sin  (3  =  —  o,o233o, 

A"  CCS  a  -+-  B"  CCS  (3  =  —  0,00545, 

A'"  sin  a  +  B'"  sin  [3  =^  —  0,01097, 

A'"  ces  a  -t-  B'"  ces  (3  =  —  0,01026, 

A"  sin  se  4-  B"'sin(3  =  —  0,00648, 

A^'ccsa:  -+-  B'^coslS  =  —  coiJSi, 

A'  sin  X  -^  H"  sin  (3  =  —  0,00869, 

A'  CCS  a  +  B"  cos(3  =  —  0,01436. 

Diiiic,  letrancliant  respeclivement  de  ces  valeurs  celles  de  ,r".  y",  x" ,... 
pour  1  700,  et  substituant  les  valeurs  de  C",  C'*,  (7,  D  ,...,  on  aura  à  ré- 
><Mi(lre  i-es  huit  équations 

C'siny  -t-  D"sin'î  ■+-  E'sins  -+-  F"  sin  a  —  0,06902  =  o, 

—  i.9742C'sin7 -i-o,o649D"sin'j -+- 5,354iE"sin5 -f- 5,8237F"sinCT -Ho,oo5G8  o. 
i.3545C"sin7  —  0,07670" sin 0  -+-  6, 5286 F." sin  =  +  8,i5o6F"sino  -+-  0,00087  =r  o. 

—  o,2202C"sin7-f-  o,oi57D"sino  —  1 8,9587  E"  sin:  -+-42,6478  F  "sine  -+-  0,18791  —  "• 

Ccosy  -*-  D"cos'?  -i-  E"cosc  ■+■  F'sinn  -+-  0.1)7.553  ~  o, 

—  1,9742c" COS7  ■+■  0,06490" cos'î  -I-  5,3541  E"cos£  -t-  5.8237 F" coso  — o,oi25o  r.  o. 
i,3545C"cos7  —  0,07670" COS'Î  -+-  6,5286 E"cos£  -t-  8.i5o6F"cosn  —  0.01797  =  o, 

—  o.2ïO2C/'c0S7  -H  0,0157 D"cos'j  —  i8,9587E"cosc  -i-  42.6478F"c()s-  -1-  0,04679  =  o, 
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C'-siny  =:  o,oo55o  C'cosy  =  —  o,oo?.4" 

7.7399993.  7.3799"35, 

D"sino  =;  o,o63o';  D"cosô  =  —  0,07550 

8,7997863,  8,8779()88, 

E"sin£  =  o,oo336  E"cose  =  0,00239 

7,5265433,  7,3780671, 

F"sinn3=  —  0,00291  F"cosro=:  —  0,00002 

7,4633944.  5,3029756. 

De  là  on  lire  aiséiiient  les  détorniiiiiitiuiis  suivantes 

y  =  i8o"  —  66°  25'  20", 
ô  =:  180"  —  39"  52'  10", 
£  :=   54°  36'  3o", 
ro  =:  1 80°  4-  89"  3(i'  I  o" , 

C"=  0,00600  D"=-  0,09838  E"=:0,Oo4l2  F"  =0,00291 

7,7778566,  8,9928923,  7,6152702,  7,4634043; 

el,  iniillipliaiil  ces  valeurs  de  C",  D", . . .  respeeliveuienl  par  celles  de 
p^'  tV'"'-  trouvées  dans  le  numéro  précédent,  on  auia  ccdles  de  (".". 
C". . .  .  eoninie  il  suit 

(","--  — o, or  184  D'"  =0,00639  E'"  ^^0,02208  F'"  ^0,01693 

8,0732389,      7,8o52o39,        8,3439559,        8,2286010, 

(;"=o, 00812  1)'"=:  —  0,00755  E"=:0,02692  F"=0, 02869, 

7,90()65i(),  7,8779141,  8,4^00889,  8,3745i)iS, 

C"  =  —  o,ooi32  D' ^0,00154  E'  ^  —  0,07818  F'' =^0, 12897 

7,1206374,  7,1878475.  8,893o7i)2,  o,o()33oii. 

65.   Si  l'on  joint  ces  valeurs  à  celles  de  A".  B",  A  . . .  .  du  n"  60.  el  ii 
celles  de  a,  h  cl   de  a,  p   li'onvées  dans  la  théorie  de  Satniue  el  .liipi- 

V.  4> 
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Ici'  '50  ,  on  coiinailrii  toutes  k's  constantes  (|ni  cntrcnl  dans  les  expres- 
sions cuniplèlcs  des  variahles.r '.  v,  .t',...  (6'.\]\  ainsi  l'on  pourra  déter- 
miiier  les  valeurs  de  ces  Miiialiles  pour  un  teni|ts  (|uelcon(|ue;  et  connue 

-r"  — )."sin9'',     r"=l"cos(ft",     x"'^-l"'s\nzi"',     >•'"  =  ^'"cos 9'", . . . , 

on  aura  par  lii  les  excentricités  À",  ). " ,  >,"",  >."  des  (|ualre  Planètes,  Mars, 
la  Terre,  Vénus  et  Mercure,  ainsi  (|ue  les  knii^iludes  '^",  '/',  'f"',  ■/  de 
leurs  aphélies,  pour  le  temps  donné. 

Mais  ces  loiii^iludes  sont  sup|)osées  coui|)tées  depuis  le  lieu  de  ré(|ui- 
noxe  (le  1700  regardé  coninie  fixe  dans  le  ciel;  de  sorte  (jue,  pour  avoir 
les  vraies  longitudes  comptées  depuis  ré(|uinoxe  mobile,  il  faudra  aug- 
Mienter  ceiles-lii  de  la  précession  des  é(|uiiioxes,  (|ui,  à  raison  de  5o"^ 
par  an,  donne  l'angle  ,k>",  i'ii^  l  à  ajouter  aux  angles  'y",  9" 

Or 

sin!  9"+  5o",  3333  t]  :=  8109"  cos'  5o",3333  t)  -t-  ces 9"  sini  5o",3333  t), 
et 

ros( 9"  +  '■)<)",  3333 1  )  =  0059"  cos (  So",  3333  / )  —  sin 9"  sin  ^o",  3333  /  )  ; 

iloric.  en  angmenlani  '>  "  de   h)",>VVW,  les  (juantités  x"  et  y"  deviendrotil 

x"  cosi  5o",3333  l)  +  )■"  sin(  Oo",  3333  /), 

t'I 

)•"  cos  5o",  3333  /  )  —  x"  sin  fïo",  3333  /); 

et  il  est  aisé  de  voir  (|u'en  substituant  pour  a?",  j"  leurs  expressions  (63), 
il  on  résultera  de  nouveau  des  expressions  semblables,  mais  dans  les- 
quelles tons  les  angles  sous  les  signes  de  sinus  et  cosinus  se  Irouveronl 
aussi  augmentés  du  même  angle  5o",!^333f.  D'où  il  s'ensuit  <|ue,  pour- 
augmenter  l'angle  o"  de  l'angle  dû  ii  la  |)récession  des  é(|uinoxes,  ou,  en 
général,  d'un  autre  angle  (|iM'lconf|ue,  il  snilira  d'anguu'nter  en  même 
temps  de  ce  même  angle  tous  c(;ux  qui  se  trouviuit  sous  sinus  cl  cosinus 
dans  les  expressions  générales  de  .r",  y";  ce  (pii  est  évideinnuMit  une  suite 
de  la  l'orme  de  ces  expressions;  et  il  en  scia  par  consé(|uenl  de  même 
pour  les  auti'cs  angles  s ",  '>'", .... 
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Donc,  (Ml  griK'i'al,  pour  ( nie  les  longiUidcs  soR'iil  ioiii|il('fs  (l('|)iii>  le 
point  mobilo  do  r('(|uinoxc,  suivant  l'usagt'  ordinaire  des  Astronomes,  il 
n'v  aura  qu'à  augmenter  de  5o",3333  les  valeurs  de  tous  les  eoellicieiils 
a,  h,  c...  de  la  variable  /. 

66.  Voici  donc  les  t'oiniules  générales  par  les([uelles  on  pourra  déter- 
miner les  excentricités  et  les  aphélies  de  Mars,  de  la  Terre,  de  Vénus  et 
de  Mercure,  pour  un  nombre  quelconque  d'années  Juliennes  t  com|)lées 
depuis  le  commencement  de  1700,  ou  avant  cette  époque,  en  taisant  / 
négatif. 

Soit,  pour  abréger. 

L  =  53"?.5'2o"—  72",  3238/, 

M=-  3o"i6'4o"-4-  53", 9184  '1 

N  —66° 25' 20"—  70",  0347  '' 

P  —  39" 52'  10"  —  67",  8 109  /, 

Q  =;  54°  36'  3o"  +  58' ,  1 390  /, 

R  r:i89"36'io'  -i-56",52i8/, 

on  allia 

l'ottr  Mars. 

excenl.  X  sin  long,  apli.j  :=  —  i),oi748  sinL  —  0,01837  siiiM  -t-  o,oo(uj()  siii  .\ 
-f- o,o()838  sinP -t- o, 00412  sinQ  —0,00291  siiili. 

exeent.  X  ces  (long,  apli.i  =  4- 0,01748  rosL  — 0,01837  cosM  —  0,00600  cosiVi 

—  0,09838  cosP  -I-  o,()o4i'  oosQ  —  0,00291  <'"^l^  ; 

l'oiir  ht  Terre. 

excenl.  x  sin  Ions,  a  pli.   ^    —  o,oo433  sinL  —  0,0148:')  sin  M  —  0,01 1 8}  sin  N 
-1-  0,00639  sinP  -+-  0,02208  siiiQ  —  0,01693  !iiii|{. 

excenl.  xcos  long.  apli.  =  +  o,oo433  cosL—  o,oi485  cosM  -1-  0,01 18 1  (  osN 

—  0,00639  fOsP  -1-  0,02208  rosQ  —  o,oi(h)3  cosH  ; 

4'- 


;}2*  TIllioillK  i)i:s  vauiations  séculaikes 

Pour  /'('Il us. 

cxcciil.  X  siii,  loiif^.  apli.   =:  +  0,001 38  siiiL  —  0,01 5o4  sinM  -1-  0,008 !■.>  sinN 

—  o,oo';55  sinP-<-  o,o3.(m)>.  siiiQ  —  o,o-.>.36<)  sinK, 

exciMil.  X  cos  lon{<.  ai)li.)  =  —  o,ooi38  rosL  —  o,oi5o4  cosM—  0,0081?.  cosN 
4-  o,oo7')5  ces  P  +  o,o?,6i)?.  cosQ  —  o,o?.369  cosR  ; 

/'oui-  Mf'rcttrc. 

(■xrciii.  X  sin    Ion;;,  apli.:  =  —  0,0003.7  sinl.  —  o,oi()8i  sinM  —  0,001 3^.  sinN 
-+-  o,ooi5.}  sinP  —  0,07818  sinQ  —  o,i->.3r)7  sinH, 

excciit.  X  cos  long,  apli.;  =  +  0,00027  cosL  — ■o,oi(i8i  00s M  +  0,001  3-.>.  rosN 

—  0,00154  cosP  —  0,07818  CosQ  —  o,  i>.3f)7  rosH. 

Il  csl  visililc  (|U('  la  raciiic  carréo  de  la  somiiu!  des  carirs  des  deux 
l'oiimilfs  relatives  ii  cluuiiie  Planète  donnera  la  valeur  do  l'exeentrieilé, 
et  (|iie  le  (|iiolient  des  mêmes  t'oiimiles  divisées  l'une  par  l'autre  don- 
nera la  tani;t'nle  de  la  longitude  de  l'apliélie. 

.Mais,  (|uoi((u'(tn  puisse  avoir  de  eelle  manière  des  expressions  géné- 
rales et  direeles  de  ees  éléments,  il  serait  fort  diilieile,  peut-être  même 
impossilile,  de   déterminer  exactement   leurs  valeurs  UKtvennes,   leurs 

maxima  et  minima,  les  périodes  de  leurs  variations comme  nous 

l'avons  t'ait  pour  Saturne  et  Jupiter.  Cependant  on  peut,  du  moins  rela- 
tivement aux  exeeutricité.s,  fixer  des  limites  au  delii  des(pH'lles  il  sera 
impossible  qu'elles  puissent  eroitrc,  et  ees  limites  sont  données  par  la 
sonnue  des  eoellicients  de  tous  les  sinus  ou  cosinus,  pris  chacun  positi- 
vement, eonime  ihkis  l'aNdus  l'ail  voir  dans  le  n"  'il. 

Ainsi  nous  aurons,  pour  les  limites  des  excentricités  de  .Mars,  de  la 
Terre,  de  Vénus  et  de  Mercure,  les  valeurs  suivantes 

o,i47'.(>,     o,o7()'ii,     (),oH>7i,     o,-.),o',>,o8, 


ipi'ou  voit  être  eui-ore  assez,  petites  |)our  (pu'  les  orliiles  demeurent  toii- 
joiiis  (les  ellipses  peu  excentii(pies.  iJe  soi'le  (pi'ii  cet  égard  ou  |)eut  pro- 
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iioiicfi'  (Iccisivfincnl  (]iic  la  (•oiislitiilion  du  système  solaire  est  iiialtci  aMi- 
|)ar  le  simple  clict  de  l'attiaetioii  mutuelle  des  six  Planètes  priiieipal(>s. 

Inclinaisons  et  nœuds. 

()7.  Venons  eiiliii  aux  équations  diU'érenlielles  du  second  système  (58  , 
!es(|uelles  étant,  comme  on  voit,  analogues  à  celles  du  premier,  peuvent 
être  traitées  d'une  manière  semblable.  Ainsi,  puisijue  les  variables  .v,  //, 
s'.  II'  sont  déjà  connues  (53),  et  contiennent  les  sinus  et  cosinus  des 
angles  c<  et  h/  h-  fi,  nous  supposerons  d'aboi'd 

s"  =  A"  sina  4-  15'  sin{hl  +  (3;  +  C"  sinK/  +  y), 
u"  =  A"  ces  a  +  B"  cos  [bt  -h  ^)  -\-  C"  CCS  (et  +  y\ 
s'"  =  A'"  sin a  +  B'"  sin ( />/  -I-  [3  )  +  (7"  sin{  et  +  y  <, 
u'"  =  A'"  cos  X  -+-  B'"  cos  bl  -h  j3  !  -I-  C"  cos  [et  -h  y  ), 
s'"  =  A"'sina  +  B"'sini  6/  +  (3)  -f-  C"sin(c/  +  y  s 
ir'  =  k"' cos  oc -h  B'*cos(  6<  +  (3)  +  C"'cos(c/  -(-  y), 
s"  =:  A'  sin a  -t-  B'  sin { /)/  +  (3 )  +  C'  sin [et  -h  y }, 
u''  =  A"  cos  a:  +  B'  cos{  bt  4-  |3  i  -I-  C"  cos  et  +  y), 

el  nous  aurons,  après  les  substitutions,  ces  trois  systèmes  d'e(|uatious  de 
condition 

(3,0)  A  -+-  (3,  OA  —  (2)  A"  +  (2,..3)A"'-i-  (2,4)  A'*- -4-  [■?.,  5)  A''=o, 

( 3,  o  I  A  +  ^ 3,  I )  A  -1-  (  3,  2)  A"  —  ( 3)  A'"  +  (  3,  4  )  A'^-i-  [ 3,  5)  -V  =  o, 

|(4,o)A-+-(4,  i)A  +  (4,  2)A"-f-i4,  3)  A"'-(4)A'^-i-i4,5)  A^  =  o, 

(5,o)A  +  i5,  i;A  +  (,5,2)  A"-+-  ^5,3)  A"'+ (5,  4)  A''- i  5)  A^-  =  o; 

■  (  2,  O  )  B  -f-     2,  1  )  B'-  [6  -+-  I  2  i  j  B"-+-  (  2,  3  )  B'-t-    2,4)  B-i-     2,  J     B^=:  o, 

I  (  3,  (.  )  B  -(-  I  3, 1  )  B'  ■+-  [  3,  2  ,  B'  -  [/)  -+-  :  3  i  J  B'"-4-  '  3,  4   B-  +    3,  '>   Il       ... 

I  (  4,  o)B  +  I  4, 1  )  B'-f-  (i,  2)B"+  i4,  3)B"-  [h  +   4  )J  B'>+  u},  '>)\i^=: .., 
^  1  5,  o  -.  B  +  i;  5, 1  i  B'+  (5, 2  i  B"+  (5,  3)  B"'+  (5,  .\   B--  \b  -t-  ,  5  J  B^=  .. ; 


(«] 
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-   [c-4-  (2)]C"-f-^2,3)C"'-4-  (2,  4)C"'+(2,  5)Cv_^o, 

(  3,  2 )  C"  —  [f  -t-  ( 3)]  C"  -f-  ; 3, 4)  C"  -f-  ( 3,  5)  C  =  o, 

j     (  4, 2  )  C"  -t- 1:4, 3)  C"  -  [f  -h  (  4  )j  C"  +  (4, 5  -  c-  ^  o, 

\       :5,2)C"+(5,3)C"'+(5,4)(:'>-[c-t-(5)]C'  =  o. 

68.  Un  voit  d'abord,  par  rapport  aux  é(|iiations  f«j,  (luc,  pniscpH'  les 
roenificnls  f  aj,  (3),...  sont  égaux  cliacun  à  la  sonune  de  tous  les  autres 
foellicients  de  la  même  é(|uation,  on  satisfera  à  ces  é(juations  en  l'aisanl 
tous  les  coellieients  égaux.  De  sorte  (pi'on  aura  A"  =  A,  A"  —A,.... 

Donc  (  53  ; 

A"  =  A'"  =  A"  —  .\'  —  0,02905 

log  8,4631770. 

Quant  aux  équations  {b/,  il  faudra  coiiinu'ncer  par  y  suhstiluci'  les 
valeurs  de  b  et  de  B,  B',  trouvées  dans  le  même  numéro,  valeurs  c|ui 

donnenl 

(2,  oiB-4- (2,  i)B'=— o,o852o8,  b  +  (i)  =  —  8,0393. 

(3,  G  iB  +  f  3,  ijB'--  —  0,040727,  6  -I-  !  3 1  =  —  10,298;). 

(4,o  B -t- (4,  I  B'=:  —  0,024139,  6 -I- (4)  =  — «3,9757. 

(5,  o)B -h  (5,1) B'=- 0,009182.  A -I- (5)  =  —  18.81 53; 

et.  résolvant  ensuite  ces  cciualions  h  la  nianii're  ordinaiic.  on  Iroiivei'a 

B"  —  0,00981  B"'=^o,oo363 

7.9916247.         7,5597870, 

B"':= — 0,00012     B'^^o,ooo33 

6,0920185.  6,5142785. 

69.  Les  équations  c;  donneroul  les  i'a|)porls  entre  les  (|ualre  con- 
stantes C",  C",  C",  C;  et.  éliminant  ces  rapports,  on  aura  une  é(|ualion 
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liélerniinée  en  c,  (|ui,  en  sniv;iiit  le  procédé  du  ii"  61,  et  t'nisinil,  |iiiiii' 
îihréger, 

.t/  =  (2,3)X(3,2), 

fi  =  (2,4)X(4,2), 

6'  =  (2,5)Xi5,2), 

Z)=  3,  4)Xi4,  3), 

£  =  (3,  Six   5,  3), 

F=^4,5)X>5,4), 

G  =  ,  2,  3 }  X  (3,  4)  X  (4.  2 )  +   3,  2  )  X  4.  3  )  X    2,  4 1, 

/^ r=  ,  2,  3  )  X  ( 3,  5 )  X  ;  5,  2 1  +  (  3,  2 )  X  (  5,  3  I  X  ^ 2,  5  ), 

/  =  ,  2,  4   X  4-  5 )  X  1 5,  2  )  -i-  ;  4,  2 1  X  •  5,  4 1  X   2,  5 ;, 

A'=i3,4  X  4,  5  Xi5,  3  -h;4,  3  x,5,  4>x   3,  5  , 

Z  =   2,  3  )  X  i  3,  2 )  X  ;  4.  5  !  X  ,  5,  4  -I-  1  2,  4  ;  X  ;  4.  2  )  X   3,  5  j  X  î  5,  3  ) 

-i-{3,4)X(4,  3)X_i2,  5)Xv5,  2)  — (2,  3)Xi.3,  4)X(4,  5)Xv5,  3) 

—  (2,  4)  X  (4-  3)  X  (3,  5  )  X  (  5,  2)  —  ;3,  2)  X  (2,  4) X  (4,  5)  X  (5,  3  > 

—  3,2  X   4'3iX   5,4   X,2,  5!—   4,2iX':3,4)X  5,  31X2,5) 

—  2,3)X(4>2iX   5,  4)X(3.  5  , 

sera  après  avoir  changé  c  en  — X;  de  la  même  forme  (|iie  l'équation  en  i 
(lu  numéro  que  nous  venons  de  citer,  et  pourra  par  conséquent  être  trai- 
tée de  la  même  manière  et  par  les  mêmes  formules. 

Commençons  par  chercher  les  valeurs  nuniéiii|ues  des  (|uanlilés  A. 
/i,...;  nous  trouvons  les  suivantes 

4  =;  o,'j6748  D  ^  4Mt'^19-o 

9,885o655,  i,6<i8o937,^ 

B  =  o,  looiti  E       o, 08485 

9,o<.o()85(;.  8,928()385. 

C  ^^  0,000"^ -r  /•"    -  '.7 7 '74 

6,85710^1).  <).->48  joii  >. 
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G  =  3,91699      A  =  5,47766 
0,5929524.        o,73856<)2, 

/^=ro,oi36«)       Z=  0,712306 
8, 1364340,         9,8526(166. 

/  =  0,02260 

8,354  I25o, 

F;iis()iis  cMsuilt',  corniiic  dans  le  11"  62, 

^— ,r  4- 1>.,7933, 

et  l'alculons  les  valeurs  des  eoeffieients  P,  Q,  R  de  la  IraiisCormce  en  v 
d'après  les  mêmes  expressions  données  dans  le  n"  61,  en  eonseivant  les 
valeurs  des  (|uanUlés  [2],  [3J,  [4],  [5J  (62),  mais  en  ein|)l(iyaiil  pour 
celles  de  .4,  H,  C,...  les  préeédcntes.  Nous  aurons  ainsi 

P  =  — 85,8669,     Q  =  — .4,6457,     K  =  i486,558i; 

et  de  la  nous  trouverons  celte  réduite  en  ; 

z'—  3m2'-f-  nz  —  p  ^:  o, 


ins  iaquellt 


Faisant  donc 
el,  ((iiMiJatant  avec 
il  viendra 


2P 

W  =r  — ^  =  57,31  l3, 

«  =  P^  —  4R  =  1426,8896, 
p  =Q'  =  214,4984. 

z  =  m(u-h  i}, 

u'  —  3r'u  —  2i''  ces 9  =  o, 

r=  =  o,8552,     et     r'cos'y  =  0,78^36; 


ce  (|in  lionne 


!•=  0,9248,     ©  =  7'>54',     X=2>'38'. 
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Donc.  |»nis(Hi('  les  trois  l'iicincs  on  valeurs  de  ii  sont  rcprésciilécs  \y,w 

?. /■cos^)      —  2/'C0s  (6o"+  ^  |5      —  ar  ros  (60"  ^  -  J» 

elles  (levientlroiil 

1,8476,      — o,85o3,     — o,qc)73; 

el  (le  là  on  aura  ces  trois  valeurs  de  ; 

z' =r  163,  !()(),     s"— 8,58 1,     2'"  =0,1 546. 

Or  Q  étant  négatif,  il  l'andra  prendre  les  racines  carrées  de  ces  valeurs 
positivemeni,  en  sorte  qu'on  aura 

y'z' =  12,775,     y' z' 1=  a,t)2t),     ^'2'"  =  0,31)3; 

l'aisanl  ces  sul)sliluti(»ns  dans  les  expressions  générales  des  racines  (ui 
valeurs  de  v  i  (>l  y,  il  viendi'a  entin  celles-ci 

8,048,     4,7?ii,     —5,119,     -- 7,t>55, 

(|ui  ne  sont,  à  proprement  parler,  exactes  (|n'a  la   Iroisii'me  de(  iniaie 
près. 

Mais  il  est  facile  |)ar  leur  moyen  de  pousser  i'approximalion  aussi  Idin 
(pi'iui  veut,  en  opérant  dii'ecteiiient  sur  l'ecpiation 

selon   les   méthodes   connues.   J'ai   trouvé   ainsi    les  \aleurs   suivantes 
évades  jus(|u'à  la  (jualrième  décimale  inclusivement 

>'  =  8,()447i     Î.72U),     — 5,1  K^a,     —  7,f)534; 

el  de  lii,  en  ajoulant  i  2,7r):5'),  j'ai  eu  ces  valeurs  ou  racines  de  x 

.z' "    2(),838ci,      17,51 5',     7,r>8(>i,     5.i3i)<). 

l-',n  prenant  ces  valeurs  ii(''galiveinrnl.  ou  aura  donc  celles  de  la  C(ui- 
stanle  c,  la(|uellf  unilliplie  la  varialtle  /  sous  les  signes  de  sinus  el  co- 

V.  42 


:?:t"  Tiii;(ii!ir  im:s  nskimions  si'.cn.  mk  i:s 

-iiiiis;  (le  sorte  (|iii'  ces  valciiis  |)oiiii(iiil  Imiiiiir  ;imI;iiiI  iIc  dilliTciits  sinus 
<■!  cosiims  (liiiis  les  i'\|)r('ssi()iis  dfs  v;iii;ilil('s  ,s  ,  //  .  s  mais  iuicuii 

ilii  (n'iil.  ail  rcslc,  l'ail  !■  iii  mii'  la  iralilc  ri  siii  l'iiici^alitc  de  ces  ra- 
«iiii's,  cl  |);ir  (■iiiisi'(|ll('nl  Mil'  rc\<  lusioii  des  ans  de  rciclc  dans  les  va- 
iialdiv  du  l'i(dd('iiic.  des  i(Miian|Ucs  analoi^iics  ;i  relira  du  ii"  ()2.  aii(|iiid 
iiuns  rc|i\n\iins. 


70.    Kaisaiil  d(inc.  ii  riniilalinn  du  n"  (\'.\. 

(•  =  —  •«".S'îiSo,       (/ ;= — i^",5i5a,       (' -    —  -'.(Woi,        /'      — 5",i3()y, 

Il  ailla  ces  cxiiii'ssions  ((iliildi'lcs  des  \aiial)lcs  ,s  ,  //  ,  v  .... 

s'    --  A  siii  a  +  IV  sin  :  /»/  -t-  ,3,  -h  C  sin  cl  +  y    -i    D"  sim  i/f  -+-  o 
-f  K"  sin  (-/-(-£    ■+  !•■"  siii  /ir  -i  ci , 

Il    —   \  fiisa-f- If  r(is   lil -^  Z    -f-(."c(is  cl -h  ■/     t    l>    riis   f// +  o 
-+- K'C(  15  <'<-+- •    -t- I'"  (((S   /if -(- m  , 

.ï'"  =  A  sin  a  -h  B''  sin   />/  -f-  ^  i  -i-  (,'"  sin  .  c/  -t-  y  i  -t-  I)'"  sin  (//  -+-  o  , 
-f-  lv"sin  ''/  4-  5 1  -•    1'"'  sin  /l'  -i-  m  , 

H  '  -   A  fusjf  +  IV >os  1)1  -4-  S  1  -t-  (/"cos  t7  -t-  y    +-  \y"  riisdl  -+  o 
-+-  E'Covj'l  -I-  :  '  -•-  F'"c(is   /■/  '\   m  , 

s"  —    \  sinz  ^   lî"sin  hl  -\-  p    +  O"  sin  <7  -f   /    ^    l>"  sin  ^//  +  ô) 
+  K'Vsin  ('/  ->'  i  '       V"  si  II   /'/  -^  m  , 

(/"=  \  ciiss: -4-  !î"  fos  />/-+- j5    -t- (i'^cos  (7 -*- y      t    D'^cusi//   l    o 

ï  \  sin  X  -(-  r«'  sin   /»/  -t-  ,5   4-  (!''  >iii  f7  -«-  /     •    h'  ^in  (//-+-  d  ) 

-t-  K  sin  e/  -t-  j     -'    !•'•  sin/'/  -t-  mi, 

«■^A(i)-,y   ■    !!'(•(  !>,/</-♦■  ^    -t- C  fos  t7 -t- y    -h  I  »'(■!(>(// -i- â  ) 

■+-  K'  COS   «,'/  H-  :      +    \''  CDS     /■/  -4-  m,. 


(f/) 
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(Idiil  \;i  siil)slilii(i(m  (l;iiis  les  ('(lUiitioiis  {\{\  second  système  (58j  doniiei'ii, 
outre  les  é<|ii;i(i()iis  I  rt  y,  {hj,(cj  li'oiivécs  plus  hiiiil  f  67  ;,  encore  les  trois 
suiviintcs  semblables  aux  équations  (c] 

j  —  [  f/  -4-  I  ?■.  I J  D'  +  i  2,  3  ,  l)   +  i?.,  4  )  D"  -+-    o,  5 )D'  =  o, 
)       [X  -jt)!)"—  [rf+  (3)]  D"'+  (3,  4)1)-'  H-  (3,  5)D'=r  o, 

i .  2  i  D"  -+-  [  4, 3  )  rr  -  (  r/  -+-  (  4 ,  ]  D-  +  (  4. 5 1  D>  =  o, 

;  5,  a  )  D"  H-   5,  3  )  D'  -h  (  5,  4  i  D-  -  [f/  +  1 5  j  ]  D'  =  o  : 

—  [f^  +  12  J  E"-i-  (2,  3)E"'+(2,4  E-  +  !2,  5.  E'  =  o, 
1  3,  2  ;  E"  -  [e  -I-  (  3  i]  E'"  +  (  3,  4  E"  +  i  3,  5 ;  E«  =  o, 
■  4,  2-  E"+  (4,3iE"'-  [é'-h  !4i]E'>  +  (4,  5;E>=:o, 

5,  2  !  E"+  '  5,  3)  E'"  +  (  5,  4)  E-  -  [«-  +    5  J  E'  =  o; 

—  I  y  +  '-'  )  I  t  "  +  (  2,  3  I  F'"  -(-  1 2,  4  i  F"  -(-  ,  2,  5  :  F'  =  o, 
(3,2)  F"  -  [/  +  (  3 1  ]  F'"  -+-(3,4   F"-  -h  !  3,  5  )  F^  =  o, 

4,  2)F"-f  (4,3)F"  -  [/-k4)|F-  +  i4,5,F'  =  o, 
!5,  2,F"-i-,5,  3)F"'+  (5,4iF-  -  [/-H    5,]F^  =  o. 


{e\ 


(/' 


Ainsi  les  e(|Halioiis  tiiiales  en  t/,  e.J,  (|u"on  en  déduira,  sei'onl  ideii- 
li(]ues  avec  ré(iuatioii  en  r  déjii  trouvée,  el  auront  par  conséciuenl  lieu 
en  même  temps  (|ue  celle-ei,  puis(jue  les  valeurs  de  c,  d,  e,/v.u  sont  les 
racines.  De  sorte  qu'il  ne  restera  (|n'à  déterminer  les  valeurs  des  neul 

iiu'ounnes  4^)  7^?  7^ ■:  rv:; ■>  ■  ■  •  au  moven  des  e(|uations  (c),  (r/i,  (ei,  (/"n 

(M,  comme  celle  détermina  lion  ne  demande  (pu'  trois  e(pia  lions  de  (  lia(|iic 
système,  on  sei'a  le  maiire  de  (  lioisir  et  d'employer  celles  ipii  pourront 
doiuier  une  plus  i>i-ande  exactitude. 

\dici   les  valeuis  cpu-  j'ai  trouvées  el  ipii  stuH  exactes  jus(pi";i  la  (pia- 

42. 
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li'ii'iiii'  ilr(')iii:ili'  iiicliisivcini'iil 


.  j.uiSoSn.  (.,-..-()?,o..y... 


„,  0,0, s.  1^,    =    _    0,0(K,h 


I> 


i),(«)i  'V.'oo, 


«.Kj'ioo^;,  S.  ">i()7('..'i7. 


K'" 


7r-4.44«' 


E 


7.  |,9,?,l).) 


.(Il  |rii7. 


^,0591 


(.,(iiSi7  5(;. 


i.w^i»;^!. 


—  z^  5,i)oti3  ,,v  --  17,7(134 


(..(ivsssoo,  0.771  Si. 'je,  i,>ji)5.'r):5. 

71.  A  l'ci^^nd  (les  Imii  ronslaiilcs  C  .  I)'.  !■".  .  |-'  .  y.  n.  i.  -,  (|iii  suril 
nu  iiic  ;iiliili;iiii>,  fllo  sdiil  (liic>  il  l'iiili'i;!';!  liiiii  :  l'I  il  liiiulia  les  dclrr- 
lililirr  [i;i|-  les  \;ilriiis  (Idlilifcs  des  v;ili:ilili'S  |iiilll  rc|i(Mill('  de  1  700.  (I;ms 
l;n|iirllc  nous  supposons  /       n. 

Or  nous  trouvons  (r;ilioi(i.  m  cniiiluviml  1rs  viilnirs  conniM's  de  A,  c/, 
;;    53    rt  dr  li  .  |{  .  |{'\  ir    (;s  . 

\  siiia  ^  H    siii  ;  <>,i>'Mi-?^,  \  coss!  -*-  W  co^p  ~  -  (),oiar)-.>, 

\  ^iiia  -+-  1{"  siii|i  o,(>}i9.(),  \  cosx  +  li"  cdSij  --  -    (),i)()8<)5, 

\siiia   !  |{"sin^  -  (),o?Ki ').  A  eus  5: -k  M' ~  eus  3  -  (),o()(')7H, 

\  >iii;z  -t  I!'  sin.j  (),()?.H')<),  A  cosa  -1-  15'   cosS  —  <>, 007(1^  ; 

I  rlr;MHli;illl    donc   IT>|ifcl  i  \  r  niclll    1rs   VidcMI'S  i\i'  s" .   II'.   \   .  ...  dll    n"r)S, 
noii>  ;ini  uns  1  es  liuil  ('(jn;!!  inn^ 

('.■.1117   .    I)  sin'î  t- lî'sin:  )- K  .-.iri':: -•   o.niv.^Ci      n. 
—  7.'.(i'ji(:>iii7  ^ri.oJftjD'sin'î   -  i,i  i/-|{  sin  : -4-  j.V'.oi  I'  ^iii'^i   !  («.oiiMi  .=;  11, 
i.SC.'iiC  Mil/  —  «.nOçiSirsiii'î-    i.ilSi  K'sin:  1-   i.çioC.  î  h"  sin  r;   .  0.0/H78  -=  o, 
—  ".■!<|()}C>in7  -^  (>.i>7o')t)"sin'7       ■/.\,'i''oiV.">'\ni  -»•  i7.-(i3'(  (•'"siii':;  —  it.u'>-i'tÇ)  ~  o: 
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C'cosy  ■+-  D"cos'î  ■+■  E'cos;  -+■  F"cosct  —  0,08437  =  o, 
—  2,5693C"cos7-i-o,o383D"eos'î-t-4,iri7E"cosî-i-4,559i  F"cos'3  —  0,00895  =  o. 
i,863iC"c()S7  — o,o698D"cosô-h4,448iE"coss-i-  5,9063 F "cosc  —  o.oa3i4  =  o, 
-  0.3993 C'cosy-i-  o,o2o3D"cos'î  — 24,'22o5E"coSs  +  17,7634  F" ces n  —  0.0949,'i  =  o: 

d'iiii  l'on  tire 

C'siny  :=  o,oi25i  C'cosy  --0,00373 

8,0973614,  7,435334(1, 

D"sino  :=  —  o.oaSai)  D"cosd=  0,02848 

8,4024162,  8,4545400, 

E"sine  :=  —  0,00139  E"coS£  =  —  0,00092 

7,1412930,  6,9fii568>, 

F"sinnj=  0,00167  F"cosro-  0,00409 

7,2227479,  7,6iii36i, 

y  =77"  43' o", 
è  =  36o°  —  4'°  34'  10", 
e=  180"  4- 56°  3i' 5o", 
7n=  23°  1 4' 20", 

C"=  0,01281  D"  :rr;  0,03807  E"^^0,OOl66  F"=0,Oo44' 

8.1074203,  8,58o5533,  7,2200506,  7,6447084: 

ciitin,  imilli|)liant   ces  dcrn'ù'irs  valeurs  rospoctivciiiciil  par  celles  du 
II"  70,  on  aura 

C"  =  —  0,03290         D'"  =  0,00146  E"'  =  o,oo683  F'"  =  0,020 1 2 

8,5172283,  7,1641374,  7,8341818,  S.3o358Hi. 

C'":^  0,02386         0'"=  —  0,00266      E'^r=  0,00738         F"' ^::  11.02(106 

8,377(5495.  7,424558(1,      7.8682243.        8.4i6o2-i, 

c   —  —  o,oo5i  1    D*'  :=  0,00078      E'  ^  -  0, 04020    F*  ;  0.07839 

7,7087403.    6.8913180,       8,6043337,     8,8942337. 


el  de  là 
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7:2.    I.(>  ili'liTiniiiatioiis   iircccdciitcs.  joiiilcs  ;i  celles  de   A,  c/..  ['  du 

ir'  5."5.  et  de  1}  ,  15   du  m"()S.  tiseiil  les  valeurs  de  Idiiles  les  coiislaiiles 

i|iii  eiitreiil  dans  les  e\|iiessi(iiis  eoiiipli'Ies  des  varialiles.v' .  ii' ,  \  ,.. .  70  ; 
de  soile  (|u'(iii  |)oiiiia  ealeiili'i'  les  valeuis  iiaitieulii'ics  de  ces  vaiialiles 
|Miiir  lin  teni|)s  ddiiiie,  el  eoniiaitre  par  l;i  la  [losilion  iiislaiilaiiee  des  nr- 
l)ile>  de  Mais,  de  la  Terre,  de  \('inis  et  de  .Meii  lire,  par  rap|ii)il  an  plan 
de  rerlipiiiinc  de  i  yoo  sn|)p(ise  li\e;  car  un  a 


s        b  siiiM  ,     H     --  'j  rosn 


'"  =  O'sill '.)'",        «'"  ^:  6"'C0S',)"', 


1)11  j" ,  y    ....  sont  les  laniiciites  i\v>  iik  liiiaisniis,  et  '..' ,  <»'  ,  .  .  .  les  hnii^i- 
liides  des  ineuds  aseeiidaiils. 

Mais  eev  Idiiiiitiides  sonl  eimiptees  aussi  depuis  re(|uin(f\e  de  lyoo, 
ei  p;ir  eulise(|llellt  elles  (jnivent  être  a  lllillieiltees  tdlltes  de  l'ailjile 
'lo' ,'j ')')') /.  du  il  la  preeessioii  des  eijniiiuM's,  piMir  être  rap|)<>rtei's  an 
M'ai  piiiiil  de  reiiniiKiNc;  m'  un  prouve  aiseiiieiil  par  iiii  raisiinneineiil 
si'inidalile  a  celui  du  il"  (i'j,  i|ii'il  Millil  pour  cela  d'aiiL;iiieiiler  de  ce  iiieiiie 
aiiL^le  toii>  ceux  ipii  se  trouvent  sons  les  sii^iies  de  sinus  et  cosinus  dans 
les  e\|)ressiulis  de  .v  ,  //  ,  s    .  // 

73.  N'oici  donc  les  l'orniules  générales  [lonr  les  iin  linaisoiis  et  les 
iKL'iids  des  (nliiles  de  .Mars,  de  la  Terre,  de  N'imiiis  l't  de  Mercure,  i'ap[)or- 
Ices  ;iu  plan  tixe  de  reclipli(|ne  de  lyiio,  /étant  le  noniliie  des  années 
Juliennes  ecuuli'cs  depuis  celle  ep(M|iie.  on  i|ui  la  prec(.'deiil  si  /  est 
iM'-atif. 


Snil 


/  76"  9.1 '?,()'  —  ■".(>  .3333  /, 

iw  '14"  h' ^o        'î''7''77'' 

n  77"4^     o'  -f- 99',  .(1)53 /, 

p  ^  4i"34'  lo"-  39.'.Hi»i  /, 

q  56"3i'5o'  -t   49.',(;539/, 

/■       --.    22"  l4'20"  -r-   45",   1934   /, 
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un  aura 

l'our  Mars. 

lang  incl.' X  sinilong.  nœud' =  H-o.o^ijoS  sin/-   0,00981  siiWH-(-o,()i3,fii  sin/( 

—  0,08807  sin/>  —  o,ooil>h  siiK/  -f-o,oo44<  sin/-, 
lang  inri.   X  cosflong.  nœud)  = —o.oagoS  cos/  — 0,00981  cos/H+o,oia.Si  cos« 

-+-  o, 03807  cos/? —  0,00166  cosq  -I- 0,0044 1  cosr: 

Pour  la   Terre. 

lang  incl.   X  sin  long,  nœud  = -(-o,o29o5sin/ -H  o,oo363  sinm — o.oSaqosin^ 

—  0,(^0146  sinp —  o,o<i683  sin^  -t- 0.02019  sin/-, 

lang  incl.   x  cos  long,  nœud)  =r —0,02905  cos/  —  o,oo363  cos m— 0,033.90 ros;/ 
-t- 0.00 146005/.» — o,oo683cos^  -)- 0,020 i-.i  cos/'; 

l'our  f  émis. 

lang  incl.  x  sin  long. nœud  —+ 0,02905  sin/ —0.00012  sin/H-t- o.o23j36sin/( 
-I-  0,00266  sin/>  —  0.00738  sin 9  -f- 0,02606  sin  ;. 

tang  incl.  '  x  cos  long,  nœud  ^=  —  0,02905  ces/  -+-  0,00012  cos/H-t-  0,02  386  cos  « 

—  o, 00266  cosp — 0.00738  cos  g  -1-0.02606  cos;-; 

Pour    Mercure. 

tang  incl.  x  sin  long. nœud    =  -1-0,02905  sin/  -I-  o,ooo33  sin»!-  o,oo5i  i  sin« 

—  0,00078  sin^— •  0,02606 sin ^  -h  0,07839  sin/'. 

lang  incl.   X  cos  long  nœud  := — 0,0290500^/ — o,ooo33cos/;/— o,oo5i  i  cos/i 
-1-  0,00078003/7 —  0,02606  cos  y  -+-0,07839  cos/'. 

Quoique  ces  roiiiiules  ne  douni'Ml  pas  inimedialcnieiil  les  inclinaisons 
et  les  nœuds  des  Planètes,  il  n'en  est  pas  moins  facile  de  delerniiner  la 
valeur  de  ces  eleineuls  pour  un  temps  donné;  car  on  voit  que  la  racine  de 
la  somme  des  canes  des  deux  t'ormules  relatives  à  eha(|ue  IMaiii'te  diui- 
iieia  la  tangente  de  sou  iuelinaisou,  et  (pie  le  qui>tient  des  mêmes  for- 
mules, divisées  la  première  par  la  .seconde,  donnera  celle  de  la  lonjiiltide 
du  noMid.  Mais  il   n'est  [las  aise  de  détei'miner.  en  gênerai,  la  niarclic 


xm; 


iiiioiiii.  ni.s  XMîiMiiiNs  >i:(:i  iMnr.; 


|lt■^  variiilums  de  ( o  clciiiciil'-.  ni   par  cniiscciui'iil  crcii  li\ri    les  \ali'iii> 

IlliivcilllfS.  Ii'v  iiiaxillia   cl    iulnillia.  1rs  |icriiH|cs,  rlc.  (  iiniaïf  iiii    Ta   lail 

[iniii  Salmiir  cl  .lii|iilii'.  Os  rtiriiiiili's  claiil  si'inlilalilcs  iiccllcs  des  cxccii- 

liitilcs  et  lies  a|iliclics  siiiil  sujcltcs  :i  cet  cj^ard  aux  iiicincs  diUiciiltcs; 

mais  de  inciiif  i|n'oii  a   Iroiivc  des  limilcs  pour  les  cxiculricili-s.  on  en 

|i('iil    InniMr    aussi    |ioiir    les   iiicrniaisoiis ,    cii    |iri'iiaiil    siiii|d('iiii'iil    la 

-oiniiif  de  («Mis  Ifs  (  ix'l'liciciits  des  sinus  on  cosiiins  sans  i';;ard  aux  sii^ncs. 

De  cfllr  inauiiMc  nu   IrouMMa  pour  les  liiniti's  des  tani;cnli's  des  incli- 

naisiHis  (II-  \iars.  de  la    IVrrc.  de  \  cniis  ri  de  .Mercure,  les  iioinlircs  sui- 

\alil'. 

o,n.|")Si.     o.iii)3t)<),     i>..iH.)i  j,     (..i>i)7>. 

auxipicls  lepoinleiil  les  angles 

V'-.u)'.     ;)"?.:V,      V'Ii',     7"5H'. 

Ainsi  l'on  esl  assure  ipu'  les  (uhilcs  de  ces  Planètes,  (|ucl(|uo  varialion 
i|u'elli's  piiisseiil  cpiniuci-  daiis  leur  |)osi!ion,  ne  peuveul  s'écarler  du 
plan  de  rccli|)ru|uc  de  i -oo  (pie  par  ilcs  angles  d'inclinaisun  nmindres 
ipie  ceux  ipic  iMUis  venons  de  Ironver;  el  coiinne  le  pins  grand  de  ces 
;iiil;Ics  esl  aii-dcssoiis  d(  S  degrés,  largeur  ordinaire  du  /(idia(p:c,  il  s'eii- 
>nil  ipie  les  j'IaiH'Ics  doiil  il  s'agil  d(ii\cnl  dciiinirer  elci-iiellcniciil  ren- 
lerniecs  dans  celle  cnccillle.  el  (pie  pal'  coiisiMpienl  la  colisl  i  lu  I  ioll  (II! 
s\slenie  solaire  esl  a  ce|  égard  aussi  iiialleialde  ipTa  celui  de  la  roiiiic 
dcsn|l)ilc-. 

Du  \oil  aussi  par  la  ipie  l'dhrKpiilc  de  l'eclipùipie  lie  poill'ia  jamais 
dil'erer,  de  celle  ipii  a\  ait  lieu  en  I  -(ii>.  ipie  d'un  angle  moindre  (pie  •V':i'V; 
cal  en  CMiisideraiil  le  lliaiii^le  splieliipie  liiriiir  pal'  re(piateur,  pal  r(''- 
clipliipie  li\c  de  i  -iio  et  pal  l'ecl  i  pTupie  iiiuhilc  il' il  lie  a  ni  rc  epoipie  (pud- 
c(MI(pie.  il  cn|  aise  de  deliioiiirer  par  les  loi  lllllles  c<iliniics  ipie  railyle  (le 
celle  eilipliipie  inoliilc  ascc  l'eipia  tell  r.  ou  son  oliliipiile,  ailla  piuir 
maximuiu  el  luinimniii  la  somme  cl  la  diUereiii c  de  l'angle  de  l'cclip- 
rupie  tixe  a\cc  l'eipialiMir  ou  de  l'idiriipiile  de  l  70(1,  el  de  raiigle  de  l'c- 
I  liprK|ile  nndiile  a\(i    la  liiciiie  cclipliipie  lixc.   aili^lc  ipic  lions  avons  Ml 
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devoir  toujours  être  au-dessous  de  5°  23';  de  sorte  que  cet  angle  sera  en 
même  temps  la  limite  des  variations  de  l'ohliquité  de  l'écliptique  par 
rapport  à  robli(|nitc  (|iii  avait  lien  en  1700. 

74.  Les  inclinaisons  et  les  nœuds,  (jui  résultent  des  l'orniules  précé- 
dentes, répondent  aux  im  linaisonset  aux  nœuds  que  nous  avons  appelés 
moyens,  et  dont  nous  avons  déterminé  les  variations  annuelles  dans  le 
n"  29.  Pour  avoir  les  inclinaisons  et  les  nœuds  vrais  suivant  la  dénomi- 
nation du  même  numéro,  il  faut  rapporter  les  orhites  des  Planètes  à  l'or- 
bite mobile  de  la  Terre;  ce  qui  est  facile  d'après  ce  que  nous  avons  dé- 
montré dans  le  n"  18.  Car  il  ne  faut  que  prendre,  pour  les  valeurs  des 
quantités  lùng(incl.)xsin(long.nœud)  et  tang  incl.j>  cosMong.nœud  , 
les  différences  des  valeurs  données  par  les  formules  précédentes  et  de 
celles  qui  appartiennent  à  la  Terre.  Et  de  même  on  aura  les  inclinaisons 
et  les  nœuds  vrais  de  Saturne  et  Jupiter  en  retranchant  ces  dernières  va- 
leurs de  celles  de  s,  u,  s',  u  trouvées  plus  haut  53  ,  après  y  avoir  aug- 
menté tous  les  angles  sous  les  sinus  et  cosinus,  de  l'angle  5o",3333/  du 
à  la  précession  des  équinoxes. 

On  aura  de  cette  manière  les  formules  suivantes  relatives  à  l'écliptique 
vraie  et  mobile. 

Pour  Saturnt^. 

tang  incl.  x  sin   long,  noeud   =r  -i-  0,01 1 74  sinw-^  o,o3ai)o  sin«  -+-  0,00146  siii/> 
-I- 0,00683  sinç  — 0,02012  sin /■, 

tang  incl.  x  <os  loii^.  iiunid   =  —  0,01 174  cos/n-i- 0,03290  cosh  —  0,00146  cos/< 
*  -f- o, 00683  cos^ — 0,02012  ces/'; 

Pour  Jupiter. 

lang  incl.   >;  s,iii    liin^.iiœu(l  =  —  0,01024  sin  m-i- o,o32C)o  siii/i -t- o.ooi  46  sin/* 
-+■  o, 00683  sin^  —  0,020 12 sin/', 

tangi incl.  X CCS  long,  nœud    —  +0,01024  cosm-t-o, 03290  cos«  —  o,ooi46cos/< 
-H  o, 00683  ces ç  — 0,02012  cos;-; 

V.  43 


:W8  THEORIE  DES  VARIATIONS  SECULAIRES 

l'oiir  Mars. 

laiif;  iiii'l.  X  siii   Ions,'.  iKrud  !  = -H  o,oo6i8  siii»n- 0,0  j'i7i  sin  «  —  o,(>S(>()i  siiiy; 
-H  o.ooSi^  sine/  —  0,01  'i'j  1  sin  ;■, 

i:in^  incl.   X  ros  long,  minid   =  — o,ooGi8cosm-(-o, 04571  ros« -(- o.oHdtu  cosp 
-l-o,oo5i7  cosç  — 0,01 '')7i  cos/'; 

Pour  f'énus. 

I;iiif;  iiiil.   X  ^ill   liiiii;.  iHiHld  1  =  —  o.oo'^^î  siii/»+ o,()r)()7()  siil  H -)- o.od  j  1  ■>.  siiiy* 

—  i),()oi)'Jr)  siiû/  +  o.iio'ii)^  sin  /, 

liinj;  iricl.  X  co^  loiif;.  ikihuI    = +o,o()375r()sw;-t- (i,()'')()7(')  cos/f  —  v,()i)|  i  ■>.  cusyy 

—  (),<)oo5G  co.s^.+  (),<)()fi().'>  cos/'; 

Pour  Mercure. 

I.iiij;  iiK  I.  "■   sin    liiiii;.  iKiïiid  )  =  — o,oo3'^o  siii/»-+- i), 0^779  siii/f -f- <),i">i>(><S  siii/< 

—  0,0 II)?..}  sinry  -+-  0,0589.7  siii'', 

tiiiif;  ii)rl.  X  fos  Ioiii;.nœud   := +o,oo!i3oros»i-i-o,o3.77t)cos«  — o,(>()<)()H(usyy 

—  o,()it)?.4  cos^  +o,o58'.>,7  rosr. 

Déplacement  de  l'ècliplique. 

75.  Comme  les  formules  du  11"  73  donnent  la  |)osition  (|ue  l'écliptique 
doit  avoii'  dans  un  instant  (|uelc()nque  par  rap|)ort  à  récli|)li(|iu-  tixe 
de  1700,  rien  n'est  plus  facile  ([ue  d'en  déduire  sa  position  sur  l'tMina- 
leur;  mais,  vu  la  petitesse  des  variations  de  cette  position,  on  peut  les 
exprinuT  directement  par  dos  formules  ijénérales,  comme  nous  l'avons 
déjà  fait  voii'  dans  le  n"  1!(,  où  nous  avons  trouve  (|ue  raccroissemeut 
de  l'(d)li(|niti'  est  re|)réseiilé  par 

«'"cos lo",  3333  /  —  i"'sin5()",  3333  /, 
et  (pie  le  uiou\  einiiil  des  points  eijuiuoxiaux  en  loui;ilude  l'est  pai' 

«"'ces 5o", 3333  /-(-  «'"sin 5o", 3333  / 
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en  rKiiuniaiit  I  roMiqiiité  de  1700,  qui  était  de  23"29' à  tii-s-peii  prés; 
Ht  il  t'Sl  clair  par  ce  (|ue  nous  avons  observé  dans  le  n"  72,  que  ces  deux 

quantités  se  réduisent  à  m'  et  î»  en  auarnientant  de  5o",'3333/  tous 

'  tangl  ^ 

les  angles  sous  les  signes  de  sinus  et  cosinus  dans  les  expressions  de  u 

et  s". 

Ainsi,  en  employant  les  fornuile!-'  du  n"  73  relatives  à  la  Terre,  on  aura 

\ariaUoi)  de  l'obliquité  =  tangi  incL  )  X  cos(long.  nœud  , 
lang(  incK    X  sin  long. nœud 


iiiuuv.  des  équin.  en  i(jng.  ;= 


tang.obliq.de  i^oo 


où  il  laudra  réduire  les  coetlicients  numériques  en  angles,  en  les  mulli- 
plianl  par  l'arc  égal  au  rayon. 

Voici  ces  formules  réduites  en  secondes,  et  présentées  de  manière  (|ue 
les  parties  constantes  des  angles  se  trouvent  en  coefficients,  ce  qui  est 
plus  commode  à  (|uel<{ues  égards. 

Diminution  de  /'obliquité  de  l'écliptique. 

i4'4"  ces  ;5o",  3333 <;  -+-  5823"  sin  !'5o",  3333 <) 
-!-  432"  cos(24",75';7f)  +  61 1"  sin (24", 7577 0 
-H    i444"  CCS (29", 4953 <)  —  663i"  sin (29", 49530 

—  225"  cos^32",8i8i /)  —    2oo"sin(32",8i8i /; 

—  776"  cos(42", 6532/)  —  1 174"  sin (42", 6532/) 

—  584i"cos^45",  '9^')  -+-  1571"  sin(45",  19340- 

Moin'cnteiit  des  équinoxes  en  longitude. 

i34o4"  cos(5o",3333/)  —  3253"  sin (5o", 3333/) 
-+-    1407"  cos(24", 7577/ 1 —    995" sin  24",  7577/ 

—  i5263"  005,29", 4953/)  —  3324"  sin {29", 4953/) 

—  46o"cos(32",8i8i/   -h    5i8"sin(32",8i8i/) 

—  27o3"cos' 42",6532/)  —  1787"  sin(42", 6532/) 
-1-  36i5"  ces  45",  1934/)  -*-  8841"  sin(45",  1934  /). 

43. 


•ÎVO  TIIKOIUE   DES   V  MUAT  IONS  SÉCULAIKES 

La  quantité  t  exprimi'  lonjoiiis  le  iiDinbre  entier  on  IVacrumn^iirc  d'an- 
nées Juliennes  écoulées  depuis  le  eoniniencenient  de  17(10,  ou  (|ui  oui 
piéeédé  cette  époque  en  luisant  t  négatif.  Ainsi,  coiiinie  les  t'oimules 
précédenics  sont  nulles  pour  /  =  <),  elles  donnent  imniédialcnicnt  les 
corrections  à  faire  à  l'obliquité,  et  au  lieu  des  équinoxes  de  1700  pour 
avoir  la  valeur  de  ces  éléments  dans  une  autre  é|»oqui'  (|U('lc(Mi(iue  éloi- 
liiiec  de  /  années. 

7().  Ce  mouvement  des  équinoxes  produit  par  le  déplacement  de  l'é- 
clipli(|ue  doit  donc  se  retrancher  du  mouvement  de  précession  du  à  la 
rélrogi'adation  de  l'équateur;  et  leur  dillerence  formera  la  précession 
totale,  (|ui,  d'après  les  observations  de  (lopeiiiic  el  de  Tvclio-Krabé,  esl 
évaluée  à  u)"^  par  an.  Or  la  formule  précédente  donne  (en  y  faisant 
^  =  i),  pour  le  commencement  du  siècle,  le  mouvement  annuel  des  équi- 
noxes de  o",9.i]\,  ce  qui  s'accorde  avec  les  résultats  du  n"  20,  en  y  sup- 
posant y.,  u.\...  nuls;  ainsi  la  précession  due  au  seul  mouveuu'nt  de  l'é- 
(piateur  sera  de  5o",59/i  par  an,  et,  pour  avoir  la  précession  totale  pour 
un  temps  quelconque,  il  faudra  retrancher  de  la  (piantité  So", Sg^/ 
celle  qui  résulte  du  mouvement  des  équinoxes.  Mais,  comme  la  quantité 
o",26i  est  plus  petite  que  l'incertitude  qui  reste  encore  sur  le  mouve- 
ment annuid  des  é(|uinoxcs  déduit  des  observations,  on  peut  la  négliger 
l'ntii'rcment,  et  prendre  simplement  5o"~  pour  la  rétrogradation  annuelle 
cl  uuiroriiic  de  l'équateur,  suivant  l'usage  ordinaire. 

Ainsi,  pour  réduire  les  longitudes  du  Soleil  et  des  autres  Planètes  au 
vrai  point  de  l'équinoxe,  il  sullira  de  les  corriger  par  la  formule  que  nous 
venons  de  trouver  pour  le  mouvement  de  l'équinoxe  en  longitude,  en 
retranchant  ce  mouvement  des  longitudes  calculées  ii  l'ordinaiic,  mais 
en  ayant  égard  ii  la  variation  des  éléments. 

Quant  aux  étoiles  fixes,  il  faudra  de  pins,  pour  les  rapporter  à  la  vraie 
écliplique,  tenir  compte  de  l'elfet  de  son  déplacement  rcdalivement  aux 
étoiles;  el  nous  avons  donné,  dans  le  n"  19,  les  formules  pour  calculer 
cet  eflel,  dans  lescpudles  il  n'y  aura  (|u'a  mettre  pour  vj  le  mouvement 
lies  éfpiinoxi'S,  el  pour  —i  la  diiniimlion  de  r(d)rK|Mil(''  de  r(''(liprHpie. 
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On  iiLirii  (l(»iK'  k's  corrections  snivantcs  à  faire  anx  loniiilndes  el  aux 
latitudes  calcnlées  pai'  rapport  à  i'écliptiquc  de  i -oo. 

Âm^inenlndon  de  la  latitude  boréale. 
inouvem.  des  équin.Xcos]ong.xiang(>t)liq.  de  1700  ^dimio.  ot)li(|.xsinlong. 

Dintiiiiition  de  la  longitude. 

mouvem.  des  équiii.  X  \i  —  sinlong.  X  tanglal.  x  langob]i(|.  1700 
-+-  dimin.  obliq.  X  coslong.  X  tanglat. 

77.  Comme  l'année  tropique  commence  exactement  dans  l'instant  (|ue 
le  Soleil  traverse  le  plan  de  l'équateur,  il  est  clair  que  le  mouvement  des 
équinoxes  en  longitude,  que  nous  avons  déterminé  ci-dessus,  doit  intliier 
aussi  sur  le  commencement  de  l'année,  ainsi  que  sur  sa  duicc,  ;i  laison 
des  inégalités  de  ce  mouvement;  et  il  est  aisé  de  voir  (|ue  ce  nionvcnient, 
réduit  en  temps  en  raison  du  mouvement  du  Soleil,  donnera  la  quantité 
dont  le  commencement  de  l'année  sera  retardé;  ensuite,  la  difTérence  de 
cette  (juantité  d'une  année  h  l'autre  exprimera  la  variation  de  la  dince 
de  l'année. 

Pour  avoir  donc  l'expression  générale  de  la  variation  de  l'année,  on 
dirtérentiera  la  formule  donnée  ci-dessus  pour  le  mouvement  des  équi- 
noxes, en  faisant  varier  f  et  supposant  dt  =  i;  mais  il  faudra  auparavant 
réduire  de  nouveau  les  coenicients  des  sinus  et  cosinus  en  parties  du 
rayon,  parce  que  la  variable  t  se  trouve  elle-même  multipliée  par  ilcs 
angles,  lesquels  deviennent  coeHicients  par  la  differentiation  ;  ensuite  il 
faudra  réduire  les  secondes  de  degré  en  secondes  de  temps,  en  les  multi- 
pliant pai'  le  rapport  de  2'\^  ou  86/|Oo*  au  mouvenieni  journalier  nioven 
du  Soleil,  qui  est  de  598",  3;  ce  qui  donne  le  nombre  2/1,3/19-  pour  le 
rapport  dont  il  s'agit.  Il  faudrait,  à  la  rigm-ur,  prendre,  au  lieu  du  mou- 
vement joui'ualier  moyen,  le  inouveiiicnl  vrai  an  h'inps  de  r('(|iiinoxe. 
lequel  dans  ce  siècle  est  plus  grand  d'environ  i  -,  mais,  comme  cette  dif- 
férence est  variable  à  raison  du  mouvement  de  l'apogée  du  Soleil,  nous 
prel'cions  de  la  négligci'.  irantanl  plus  (|iii'  sa  plus  grande  vali'ur  n'étant 
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(|iic  (If  uo",  il  ii'iii  l'fsiillciail  |);is  iiiK'  seconde  (le  (lillereiice  dans  les 
coeHicieiils  (le  la  luiimile  i;eiierale.  Il  serait,  au  reste,  Iri's-faeile  d'y 
avoir  e^ard  si  (ui  le  jiiiicail  iK'eessaiic.  Il  taiidi'ail  aussi,  pour  plusd'exae- 
lilude,  ((iiniiie  /  esl  exprime  en  uouihres  d'années  Juliennes,  l'aire  dl  égal 
au  rapport  de  l'auuee  tiopi(|ue  de  ■)(),')i :V' 'iB'"/).')"'  à  l'année  Julienne  de 
'i()j'<)'';  mais,  outre  (|ue  l'aimée  lropi(|ue  est  variahle.  il  ne  pourrait 
jamais  résulter  de  là  que  des  correclions  tout  à  t'ait  insensildes.  On  auia 
ainsi  la  (ormule  suivante 

Diminulion  de  l'année. 

i<)%33i  cos  5o", 3333/1 -1-70% t')4'  siiii  5o'',3333/) 
■+-  «s^o^  cos:  ?.4">7577'; -*-  4%  ' '2sin(3,4",7577r 
-+- 1  i%573cos(29",4v)5^''  ~  '^^^<  i44sin(2C)",4953^ 

—  a%oo8cos(32*,8i8w;—    iS78i  sin(32",8i8i /, 
-I-    8\f)()9cos(42".6539./)  —  i3%6i7. sin(42",6532  0 

—  4:%  iti6cos:4^'".  ';)-^4'   +  H)\-'86sinf45",i<)34/  . 

La  valeur  (le  cette  l'ormule  étant  rctraiicliee  de  la  loui^iieur  moyenne 
de  l'année,  on  aura  la  loni^ueur  vraie,  donnée  par  l'observation.  Or,  en 
faisant  /  =  o,  ce  qui  lépond  à  1700,  la  i'oiniule  donne  —  6%3G/i;  ainsi 
(i\'j(j'l,  ajoutées  à  l'année  moyeniu',  donneront  la  loui^ueur  de  l'année 
1700,  et  réci|)ro(|uement  si  on  les  retraiielie  de  celle-ci  on  aura  celle-là. 

D'oii  je  conclus  ([u'en  ajoutant  O.lWi  à  la  formule  précédente,  on 
aura  la  (|nanlite  (huit  l'année  lropi(|ue  doit  diminuer  dans  res|)ace  de 
/  années  Julicinies  comptées  dejjuis  i-j(H)  en  prenant  /  positif,  ou  avant 
celte  épo(|ue  en  faisant  t  négatif,  c'esl-à-dire  la  quantité  qu'on  doit  re- 
Iranclier  de  la  longueiii'  de  l'année  r  700  pour  avoir  celle  de  l'année  /"""'. 

(ielte  l'ormiile  donne,  pour  l'espace  de  plusieurs  siècles,  une  diminii- 
liuu  dans  la  longueur  de  l'aunce,  la(|U(dle  peut  aller  it  deux  minutes  et 
au  d(  lii;  ce  (|ui  parait  conforme  aux  observations  anciennes,  (|ui,  comme 
l'a  reniar(pié  M.  Bailly,  s'accordent  toutes  à  faire  l'année  plus  longue  de 
(|Mcl(|Mes  minutes  qu'elle  ne  l'est  aujourd'hui;  mais,  en  général,  elle 
n'iiidi(pie  (|ue  des  allerualivcs  de  diminution  et  d'augmentation,  dont  i! 


DES  ÉLÉMENTS  DES  PLANÈTES.  343 

serait  «lifïicilc  de  fixer  les  |)éiio(les  cl  les  niaxinia  et  niinini;i.  On  [xul 
eepeiulant  avoir  une  limite  de  ees  variations  en  ajoutant  ensemble  les 
racines  de  la  somme  des  carrés  des  coelReienls  des  sinus  et  cosinus  cor- 
respondants; car  on  sait  que  le  maximum  de  toute  expression  de  la  Idinic 
A  siu'^  -l-Bcosç;  est  \/A'  +  B".  De  cette  manière  on  trouve,  pour  la  limite 
chercliée,  2i7%7;  de  sorte  qu'on  est  assuré  que  la  longueur  de  l'année 
ne  peut  varier  que  d'une  quantité  moindre  que  3™4o'. 

Au  reste  le  moyen,  par  lequel  nous  venons  de  détermim-r  les  varia- 
tions de  l'année,  est  le  seul  que  la  Théorie  de  la  gravitation  puisse  fournir 
pour  expliquer  ce  phénomène;  car,  quant  à  l'année  sidérale,  ou  la  durée 
de  la  révolution  même  de  la  Terre  autour  du  Soleil,  nous  avons  démon- 
tré rigoureusement  qu'elle  n'est  susceptible  d'aucune  inégalité  séculaire 
et  indépendante  de  la  situation  respective  des  Planètes  '^preniière  Partie, 
n"  36);  si  donc  les  observations  pouvaient  jamais  découvrir  dans  la  lon- 
gueur de  l'année  des  changements  plus  grands  ou  d'un  autre  genre  que 
ceux  que  nous  venons  d'assigner,  il  en  faudrait  chercher  la  cause  ailleurs 
que  dans  la  gravitation  des  corps  célestes;  mais  ce  point  i-sl  un  de  ceux 
dont  la  décision  est  réservée  aux  générations  futures. 

78.  Telles  sont  les  formules  générales  des  variations  séculaires  pour 
les  six  Planètes  principales.  Ces  formules  ne  .sont  point  liinilccs  ii  un 
certain  espace  de  temps,  mais  ont  lieu  pour  un  temps  indetiui,  parce 
que,  ne  s'y  trouvant  aucun  terme  qui  soit  susceptible  d'augmenter  ii  l'in- 
tini,  les  variables  supposées  très-petites  dans  les  équations  dillereniiclles, 
telles  (jue  les  excentricités  et  les  inclinaisons  des  orbites,  restent  eu  etfet 
toujours  fort  petites;  et  connue  cette  supposition  est  la  seule  que  nous 
nous  soyons  permise  dans  ces  c(|uations  pour  les  sinqiliticr.  iprcusiiilc 
leur  intégration  est  entièrement  rigitnreuse,  il  ne  peut  rester  aucun  doute 
sur  la  légitimité  et  la  généralité  de  notre  solution  appli(|uec  au  système 
solaire.  Il  n'y  a  (ju'une  seule  circunstancc  qui  |iuisse  cm|)cclicr  (|uc  les 
formules  que  nous  venons  de  trouver  n'aient  toute  la  perfection  dont 
elles  sont  susceptibles  :  c'est  l'incertitude  (pii  reste  enciur  dans  les  va- 
leurs des  niasses  des  Plani'tes.  donl  (|uclques-unes  u'nnt  pu  étic  deicr- 
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iiiinct's  (|iii'  <l  uni'  iiiMiiicii'  li\  iKitlicriiHic.  lu  |iclil  cliiini^i'iufiit  dans  ces 
(Iflciiinnatioiis  fil  pioiliiirail  iiii  du  iiumiu*  nrdii'  dans  los  coclliciciils  iiii- 
mcrii|in's  di's  Ini  imili'-;  i  i  il  r;iiidiail  ilicrclicr  les  noiivcaiix  cocMiciciils 
|>ar  un  calriil  sniihlalilc  ii  celui  (|ii('  nous  avons  l'ail:  mais  la  Ibriiic  des 
r\|ii('ssiipns  II  rii  si'iail  pdiiit  altcrre.  cl  il  ii"\  aiiiail  |ioiiii  ii  craindre, 
iDiiiiiic  nmis  laNdiis  [iidinc,  (|uc  des  arcs  de  cercle  [lussent  s'y  i;risser  el 
le>  rendre  iiiMillisaiites.  (Jiiaiil  aux  autres  d(lnllee^  ilu  l'iiddi'iiic,  les  dis- 
laliris  lilii\eiine>  (le>  j'Iallètes  ail  Sidcil  et  leur  iiiisilioli  dans  une  e|»0(|ue 
dnniiee.  elles  Miut  cciiiiiue>  avec  assc/.  de  précision  [HMir  n'avoir  liesoin 
d'aucune  ((ureclion  M'iisilile:  et  coiiiiiie  nous  avons  rlL;(Mireiisemeiil  dé- 
iiioiilre  i|iie  ce>  distances  s, ml  iiivari;dile>.  on  |muI  icL^ardcr  la  solution 
preci'delite  coiiiiiie  il  lalili  <le  toute  atteinte  de  ci'  cote. 

Oite  ((Ulslalice  des  di>tallces  lilovelilies,  et  celle  des  Ulovciis  inolive- 
iiii'iils  (|iii  eu  est  la  suite,  sinil  le  résultat  le  plus  inléressant  de  noire 
,inal\>e,  et  le  p'iiiit  le  pins  reiuanjiialilc  du  Svsti'iiie  dii  monde.  J.es  l'ia- 
netc>,  en  vertu  de  leur  attiacti(Ui  mutuelle,  cliaiii;ciil  iiiseiisihlemeiil  la 
l'orme  el  la  position  de  leurs  lulii  tes,  mais  sans  sortir  de  certaines  I  imites; 
leurs  grands  axes  seuls  deineiiront  inalléialiles;  du  moins  la  Théorie  de 
la  giavitalioii  n'y  montre  ipie  des  alt(''ratioiis  périodiijuoM  et  dépendantes 
des  positions  respectives  des  Plani'tes,  et  n'eu  iiidiipie  aiii'iiiie  du  genre 
des  séculaires,  soit  constammeiil  croissanles,  soil  simplement  périodi- 
(|Ues,  mais  d'une  période  Iri'S-longue  el  indépendante  de  la  situation  des 
l'Iaiii'tes,  comiiii'  celles  ipie  la  même  Tliéoric  diuine  dans  les  autres  élé- 
ments de  l'orliile.  et  (|ue  nous  venons  de  déterminer.  Nous  avions  déjà 
ileiiiontre  (l'Ile  propriélé  des  grands  axes  dans  les  Mrmoircs  de  lyyfj; 
mais  |;i  ileiiionslralioii  ipie  nous  en  a\(iiis  ddiime  dans  la  première  l'ai  lie 
de  ces  Hei  lierclies  est  en  (iiieli|ue  manii'ie  plus  générale  el  plus  complète, 
|)arce  (|ue  nous  v  avons  considéré  lous  les  éléments  de  l'orhile  comme 
varialdes  ii  la  l'ois,  el  i|ue  nous  avons  eu  égard  aux  ell'els  de  celle  varia- 
liilile  avec  tout  le  siriipiile  nécessaire  dans  une  matière  si  delicale. 
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Après  avoir  donné  dans  la  Théorie  des  variations  séculaires  la  parlii'  la 
plus  iniporlantê  (^t  la  plus  dilficile  du  Calcul  des  pcrtuihalions  des  Pla- 
nètes, j'ai  cru  devoir  (■()iii[)léter  ce  Caloul.  en  donnant  aussi  l'autre  partie 
qui  concerne  les  variations  périodiques. 

Plusieurs  Géomètres  se  sont  déjà  occupés  de  ce  deiuier  olijet:  Iual^ 
leurs  travaux  se  trouvent  épars  dans  divers  Ouvrages,  et  les  résultats  de 
ces  travaux,  dépendant  de  méthodes  et  de  données  difrérenles,  présentent 
une  variété  embarrassante  pour  les  Astronomes  qui  voudraient  en  l'aire 
usage.  D'ailleurs  ils  n'oul  point  tenu  compte  de  l'eliet  des  variations  sé- 
culaires, et,  quoi(|ue  cet  elTet  ne  puisse  être  que  très-|)elil.  la  rigueur  ne 
permet  pas  de  le  négliger,  sans  avoir  auparavant  démontré  ([u'il  n'eu 
saurait  lesnller  ipic  des  altérations  insensibles  dans  le  mouvement  des 
Planètes. 

L'Analvse  par  laquelle  nou>  avons  deteiuiiiie  le^-  variations  seculairo 
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ilomii'  aussi  (liicitciiii'iil  les  xarialKnis  |icri(i(li(|ii('s:  car  ikuis  avons  ((iiii- 
iiiciicc  par  rt'iliiiii'  loiil  rcll'cl  des  iii'rtiirhalioiis  ;i  la  varialidii  des  clt'- 
iiii'iils  ilis  nrliito:  imiis  avuiis  cnsnilc  si'|iai'i'  ce  (|ui.  dans  ces  varialuins, 
n'flail  i|llc  |icrnidi(|llr  ili'  rc  i|ni  rlail  i  ndi'|M'nda  Ml  des  lirilX  dr>  IMa- 
nclcs:  !•[  itIIc  dciiiicri'  l'ar-ln'  mius  a  dniinc  les  xarialinns  sri  iilairrs  i|ui 
.dircli'iil  iniini'dialrini'iil  cl  cnnl inncllcnicnt  les  diaicnsinns  cl  la  piisi- 
(iuM  do  urliilo  ciri|)li(|ucs.  Il  ne  s'a^il  donc  (|nc  d'aNoir  ci^ard  :i  la  [larlic 
[ICI  io(lii|iic  de-  \aiialions  de  ces  rneines  ideinenls,  cl  de  tenii'  coin|ilc  di's 
Icrnn'S  ne;;li^;c>  dans  le  |ireniici'  calcnl.  On  anra  |iai'  la  les  \analions  lo- 
lale>  dc>  clenicnls  de>  Plancics  causées  |iai'  leur  al  liai  lion  m  ni  nid  le  ;  cl. 
en  eni|do\aiil  les  (deiiieiils  cori'i<;('s  par  ces  \  aria  lions.  I  ni  pourra  calculer 
pour  (diaiph'  in>lant  le-  lieux  des  l'Ianeles  par  les  ivj^les  ordinaires. 

A  la  verile.  coiiiiiie  les  NariaThuis  periodi(|ues  deineiirenl  hnijours  Iri-s- 
pelilcs  el  n'oiil.  polir  ainsi  dire.  i|ii°nn  ellel  passai^cr  cl  allcrnalir,  il  esl 
peu  iuiporlanl  pour  1'  AslnuKUiiic  île  i  oiinailre  en  parliculier  les  allera- 
lions  ijui  en  resiillcnl  dans  cliacnn  des  (deineiils  des  orliiles;  el  il  snllil 
d'a\oir  rellel  lolal  de  ces  varialions  sur  li's  tieu\  des  l'Iaiii'Ies.  Aussi  les 
Aslioiioiiies  sonl-ils  dans  riisa^e  de  ic^.ndei  les  orliiles  connue  con- 
slallles  relali\einenl  an\  xarialioiis  penodiipies,  el  de  ne  Iraileiccs  va- 
lialioiis  .pie  coiuine  des  coriei  lions  a  l'aiie  aii\  lieii\  ellipliipies  calcules 
par  les  ri'^ies  ordinaires.  Mais  apri's  avoir  deteiiiiiiie  par  nos  roriiinlcs 
l^i'lierales  la  pai  lie  peiloiliii  ne  des  \aiialiolls  des  cli'llienls,  rien  lie  se|-a 
pliis  l'aille  i|iic  iTcii  coiiiliire  les  i  iieija  I  i  I  l's  ilu  ia\on  \ecleur.  de  la  Ion- 
blindé  ci  de  la  lalilinle.  Il  esl  vrai  ipi'ou  peiil  calculer  ces  i ni'^aliti'S 
d'iiiie  niaiiiere  plus  simple,  en  les  di'ilnisaiit  i inini'dia lenienl  des  ('(ina- 
lioiis  diUerentielles  de  l'orliilc;  mais  celle  inelii(Hie  a,  (rui)  aiilre  colé, 
riiiconvenieiil  de  ne  donner  les  varialimis  séculaires  (pi'indirecleineiil 
el  par  des  reduclioiis  jiarl  icii  I  ieres  :  el  ne  doil-il  pas  cire  plus  salislaisaill 
de  lliUIVer  lollles  1rs  i  iie^ja  I  i  li'S  dll  lllolivemenl  des  l'Iaiii'Ies  par  une 
même  aiiaivse  e|   liai   des  nroci'di's  direcis  e|   nnifoiines? 


1.    Nous  niiiis  proposons  donc  ici  irappliiiiier  it  la  delerininalion  des 
Mie::,diles  pel'iodiiincs  des   Planeles  les  roilUllles  i;eniMales  IlollM'cs  dans 
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l;i  prcinii'ic  Pai'lic  do  la  Théorie  des  iiariations  séciihiires;  mais  aii|)aia- 
vaiit  il  est  bon  de  faire  à  ces  formules  un  eliangeuieni  (|ui  servira  à  les 
rendre  jilus  simples  et  plus  exactes  à  quelques  égards,  sans  influer  d'ail- 
leurs en  rien  sur  les  résultats  trouvés  pour  les  variations  séculaires.  Ce 
changement  est  relatif  à  la  manière  dont  nous  avons  déterminé  l'ano- 
malie vraie  |)ar  l'anomalie  moyeinie  dans  une  ellipse  dont  les  éléments 
sont  variables;  voici  en  (|uoi  il  consiste. 

Après  être  parvenus  dans  le  ii"  'M)  de  la  Partie  cilée  à  ré(|nalioii  dilie- 
renti(dl(! 

f/q  -h  3  sin(/(/^  -+-  y  rosqilq  -+-  o-siii  ■y.qdq  -+-  £  tos?  (/(/(j  +  .  .  .  =  rV/y, 

dans  iai|iielle/j  est  l'angle  du  mouvement  moven,  </  celui  >\u  niduveiiieiil 
vi-ai,  el  fi,  ■/,  0,...  des  coellicieiils  dépendant  des  elemeuls  de  l'ellipse, 
nous  avons  intégre  le  premier  memhic  par  a|)|)ro\iiualioii,  el  mms  avons 
obtenu  la  formule 

(j  —  i  p)  C0S(/ -)- !  y  I  SM17 0    r()S'>(/ -1 e    soi  ■>^ —.    .=;/', 

d'où  nous  avons  ensuite  déduit  la  valeur  de  r/  eu  p. 

J'ai  reconnu  depuis  qu'au  lieu  de  celle  appioximalion  il  vaul  mieux 
laisser  le  premier  membre  de  l'iulegrale  sous  la  l'orme  (pi'il  aurail  si  les 
elemeuls  elaienl  C(Uislants,  el  appli(|uer  ii  la  valeur  de /v,  ({ui  luiistilue 
le  second  membre,  les  cori'cclious  résullaules  de  la  variahilile  des  nn'ines 
élémeuls. 

.Ainsi,  eu  faisant 

(/2  =^  —  cosij  (1^  -+-  sin(/(/y cos).  </  (/o  +      sin  'ij  (U  ~  .  .  . . 

et  ajoutant  celle  équation  ii  reciiialidii  dilléicnlielle  ci-dessus,  ou  aura. 
après  l'inlégration,  celle  l'oiinule 

</  —  p  COS(/  +  7  SUI(/  —    -  0  cus>.  <;    +   -  :  Slll   >f/         ...--/>  +  _, 

cpi'on  voit  élre  de  la  uu'uue  fornu-  (pie  la  precédeule.  les  coellicieiils  (';  , 
:  y),  '  0  ),...  elaul  changés  eu  fi,  7,  0 el  la  variable  p  en  />  -\-  1. 


:Jo<i  llli:(il;ll.   |)i:s  \\i;lMloNS   l'i:U  loKloL  lis 

On  r<'r;i  duiir  ers  iiiiMiics  cliiin^ciiifiils  il;iiis  les  imlics  luiiiiiilo  (l(|icii- 
lUililcs  (If  ccllr-ci;  cl  |);ii' coustMiiii'iil  lo  i|ii;uitilrs  ///  et  //  des  ii'"  ;W  cl 
siii\;iiil>  se  rciliiiroiil  il'iilioi-il  ;i  ,M  cl  N,  rciliicliiiii  (jnc  iiinis  ;iviiii>  l'aile 
iilissi  (huis  le  ii"  i'.(,  mais  d'aptvs  la  cniisideialiiMi  de  la  (lelilesse  des  loi-ics 
peitiii'liali'iccs  dmit  iimis  a\(iiis  néglige  les  caries,  l'ar  celle  (diisidei  a- 
iKni.  <iii  |M>inia  diiiic  aussi  négliger  (l;ins  les  Idriiiiiles  des  vaiialiniis  des 
idenieiils  la  ([iianlile  1.  lUi  du  hidiiis  la  |iailie  |)('ri(i(rK|ue  de  celle  (|uan- 
lilc.  rauli'c  pallie  |U(i|)iuti()nuelle  il /*  se  ((Uilondaiil  avec  le  iihiu\eiiienl 
iiio\eii  ;  de  siu'lc  (|iie  les  e(|uatiuiis  dill'eiciirKdles  des  n'"  'tO  cl  .')(•  deiueii- 
reidlU  les  iiKuncs;  cl  IdUle  la  TlK'diie  des  varialidiis  séculaires  des  ele- 
iiieiils  des  orliilo  planétaires  subsistera  en  son  entier. 

A  l'égard  de  la  (|uaiitite  .ii.  il  esl  clair  (ju^dle  r('|)rcsenlei  a  la  variation 
(In  iniiuveineiit  nniveii  duo  aux  lorces  pcrtnrhatrices.  xarialion  indepeii- 
daiile  du  grand  axe  de  l'idlipse,  et  (pTon  pniirra  ra|ipiuler  il  rep(i(|iie  (\u 
ni(i\en  iniiuveiiieul .  la(|U<dle.  dan>  les  (ulules  iii\  arialdes .  ciuilieiil  la 
sixiiuiie  (■oiistanle  arbitraire  des  intégrales,  et  par  ciuise(pieiit  le  sixii'iue 
cIciiKUil  du  inouveiiient  (•Hipti(pje. 

2.  l'(Uir  avoir  donc  la  f'nrninle  de  celle  varialiiui,  il  laiil  d'alKU'd  coii- 
liailre  les  \alelir>  des  coellicienis  [■^.  y.  ô....  en  .M.  N.  !'.  O.  I{  :  or.  par  le 
II'  30  de  l'OiiMagc  cile,  on  voil  (pie  la  série 

X  I  -*-  (î  siiu/  -4-  •/  C()b(/  +-  ']  si  II  ?7  -r-  £  cos  ■->.</  -r-  Ç  s\ii  U/  -+-  r,  çosS»/  -4-  .  .  .) 

icMihi-  du  ili\i|(jpp(iiicnl  de  la  rraclioii 

h'\"-     'JsillV         l'.n>r/      -    i:  sillr/        li((is(/      ', 
dans  la.JIKdlc     II"  H.  2'.) 

l{=liN         l-l..      (.  !',\l        Ol. 

el 

.MO        \l' 


I. 


i( 


•I  l'on  Iroine  par  le>  inelliode^  (udinairo.  en  pou^^aul   rapproxiiiiatiou 
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jiis<|ii';iux  troisii'iiics  (liriiciisions  de  .M,  N,  P,  Q,  cl  l'aisiiiit  i;  ;::  i  {uiildi- 
mcmciit  ;m  n"  37  du  incmc  Oiivi'age, 

(3r=o.M       ^PQ    .    M(3Q=+P 


MPQ        N  3P^+Q») 

5  =  3MN+^. 
_  3(N^-M'!        Q'  —  P-'  . 

r  =  3MN'-M^+lM!QlIli^.,^, 

.=N>-3NM^^^^=i^P--M|?^. 

f^\\'  an'  , 

Après  avoii  diflérentié  ces  valeurs,  un  y  substituera  [xtur  r/.M,  r/N,  r/P, 
f/Q,  f/R  celles  que  nous  avons  données  dans  les  n'"  17  et  41  de  l'Onvraire 

cité;  on  aura  ainsi  les  expressions  de  d^-j,  d-/.  d» pi'il  laudia  sulisli- 

tuei-  dans  celle  de  dl  du  nuMieiD  précédent. 

3.  Si  dans  cette  expression  de  dl  on  veut  se  conlenicr  d'avdir  égard 
aux  premières  dimensions  des  (pianliles  M,  N.  P,  0.  ainsi  que  nous 
l'avons  fait  dans  les  formules  des  variations  des  eléniciils  de  Tcnhile,  il 
sullira  alors  d'avoir  égard  aux  secondes  diuuMisions  de  ces  (piaiililés  dans 
les  valeni'S  de  ^j,  y ce  (|ui  les  l'cdiiira  il  celles-ci 

^  —  ■}.M,     yr=o.N,     a=:3MN-!-->.     £=— ^       „,    '     i  =  <>,...; 

n  •  ■>.  ■'  n'' 

et,  ((unuic  les  vaicins  de  r/P  l'I  d{)  ((inlieiineiil  (Icjii  les  prciuii'res  diuicn- 
sions  de  P  cl  Q    ainsi  ipi'nn  le  \(iil  par  les  forMiiiles  du  n"  •"{'.l   ,  il  csl  clair 

ipi'on  pourra  négliger  les  diUeicnccs  (les  Iciines   -,p  cl    "  ■  On  aura 


:{52  iiii.i'iiii.  iir.>  \\i;i\iiit\>  i'i;i;itiiiioi  i:s 

.im>i.  ;i|>ii's  les  siilisliliilidiis.  cl  cil  ii"cin((lo\ aiil  |iiiiii  </>  l'I  (/M  ijuc  les 
\;ilciii>  (In  II"  42  du  iiiciiic  Oiiviiijic 

5;=  //"'  ^  t/il 

-t-     —      7'     M  -.ilK/  ~-  N  rosi/    (/</  -+  ■"-      M  siiw/  -    N   com/    r//  ; 

■>     l/l  '  '        ■>  (/(/ 

cl  il  iTv  ;mi:i  plus  (iii'ii  liiiic  les  iiiilrcs  siilistitiirKuis  de  ce  ileriiicr  iiii- 
iiicKi.  en  se  s(iii\  iii;i  iil  (I'n  elniiij^er  f/i .  ri  en  M.  N.  cl  p  en  ji    t    1. 

i.  Iti'noldiis  |i;i|'  /(  l;i  Milelir  IIIdNcIiIic  lie  j'iiilf^le/'  •  1.  e"csi-;i-(li  le 
\,\  pMilic  iii(ic|)cnil;iiilc  (les  siniis  cl  ((isiniis.  et  |ii(i|nirrKiniielle  lin  leni(is: 
e|  |iai    /    le  (leini-i;rai[(l  :i\e  de  rcHi|isc  iii\  idialilc  dans  la(|n(dle  le  iinni- 

!•  •  ;  '//         -i  ,     ■ 

\eiiieiil   ni(i\cii  seiail  /<.   en  sdilc  ([ne  I  (iii  ait    il/i  /■    il  csl  clair  (|iie, 

;   ■ 

(Utils   les  lerines  dus  aii\  lorces  |ieiliii  lialiices.   (iii   |i(iiiiia    incllrc  pai- 

Idlll   f>  an    lien   de   //  -    1.   cl    /    an    lien   de        (lellii-L;ian(l   axe  de    l'idlipse 

varialde  'M  ,  du  iikhiis  en  laiil  (|n'(iii  iie;^liL;c  les  eaircs  de  ces  lorces, 
(diniiie  on  l'a  lon|iiins  |irali(inc  dans  la  llicoiie  des  |icrliirl)ati(iiis  des 
(  or|.s  (-(dcslcs. 

Ainsi  les  sulislilnlioiis  (l(nil  il  s'agit  se  icdiiironl  a  taire 


q       jj -i- ■.>\\  rnsf)       •.>Nsiii/<,       (/</         i-    'Msiny        'N((isy(   i/ji, 
r  ^^  i-  I  H- M  sin/> -I- N Cos//  ,        (/;■       /■  M  cos/'       N  sjn/)   ^/y/, 

ih  <li  (II-  '  ' 

r/-<2 
-+-/■'-,_,       M  siii/(  -- N' cos/;     -♦-... 
i/ii/i  '  ' 

il-ii 
-f-  .>.   ,_  ,-    M  rus//  —  N  siiiw 
(Ir  (Iji  ' 


d'il 


(Il 


"",    Vf  e(is«'  —  N'  sinw'  ; 
(Ij)  '  ' 
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(ILl       dil       _  fPil     »,    .    -      V 

-;—  =  -y^  -t-  /■   ,_  ,-  I  M  Binn  +  iN  cosn 

(iq        ap  (II-  dp  ' 

d-^l 
-+-  /■'   ,_,  ,_  I  W  sinp'  +  N'  cosû'  )  - 
dr  dp  '  ' 

d'O 
-+-  2  -p^  {  M  cosp  —  N  sin^) 


d'Q. 


dp  dp 

(2  ^f,  r^cos/?-^ 


M'  cosp'  —  N'sin//' 


v'r'  —  arr'  cos(p  —  p 


-p')  +  r--\ 


r/-(os(/> 


/*  j 


y/;.!  _  2  r  r"  cos  (/>  —/>"')  + 


1^] 


Négligeant  donc  dans  ces  snbstitulions  les  secondes  dimensions  des  (|niin- 
tités  M,  N,  M',  N',...,  et  changeant  les  lettres  >i,  N  en  ,r.  v,  ainsi  qnc 
nous  l'avons  fait  dans  le  n"  50  de  l'Ouvrage  cité,  on  anni  poni'  la  varia- 
tion de  2  cette  formule 


^/2  =  2 /•■  ^  dp  ^-  ^o ,.3  __  +  __  _ j  ; ^ s.n/,  +  r <os/,  dp 

-  -,     (f^^-       ,  ■    -,         ,        -,    ,- 
-¥-  j.r^r     .-  .-,    X  sin/>  +  r  ces/)  )dp 

_  _„    rf'ii    ,    „  .    _„        „        _„    ,. 
-I-  ir^r    ■.-  ,-„  ix  sinp  -\-  y  cos/>    dp -h... 

^[^'-'drrp--''dp)"'''''f'-'''"'"'^'' 

,-     d'il        „       _„        „  .    -„    ,- 
dr  dp  r  I        1 

dans  la(|uelle  il  ne  s'agira  plus  (|uc  de  substituer  la  valeur  piriedcnit 
de  il. 

V.  45 
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5.  Mais,  pour  avoir  une  l'ormiile  iutcgrahlt',  il  osl  nécessaire  de  ré- 
duire en  série  les  radicaux  (jui  eiilrenl  dans  rex|)iessi()n  de  il;  on  sup- 
|)osera  donc  • 

[P—  a;"/"' ces  /i  — />')-+-  '"']    '  =['N  '^'1  +  ['^'  T'],  cosi/j  — />' )  -+-[r,  r'],  cos i i p  — ft'} 
-+-  [r,  r'jaCOsSi/J  —/>')-(-..., 

et  ainsi  des  autres  radicaux  senil)lal)les;  alors  l'expression  de  t/1  se  (run- 
vera  composée  de  termes  tous  iiiléi^rables,  dont  les  uns,  simplement  pro- 
porlioiiiiels  il  dp,  seront 


-  ?.T'/" 


'■■■      'ûpr^^^P--'    ■  J 


''^'^^^JP-..., 


et  dont  les  autres  contiendront  tous  des  sinus  ou  cosinus  des  angles 
/), /')',/')" et  donneront  par  eonsé(|uent  la  partie  périodique  de  la  va- 
leur (le  I. 

Quant  aux  |)remiers  termes,  nous  verrons  ci-après  comment,  étant 
jiiiuls  il  un  terme  semblable  |)rovenant  de  la  valeur  de/^,  il  en  résulte  le 
leinie  iini(|ue  />  ^nr  nous  avons  siippiisi'  l'cpresenler  la  partie  unirninic 
du  UKMivement  moyen  />  +  -  dans  relli|)se  variable. 

Ainsi,  [ani  (|u'on  n'a  égard  (ju'aux  pri  mièi'i's  dimeiisidus  des  excenlri- 

ciles  cl  des  inclinaisons,  aux(|uelles  les  (|uanlités  .M,  N,  yi  j'-^  ou  a-,  r, 

.V,  //  siiiil  piopoiliiiiuielles,  on  ne  Icduve  point  de  vaiiatioii  séculaiie  dans 
le  mouvement  moyen  des  l'Iaiiètes;  mais,  si  l'on  poussait  l'apijroxima- 
liou  jusiju'aux  secondes  dimensions  de  ces  (|uantités  dans  l'expression 
de  (II,  on  liiMiveiait  abu's  des  termes  pni|)(Mlionnels  ii  (//')  cl  indépen- 
dants des  sinus  et  cosinus  de /l,  />,...,  Ies(  pie  Is  aiiraienl  poui'  Cdcilicienls 
les  (|uantilés 


x^-\-y',     x'-+-y'~,     .t:7-' -h  )■)■ 


.«•  -i   //■',     X  ■  -f-  u  ',      ï.v  -I-  uu  , ...  ; 


ces  tei'uu'S  d(umeraieMl  (bine,  parla  siib^liliilion  des  valeuis  de  .r, /, 
■r', y', . . . ,  s,  N,  s'.  II' , . . .  relatives  ii  clia(pie  Plaiirle.  des  variations  sécu- 
laires dans  leur  mipiivement  mcnen,  variations  (|ni  n'aU'ecleraienl  <|ue  le 
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moiivciiiciil  cirniliiloiic  (hiiis  rcllipsc  variiihlc,  iiiiiis  nullement  le  deiiii- 
grand  ;i\e  ou  hi  dishiiice  inoveiiiK  .  (lonimeeet  objet  est  do  la  plus  grande 
iniportiuue  dans  la  Théorie  des  Plani'tes,  je  me  propose  de  le  diseuter  à 
fond  dans  une  autre  oceasion  ('j. 

().   Si  dans   Texiiression  de  dl  du  n"   i  on  néglige  les  termes  où  se 
trouvent  les  (|uantités  oc-,  y,  x',y',...  dues  aux  exeentrieilés  des  orbites, 
elle  se  réduit  à  eelle-ei 
(ID. 

(Il  =;  ar-  -r^  du 
dr     ^ 

=  —  2/-r        '-    ■_    -'  +     — -^ ^J  cos(n  —  w'iH '-    ,_       COsao  —  w     +... 

I       dr  \       dr  r''J  '        '  dr 

-,-,.„[""'['".'""]       fd[T;r"l         i\  ,_       _„        d[?,F% 


cos  a  (/>  —  />   1  -(-. 


Soient 

dp  —  dp'  Tzz  II'  dp,     i/p  —  dp"  =  n"  dp, .  .  . , 

les  coellicienls  n' ,  n" étant  constants  et  donnés  par  les  rapports  connus 

des  mouvements  movens  des  Planiies 


,-       (//      ,-,       dl 
puisque  aj>  =  — j  aj>  =  — j; 


n  sera  =  i 


(rf-"'='-(^)  •■■•]-' 


u  aura,  en  substituaiil  pour 


dp,  -^ — r— '  011  — — ?-^'  "Il  •  •  • .  iiiic  éciuatioii  inténrable,  et  dont  l'iu- 
'  n  n  '  ' 

tégrale  sera 

V  -J-r,  '/1^'""1       .,..  d[T;J-"]  \   _ 

2 /-••!'  \id\T;Fl         I  \    .      _       -,         I  </[/', /"'11' 
I  I  — ': J _  \  sin  I  j,  _  p'    -(- 


dr 


_  il^r  [  p[^'  '■"]'  _       M  .:„    r.  _  r."    ^   '<!['■''■" ]^ 


__..___Uin;7-,7 


^.        sm2(;,-/, 


(*)  /'i///-  If  Mémoire  .S'«/   A'a   riiridiinn^ 
page  38 1  de  ce  voliiim'. 


itiliiirrs  (lf\   iiKiinriiiciits  iiKi^riis  drs  Ptii/it-tf 
[Noir  dr  riul/triir.) 

,\Ci. 
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7.  Si  l'on  vonlail  iiiissi  Icnii'  ((niiptc  «les  fxcciiliii'ités  (l;ms  la  valt'iir 
ili'  2i.  il  n'v  aurait  (lu'ii  sulistiliicr  (laiis  l'expression  do  dl  les  valeurs 

lie  r.  V.  ,r',  v' (lét(>rminées  dans  la  Théorie  des  variations  séculaires; 

ee  ((ui  ne  doiiiierail  (|iie  des  ternies  en  sinus  et  cosinus  d'ani;ies  propor- 
tionnels a  /  ou  p,  et  par  conséquent  tons  intégrahles. 

.Mais  pour  sinipliiier  ce  calcul  on  remarquera  : 

i"  Que  l'on  peut  regarder  les  quantités  x^y,  x  ,...  comme  conslanles, 
puisque  leurs  dilTérentielles  étant  de  l'ordre  des  forces  perturbatrices 
doivent  être  négligées,  par  la  raison  (|ue  ces  quantités  se  trouvent  ici  déjà 
multipliées  par  la  quantité  iî,  qui  fest  aussi  du  même  ordre. 

2°  Qu'à  cause  de  la  petitesse  des  termes  dont  il  s'agit,  il  sulFna  d'avoir 
égard  à  ceux  qui  pourront  augmenter  beaucoup  par  l'intégration;  et  il 
est  clair  que  ee  sont  les  termes  qui  contiendront  des  sinus  ou  cosinus 
d'angles  dont  la  variation  sera  très-petite  vis-à-vis  de  celle  de  l'angle  yô; 
car  si,  par  exemple,  n  désigne  un  de  ces  angles,  et  que  rfn  =  v<//5,  v  étant 
un  coelïïcient  fort  pelil,  la  première  intégration  introduira  au  dénomi- 
nateur le  coefficient  v,  et  la  seconde  y  introduira  le  carré  v'^  Comme 
l'angle  n  ne  peut  être  composé  que  de  multiples  des  anglesy},/7,^',... 
joints  ensemble  par  les  signes  h-  ou  —,  ce  n'est  que  parles  rapports 
connus  des  mouvements  moyens  des  Planètes  qu'on  pourra  juger  dans 
dtaque  cas  de  la  valeur  du  coelticieiit  v;  il  faudra  donc  un  examen  par- 
ticulier pour  cha(|ue  Planète  dont  on  voudra  calculer  les  j)erturbations. 

i"  Que,  s'il  arrivait  que  le  coefficient  v  fût  très-petit  du  même  ordre  <|ue 

les  coefficients  de  t  dans  les  sinus  ou  cosinus  des  valeurs  de  x,  y,  x',  y' 

il  faudrait  alors,  dans  les  termes  qui  contiendraient  les  sinus  on  cosinus 
de  II,  substituer  immédiatement  ces  valeurs,  et  intégrer  ensuite,  après 
avoir  réduit  les  produits  des  sinus  et  cosinus  en  sinus  et  cosinus  simples. 
Mais  ce  cas  ne  parait  pas  pouvoii'  exister  dans  noire  Système  planétaire. 

8.  Considérons  maintenant  les  variations  du  demi-grand  axe  de  l'el- 
lipse. Nous  avons  trouvé,  dans  le  n"  3.5  de  la  Théorie  citée,  (|ue  ce  grand 
axe  est  constant,  relativement  aux  variations  séculaires;  mais  il  ne  l'est 
plus  lorsqu'on  a  égard  aux  v;irialiiiiis  pcriodiiiues.  Cai'  la  (|uaiititi'  A.  (|ui 
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est  en  raison  inverse  du  demi-grand  axe.  est  telle  que 

dA  =  2{dQ.), 

en  désignant  par  Ulii)  la  différentielle  partielle  de  la  fonetion  il,  relati- 
vement aux  seules  variables  de  la  Planète  troublée;  par  conséquent  cette 
quantité  sera  essentiellement  variable,  mais  ses  variations  ne  seront  que 
périodiques,  puisque  l'expression  de  ' dil  ne  peut  contenir  que  des 
termes  affectés  de  sinus  et  cosinus. 

Prenons  pour  un  moment  r  pour  dénoter  le  demi-grand  axe  de  l'el- 
lipse variable  dans  laquelle  p  est  l'angle  du  mouvement  moyen;  on  anr;i 
par  les  n"*  34  et  37  de  la  Tbéorie  citée 

Donc  :  1° 

r 
et.  intégrant. 


/ 


</i> 


La  quantité  -  est  une  constante  arbitraire  qui  serait  égale  à  la  valeur 

movenne  de  -i  si  rintéi>rale  /  dii  ne  contenait  aucun  terme  constant. 
.Mais  nous  supposerons  que  cette  intégrale  contienne  encore  une  petite 
constante  arbitraire,  que  nous  déterminerons  en  sorte  que  le  niouvemenl 
moven  dans  l'ellipse  (jui  aurait  r  pour  demi-grand  axe  soit  le  même  que 
la  partie  uniforme /l  de  l'angle  p-hl,  conl'orinément  à  ce  que  nous  avons 
supposé  dans  le  n"  4. 

Si  donc  on  fait  r=^r-hp,  la  quantité  p  exprimant  ainsi  les  variations 
périodiques  du  demi-grand  axe,  et  (|u'on  néglige  les  secondes  pui.ssaïu'es 
de  cette  (juantité,  on  aura 

p  =  -  2  /"'  I  dll  . 

2"  On  aura  par  conséquent 

_dt  _dt_       Spdi 


358  TllKOUli;   IH:S    VVKIMIONS   PKRlOItlQlJES 

I\Iais  —7  est  la  valciic  de  dp  i\n\  auiail  lieu  dans  l'clli|)sc  doiil  le  (Icini- 

r 
iiiaïul  axo  serait  r,  et  (lUi'  iimis  avons  déjà  désigiu-i'  |>ai'  r//>;  doue,  iiilr- 
iji'aiil, 

p  =  p r    içxll  =  />-+-  3r  Llf>  i\ilil  ■>. 

?.  ;• 

Doue,  si  l'on  l'ail  /> -h  1  —  p -h  7;>,  la  (|iiaiitit('  ra  i'\|)rinianl   la  pailir 
|M'ri(>di(|iic  de  l'aniilf  /> -h  1,  on  ania 


;  =  I  -4-  3 


r  /  f//;  r  ^/12  ; 


cl  il  faudra  (|ii('  dans  ccllf  cxpicssioii  il  n'cntic  anctin  Icrnu'  |)ro|i(iili()n- 
ni'l  à  p. 

9.   Il  ni'  s'atçil  inainicnant  qnc  d'évalncr  la  (pianlitc  (dil).  Or  on  a  vn 
dans  l«'n^'4l  de  la  Théorie  cilco  que  celle  (|uantitéesl  rednclibieà  la  fornu' 

f/il   ,        (fi.1   ,        dil  , 

-j-  «/•  -t-  —r-  (la  H 7-  dz, 

(Ir  (tg      ^        dz 

/ clanl  iri  le  rayon  veetenr  de  l'orbite;  donc,  nésjrlii'cant  le  terme  '  ~  dz 

parce  (|n'il  contiendrait  les  secondes  puissances  des  inclinaisons  des  or- 
bites, ei  faisant  dans  les  autres  les  mêmes  substitutions  et  réductions 
<|iie  dans  \v  n"  i  ci-dessus,  on  aura 

,  ...        du  /.d'il  dLl\  ,      .    . 

{dil)=^dp+  [r-^-.,^.]  .xsmp^ycuspdj. 

-,   d'il    ,    ,    .    -,         ,         -,     ,- 
^  '  TIrdp  •*'  '^'"^'  ■^•''  ''"''^  '^^ 

-„    d'il    ,  .„    .    .„         „         .„     ,. 
+  r     .-„  ■-  [x  s\np  -+-  y   cosp  )  dp  -h  .  .  . 

I   d'O       _(Ji}\ 

d'H       ,        -,        ,.-,,- 

f/'i2    ,    „ ,. 

+  1  y.-.  —  ^x  cosp  —  r  siwp  )  dp -¥-...  . 


DES   MOUVEMENTS    DES   PL  VNETES.  3oi) 

Va  l'on  intégrera  cette  loiiiiiilc  d'une  manière  semblable  à  celle  t|iie  nous 
avons  in(li(]né(>  pins  liant  pnur  l'inté^Mation  di'  la  dillércnliclli'  dl. 

10.   Si  l'on  néglige  les  excentricités  et  par  consétincnt  les  quantités 
a:,  y,  x' ,  y' , . . .  <|ui  en  dépendent,  on  aura  siinplenienl 

Cette   dilï'érentiellc  est   inlégrable  rigoureuscnicnl;    car  en,  subslilnaiil 
la  valeur  de  il  du  n"  4  ci-dessus,  et  faisant  comme  dans  le  n**  6 

jp=  '^P  -  ^^'  =  ^^P  -  ^P'  ^. . .; 


J  '*'  L  '  '  V ''  —  irr'  QOS  p — p'    -+- r'' ] 

^  T'Vrcos{p—p")  1    1 

""  |_  '■  '  yP  —  irF'cosp  —  />"    -^r''^\ 


y  étant  une  constante  arbitraire. 

Otte  expression  multipliée  par  a/"-  et  |)i'ise  négativement  donnera  la 
viiieur  de  o,  c'est-à-dire  les  variations  i\\\  demi-grand  axe  en  tant  qu'on 
néglige  les  excenti'icités  des  orbites.  Mais  pour  en  déduire  ensuite  celles 
du  mouvement  moyen  qui  en  dépendent,  il  faudra  une  nouvelle  intégra- 
tion (|ni,  n'flHiit  pas  possible  en  général,  oblige  d'avoir  recours  aux  sé- 
l'ies.  On  pourrait,  à  la  vérité,  construire  l'intégrale  par  les  métliodes 
connues  pour  la  quadratuif  aritliméti(ine  des  courbes,  et  l'on  pourrait 
en  faii'c  de  même  [xiur  la  \:ilcin'  dr  dl  d:iiiN  ic  mcnir  i;is;  mais  on  n'au- 
lait  |)as  de  cette  manière  des  formules  générales  (|ni  tassent  connaître  la 
marcbe  des  variations,  et  l'on  n'aurait  pas  même  une  plus  gran<le  exac- 
titude (pif  par  les  séries. 


MO  iiiKouii;  iti:>  \\iii\iiti\s  i'i:iti(ii)i(H  i.s 

|-jii|)lii\;ii)t  (loiic  les  M'rics  du  ii"  ô  ci-ilcssiis,  un  :iiii;i 

I  ,/o  =__|[r.r;  ^(^[r,  F ],^j,-) cas ^f>-p'] +  [r;f'], vos?  [>--[>'  -+- 
-  M  'j-  '""l-^-  ([''•  '""]  -  p-,)fos7}-/î": -h [/-■,»■"]. eus 7/7    f,    i 


•'l'  1   'l'-''        -  —1(1  '■'  '■■  J-  -  F7  )  •'"'  /'  -  /'■  '  ^  :.  I  '  •  '■  I'  ^"'  ■•'•  '  I'  -    I' 
T 


'-.'■■-  ... 


.,.- j  SU)  1 /<  —  />'-+:-[/•, '•    |.  sur». i/v  — />     -+  . .. 


l/-  ^à'^.^'l   -    ïl^^"]----)/'- 


Or  illiiiil    ^i    i|iii'  l;i  Milnir  (le  57,  c'csl-ii-dirc 

iir  roiirn'iiiii'  iiucim  Iciiiii'  |)r'(i|)Oit ioiiufl  h  /)■.  r<;;il;inl   doiir   ;i   zcin  l;i 
>(iniiiir  ili'S  CDclliciciil^  dr  rc>  siiilcs  Ar  Iciiiics  d;uis  i  cl  d;iii> 


lin  aiir;)  I  i'(|iKili<in 


i  r  I  '/p  j   '/il  ), 


'   "llr~'  1/r 


') 


d'un  l'on  lu 
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Piir  le  inuycii  de  ces  siilislitiilions,  les  expressions  de  p  et  de  sr  du  ii"  S 
deviendront 

0  -  -  V  i^  ^^['"^''"1   _  T"  ^  ^tl^  _ 
P~  3  rfr  3  f/r 

+  2T'1;-|^(^[ /-,/-'],-  ^)  cos(p-  p')-t-[r,  F],cos-?.{p-  p'    -(-... 

+  2T"^I  ([r,  r"],-  j^j  cos  (/")—/>")  +  [/-,  r"],cosa(;^—/i")  +  .  .. 
-h , 

ro  =r  T'  [[[r,  F],]  siii:^  —  ^')  -+-  [[r,  F'],]  siiiaij;  —  /)')  -I-...1 
-I-  T"[[[;",  /""],]  sin(/j  — />")  -t-  [[;",  F"],]  sini{p—p"\  -i-...j 
4- , 

en  supposant,  pour  abréger, 

n  -  -/i  1         F'  /  3  2\        3F        _  aP  d[r,r'], 

'•'-        ^  ^        ;■  -  \«  -        Il  /        n-  *•        ^         «  dr 

rr-  -'1  T  3'~    r-  -m         ^''^  «^'[^F'],, 

'-'-         ^  ^  an  '  '■         ^         2«'        f/;- 

rr-  -n  i  ^F    ,_  _,,         aF-  d\r,  F'I, 


3w'^  3«'         r/;- 


et  ainsi  des  autres  expressions  semblables. 

tl.  Après  avoir  vu  comment  on  doit  déterminer  les  variations  pério- 
diques de  la  distance  moyenne  et  du  mouvement  moyen,  passons  ;\  la 
recherche  de  celles  des  excentricités  et  des  aphélies. 

Celles-ci  sont  contenues  dans  les  formules  du  n"  41  de  la  Théorie 
citée,  lesquelles  donnent  les  variations  des  (inantités  M  et  N  ou  .r  et  y; 
car  en  nommant  ).  l'excentricité,  y  la  longitude  de  l'aphélie  sur  le  plan 
de  projection  et  y;  sa  latitude,  nous  avctns  supposé 

X  =  1  ces/)  sincp,     >•=;  >,  cosvi  COS9. 

Or  on  a  vu  dans  le  n"  42  (ju'en  négligeant  les  carrés  des  excentricités 
V.  46 
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fl  (Ips  im  liiiiiisons,  les  formules  dont  il  s'ai>it  se  réduisent  à  celles-ci 

r/M=  —  /•'  -j-^  cosqaq  H — j—  i  2rsiii</(/(/       cosiidi  , 
ilN  =  r'-T^  siiiqaq  -+-  -j-    ■ncvaqi/i]  -+-  sinqdr). 

K;iis;iiil  d(MU'  (l;iiis  ces  tonimles  les  suhstilutinns  du  n*^'  't  ci-dessiis,  el 
cli;inoc;iiit  M,  X  en  .r,  v,  on  aura  des  équations  de  celte  tonne 

(/x-  =--    \  siap  —  Y  cosp)  dpf       dy  =    \  cosp  -k~  Y  sin^   dp. 

<lans  les(|uelles 

-^/i2        /        _f/Si  _    d'il  \         .    . 

\  ^^  '>  r  -y^  -+-     —  2  »•  -7^  -f-  ■>.  ;■'    ,_  ,_      .r  sin  w  -(-  )■  coso 
dp         \  dp  dpdrj  '  ' 

_.,    d'ià        ,    .    _,  ,        _;, 

-t-  2/w    ,_  ■_,  [X  siitp  -f-  y  cosp  ) 

-4-  2/-/-     ,_  ,_„  [x  sin/y  -H  )■   cosp    I  -t- .  .  . 
dpdr  '^  '^ 

(   .du     ,-</^o\         .       .  _ 

^^''dpdf  ^"^  cos/»-r  sm/.) 
+  4'  ^ip^j-,,  (^  cos/>  -.r"sin/) 


,,       -,  rfii       -,  rf'Û  ,       .    _ 

\  =  r-  -t::7  +  /•'  -jzr^  {x  S\np  H-  >■  COS/>  ) 

_.  _,    d'il       ,    .    ., 
-1-  i"r'    ■-  ._,  ijr'  sin/)  -1-  y  cosp 

-,.„    </'0        „   .    -„ 
■+■  r'r     ,_  ,_,;  (*"  sinp  h-  >■   ros»   1  -+- . 
drdr  '^  ' 


.dû 
dp 


d'il 


"ir  -7=-  +  2/'   ,_  ,_  )  I  X  cusu  —  y  siii» 
drdpj 


-,    d'H    ,    ,         _,  ,    .    ., 
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12.  Si  mainlenanl  on  siihstilue  clans  ces  expressions  de  X  et  Y  la  va- 
leur (le  il  en  série  (4  et  5),  qu'ensuite  on  développe  les  différents  pro- 
duits des  sinus  et  cosinus  en  sinus  et  cosinus  simples,  on  aura  des  termes 
pi'oportionneis  à  sin/}  et  cos/^,  lesquels  étant  ensuite  multipliés  par  sin^ 
et  ros/l,  donneront,  dans  les  valeurs  de  dx  et  dy,  des  termes  sans  sinus 
ni  cosinus;  ce  sont  ceux  que  nous  avons  déterminés  à  part  dans  les  n°*  43 
et  49  de  la  Théorie  citée,  et  auxquels  nous  avons  eu  uniquement  égard 
dans  les  équations  différentielles  en  ic  et  j  du  n''  50,  parce  que  nous  fai- 
sions alors  abstraction  des  inégalités  périodiques.  Les  autres  ternies  de  X 
et  Y  ne  pourront  donner  dans  dx  et  dy  que  des  termes  affectés  de  sinus 
ou  cosinus  d'angles  composés  de  multiples  de^,  p,  p'\  ...  :  et  il  faudra 
maintenant  tenir  compte  aussi  de  ces  termes,  pour  pouvoir  déterminer 
la  partie  périodique  des  valeurs  de  x  et  y. 

Désignons,  pour  abréger,  par  fX)  la  totalité  des  termes  atfeclés  de 
sinus  et  cosinus  dans  la  valeur  de 

\  i'xnp  —  V  cosy>. 

et  par  (Y'j  la  totalité  des  terme*  pareils  dans  la  valeur  de 

X  cos^  H-  Y  sin/7; 

.,,..,.  .  ,  ,     il.v     (ly    < 

il  laudra  donc  ajouter  respectivem^Mit  aux  valeurs  de  -j--  -y  des  e(|ua- 

tions  ditférenlielles  citées  les  quantités    X  -j--     Y;  -j--.  de  sorte  (juc  ces 

(|uanlités  formeront  maintenant  les  seconds  membres  des  deux  [)rcinièrfs 
équations  différentielles  dont  il  s'ai;it. 
.\insi,  puisque  '4j 

/-       '^' 


les  équations  complètes  seront 

((O,  l)-)-(0,  2)-l-.  ..j  V-H[o,  |],)-'H-[o,  2].V" 
((o,  l)  -I-  (O,  2i  -H.  .  .  j   .T  —  [o,  l]*-'— [o,  ?.].r"-f- 


d^  1.  ...  ^    .  \  .    r  ,      ,   .    r  1...    .  ^(X) 

dt 


46. 
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Ht'  mt'iiic,  on  (li'iiotant  par  X',  Y'  ce  que  devioniifiil  les  t'\|>irssioiis 
•It"  X  el  Y  lorsqu'on  y  cliange  r,  p,  x,  y  en  /-',  p' ,  x' ,  y' ,  et  ince  t^ersô. 
t't  par  'X').  fY'  la  totalité  des  termes  affectés  de  sinus  et  cosinus  dans 
li'S  vaicuis  (li> 

\'  sin^'  —  Y'  cosp',     X'  cosp'  -+■  Y'  sin/>'. 


•  M  aura  les  f(|uati()ns 

i/x'        I  \ 

-j- ^vl,Ol-|-(l,2)-l-...|    )■'-(-  [l,  o]>'-l-  [l.  ?.])•"  ■ 


(X') 


''>■'          /                                              \      ,        r          -,             r          1      r/                      (Y') 
-^ h    I     I  ,  O  I  -t-     I  ,  ?.     -h  .  .  .       X    —  [  I  ,  O  J  j:  —  [  I  ,  2  J  A-     —  .  .  .  =  T^  > 

et  ainsi  de  suite. 

13.  Comme  dans  les  premiers  membres  de  tes  équations  les  variations 
sont  linéaires,  cl  que  les  seconds  membres  peuvent  être  regardés  comme 
des  fonctions  connues  de  la  variable  l,  l'intégration  est  toujours  possible 
par  les  méthodes  connues.  Dans  la  Théorie  précédente  nous  avons  déjà 
donné  les  intégrales  complètes  pour  le  cas  où  les  seconds  membres  se- 
raient nuls;  et  ces  mêmes  intégrales,  en  y  faisant  varier  les  constantes 
arbitraires,  donneront  celles  des  équations  dont  il  s'agit  par  la  méthode 
indiquée  dans  le  n"  27  de  la  même  Théorie. 

Désignons,  en  général,  par  x,  y,  x',  y',...  les  expressions  de  x,y, 
x',y',...  trouvées  dans  cette  Théorie  (51),  et  soient  x-{-^,  j  +  |, 
.r'-f-  ^',  v'-l-  y, . . .  les  valeurs  de  x,  y,  x',  y', . ..  dans  les  équations  ci- 
dessus,  en  ayant  égard  à  leurs  seconds  membres;  il  est  clair  qu'en  y  sub- 
stituant ces  valeurs,  les  termes  en  x,  y,  x',  y,...  s'en  iront  d'eux- 
mêmes,  et  que  les  transformées  ne  seront  autre  chose  que  les  mêmes 
équations,  en  y  changeant  x,  y,  x',  y', ...  en  S,  t|/,  S,',  6'. ...  ;  et  comme 
les  valeurs  de  x,  y,  x';  y' , . . .  contiennent  déjà  toutes  les  constantes  ar- 
bitraires nécessaires  pour  l'intégration  complète,  il  sulfira  que  celles 
de  I,  (j/,  ^',  t|/', . . .  satisfassent  aux  équations  d'une  manière  (|uelcon(|ue. 

Or  les  quantités  qui  forment  les  seconds  membres  des  équations  dont 
il  s'agit  étant  dues  aux  forces  perturbatrices,  on  peut  supposer  ciue  les 
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valeurs  des  variables  5,  'l>,  5',  <j/',...  soient  très-petiks  du  nièiiie  nrdie, 
et.  dans  cette  supposition,  les  termes  qui  renferment  ces  nuMiies  variai)les 
sous  une  forme  tînie  deviendront  très-petits  de  l'ordre  des  carrés  île  ces 
forces,  puisque  les  coeflkienls  (o,  i),  [o,  ij,  (i,  o),  [i,  oj,...  sont  eux- 
mêmes  très-petits  de  l'ordre  des  mêmes  forces.  Ainsi,  comme  nous  né- 
tfligeons  dans  les  recherches  présentes  les  carrés  des  forces  perturba- 
trices, et  toutes  les  quantités  du  même  ordre,  les  équations  eu  |,  i/,  se 
réduiront  simplement  à 

(/;  _    X)       dd>  _  ;Y) 

Ti"  -i'     f/i  ~  _i  ' 

,.  .  ,.2 

7-  <ff 

d  OU  I  on  tire,  en  remettant  ap  pour  — -i 

1=  f  \  dp,    4'=/ V  dp. 

Kl  il  en  sera  de  même  pour  ;',  i 

14.   Si  dans  les  expressions  de  X.  Y  du  a"  1 1  mi  fait  d'aboril  abstrac- 
tion des  excentricités,  et  que  par  conséquent  on  y  néglige  les  termes 

multipliés  par  r,  y,  x' ,  y' ,  elles  se  réduisent  aux  ijuantiles  ir  —■> 

p-=^:   et  comme  par  la  substitution  de  la  valeur  de  12  en  seiie  il  ne  vient 
dr  ' 

aucun  terme  proportionnel  it  sin/?  et  cosyD,  on  auiM  siiupleineiii.  dans 

ce  cas, 

(Xi  =  X  sin^—  V  cosp,       \  )  =  X  ros/>  -i-  \  siii/^. 

L'intégration  de    \  dp  el    \  dp  ne  présente  aïKiuie  ditliculte.  puis- 

(pi'on  a    6; 

dp  —  dp'  =  n  dp,     dp  —  <lp  =  "'  dp,    •    : 

maison  peut  la  simplifier  beamoup  en  rcmaiiiuanl.  en  général,  que  si 
Msinn  est  un  terme  quelconque  de  X.  el  Neosil  li'  terme  correspon- 
dant de  Y.  n  étant  un  angle  tel  que 

d\i.  =  u.dp. 
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CCS  Icrincs  (lomu'ioiit  dans  l'intégrale  de  (X}dp  deux  termes  de  la  tonne 

PcosII  siii/i  —  Q  sinll  cos/J, 
et  dans  l'intéi^iale  de  '\]dp  les  termes  correspondants 

PcosII  cos/>  -h  QsiiiII  sinp. 

Eu  ellel,  en  dilTérenliant  et  comparant  les  ternies  analogues,  ou  par- 
vienl  aux  é(|natioiis 

P-/xQ=r  — N,     _aP-t-Q  =  M, 

il'oii  l'on  lire 

_  fxM  —  N       p,  _  M  —  f;tN 

I  —  jj.'  I  —  jj? 

()!■  dans  le  cas  présent  on  a 

\  =  2  /•  —fzr 

dp 

=  2T'r     \[^'^'']<  ~  ^r,]  sin  p  —  p'  )  -(-  2[r,  r'],  sin?.i/>  — /J'  I  -I- .  . . 

+  aT"r     M  r,  /""],  —  ^^1  sin{p  —  p"i  -h  2[r,  F'], sin 2 (/i  —  p" )  +  . .  . 

■+- , 

..      -,  dO. 
^='-dF 

^, .,  p/[/", /-']       (d[r,Fl        i\  .     _,       d\?,r'l  _     _„  1 

^-^  ''  [dr      ^[dr       ~  F^j  cosi/>-/)+     ^^-      C0S2(/?-;;)+...J 

^,„.\d[T,r"]       fd[T;P"l        i\  .     .„       d[7;r"]:  ,  _     .„  j 

-T'''[-^-^  +  (~^^-^.)eos(/>-//')+  -L_i  cos2(y,-y,  ,  +  ...] 

Si  donc  on  fait  successivement 

p,  r=  o,   n',    2n' n",  in",..., 

et  (|n'on  prenne  pour  M  et  N  les  ooeiricients  respectifs  des  sinus  et  cosi- 
nus dans  les  séries  précédentes,  on  aura  pour 


J{\)dp     et      f  Y  dp. 
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c'est-à-diie  pour  £  et  tf ,  des  expressions  de  cette  forme 

H  =  Z  s\i)p  —  H-'  cosp,     ^  --Z.  cosp  -+-  ^'  s\np, 
dans  lesquelles 

Z  =  T' [[[;",  F']  -t-  [['",/"'],  co'iip  —  p')  H-  [[r,  r'],ros'2  p  —  p'  ]  +.  .  .1 
+  T"[[[/-,  r"]  H-  [[r,  r'],  cos(^  -p")  -^  [[T;  F"],  rosi  p  -  p'  -(-...] 
-)- 

H=T'[[r.  r'l,]siii  />—/>' )  +  [r,  F  ],]  sin  2  (p~p') -h.  .  .J 
■+-  T'[[r,  r"l]sm{p-p")  -^  [r,  F'],]  sin  2  {p~p". -h.  .  .J 


en  supposant 


,,_  -,-,         _,  d[r,  F] 

[['■'  '•'].  = , -n ' 

I  —  n  - 

d?       +2.4«'/[r, /'], 

[[r,P],=:  — ^'— — ^^ , 

I  —  4" 


[  F,     F    ],  ]     = ^ ; ' 

,-,d[F,Fl  _,__, 

»'•'  dp  +2 /■[/•,  /■'].. 

I  —  4'* 


1  —  q/t'- 


»'l  ainsi  des  autres  fonctions  scuiMaldcs. 
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On  pourra  avec  la  iiirmc  t'acililé  tenir  compte  des  Icrmcs  iiiullipliés 
par  li's  variahlfs  w,  v,  x',  y', . . .  dans  les  expressions  de  X  et  Y;  ponr 

cela  on  y  changera  d'abord  ces  variables  en  x,  y,  x  ,  y' et  l'on  y 

substituera  leurs  valeurs  trouvées  dans  la  Théorie  des  variations  sécu- 
laires; on  n'aura  ainsi  à  intégrer  que  des  termes  en  sinus  et  cosinus,  et 
l'on  pourra  même  simplifier  beaucoup  le  calcul  par  des  remarques  sem- 
blables à  celles  (|ue  nous  avons  faites  {!). 

15.  Il  ne  reste  pins  (ju'ii  déterminer  les  inégalités  des  nœuds  et  des 
inclinaisons,  lesquelles  dépendent  des  équations  dillérenlielles  du  n"  39 
de  la  Théorie  citée:  mais  nous  réduirons  auparavant  ces  mêmes  équa- 
tions à  une  tniMie  pins  simple  et  plus  générale  à  (jncl(|ues  égards. 

V.i\  supposant,  comme  nous  l'avons  l'ait, 

I*       r    ■  Q       « 

4=  -jT^  =  e  Slll'i),        «  =  —  :=  9  cosw, 
K  n 

oii  5  représente  la  tangente  de  rinclinaisdu  et  '•>  la  longitude  du  noMid 
ascendant  comptée  depuis  un  point  fixe,  on  a 

Or 

^/P  =  T'(ij  -  ^)  ,y,-r,':dl^V'{^jr,  -  ^)  ir"z-rz")dt^..., 

dQ  =  T( '--)  ix'z  —  xz')dt-hT'(-^ \-\  ''X"z  —  xz")dt-\-.  .  ., 

d\{  =t(-, \t]    x'y—  xr')dl-^-T'(4T \rA  {x"r  —  xr" )dt  +  .  .  .; 


Qr—Px       ,     Q'r'—P'x' 

'  =  '^ïi '      '=-^-R' '•■•' 

donc 

j.-.rz  =  ^j^--j.r.»---.rr-v-,rr, 

/P      P'\      ,     Q    ,       Q' 
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liiisiiiil  CCS  snl)sliliirKms  (l;ms  les  viilciir's  de  ^/,v  cl  de  du,  cl  sii|i|)(psaiil. 
jKiiii-  alii'éger, 

Z  =  T'(^^-  ^j  [^u-u'^r'-,s-s')x'] 

-*-T"(4t TTj)  [ui  — u")y"—\s —s" )x"\ 


ils  =^Zy-rr-:  (lit  ^^  Lx  —  : 


cl  il  n'y  aura  plus  (|u';i  iiicllrc  pour  x,  j,  x  ,  y\  . . .  leurs  valeurs 

rcosij,     is'inij,     r'cosij',     r' s'uiq' , .  .  . , 

cl  pour 

I  I  I  I 

o"        a''        p"'        a"' 

les  expressions  en  séries  données  dans  le  numéro  cité,  ensuite  substituer 
partout  les  valeurs  de  r,  q,  r' .  q' ,...  en  p,  p',.... 

En  négligeant  les  quantités  du  second  ordre  (s,  u,  s',  a',...  étant  re- 
gardées comme  du  premier,  ainsi  que  x,  y.  x',  y',...),  il  sufFu-a  de 
changer  r  en  r,  q  en  ^  et  R  en  \/r  ;  ainsi,  à  cause  de 

,_       (h 

r  ' 
on  aura  alors  simplement 

ils  =  r-7.  sii\f)dp,     du  --  P-Z  cospdp, 
et 

/  =  'I"'  /  [(  u  -  II'  )  sin/3'  —15  —  4')  cos^'] 

x\  ^  —    r,r'  )  —  (  r,  F  \  cos  (^  —  p'  1  —    r,  r'   .  C0S2  (/7  —  /j' i  —  .  .  . 

■+-  T"r"  [(u  —  h"  1  sinp"  —  \s  —  s"  }  vôsp"] 

X  K^3  —  (  '",  '""  )  —  ir,  r"  i,  ces  :  /}  —  p"  )  —  (  T;  r"  i,  ces i(p -^  p")  —  . .  .  1 

les  i|uantilcs  ^", /'-'J,  ir,r'j,,  (r,  r'J.i,...  ctani  les  coctlicicnls  ilc  la  >cric 
V.  i: 
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_        _  —  - 

i|iii  l'cprcsciili'  le  ladical    r- —  2rr' vosfp  —  p' j  +  r'- \    -,  cl  ;iiiisi  des 

iiiilivs  roiictions  s('iiil)l:il)lés. 

16.  Si  dans  celle  expression  de  Z  on  développe  les  |»rodiiils  des  sinus 
et  cosinus,  il  viendra  des  termes  proportionnels  à  sin/>»  et  vusp,  lesquels 
donneront  par  consé(|uent,  dans  les  valeurs  de  ds  et  du,  des  termes 
exempts  de  sinus  et  cosinus.  Ce  seront  les  mêmes  que  nous  avons  tr()u- 
vés  dans  l'endroit  cité  de  la  Tixèorie  des  variations  séculaires,  et  (|ui  nous 
(Hit  (Idnnc  les  ('(lualiiiMs  pour  les  variations  séculaires  de  s  cl  u;  et  coninie 
l'analyse  précédente  est  indépendante  de  la  condition  r/R  ==  o,  que  nous 
avions  employée  dans  le  même  endroit,  il  s'ensuit  (|in'  les  é(|ualions  dont 
il  s'agit  auraient  egaleinenl  lien  (luaiid  même  le  grand  axe  de  l'orltite 
serait  aussi  sujel  à  des  variations  séculaires;  qu'ainsi  noire  Théorie  des 
noMuls  et  des  inclinaisons  des  orbites  planétaires  subsiste  indépendani- 
niciil  (le  rinallciabilile  des  distances  nioycniies. 

A  l'égard  des  autres  termes,  ils  ne  pourront  donner  (|ue  des  sinus  et  co- 
sinus dans  les  valeurs  de  ds  et  du;  nous  les  avons  négligés  dans  les  é(|na- 
lions  (lu  n"  U)  de  la  Théorie  citée,  pai'ce  (jii'il  n'clail  (iiicstioii  alors  (|ue 
des  variations  séculaires;  mais,  pour  avoir  maintenant  les  valeurs  com- 
plètes de  dsk'X  du,  il  faudra  ajouter  ces  termes  aux  ecpiations  dont  il  s'agit. 

Désignons  par  fS)  la  totalité  des  termes  en  sinus  et  cosiinis  de  la  va- 
leur de  /"'-Z  sin/>.  cl  par    l   i  la  Idtalile  des  ternies  |)areils  dans  la  valeui- 

de  r-Zvnsp;  il  l'audra  donc  ajtrnter  respeclivemciil  aii\  >alcurs  de   -jj, 

^  les  (luantites    S ,  -/-'  f  U    -/-ï  de  sorte  (iiie  ces  (iiiaiilités  Inrineront  les 
i/t  '  (It  (Il  '  ' 

seconds  iin'inbres  des  éipiations  du  nuiin-ro  cite,  les(|uelles  deviendront 

(le  celle  manière 

(/s  ,        ,  „  (S) 

—. h  I  l>,  I  i  i,  M  —  M    )  H-  (  o,  2  )  {II  —  U     )-(-...=   — ^  ■) 

P  ' 

'I"  ,  „  iU) 

-j-  —{«>,>)  t.  4  —   S  )  —  iO,-?.)  [S  —  S    }  —  .  .  .  =  ^  ■> 

r  ' 

cl  ainsi  dc-<  antres  c(|nati(ins  scmblablo. 
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17.   On  appl'uiin'i'a  à  ces  <'(|uations  le  qui'  nous  avons  dit    13    relali- 

venient  aux  équations  en  x  et  v.  et  l'on  en  conclura  (|ue  si  s,  û,  s',  ii',... 

désignent  les  valeurs  de  .v,  u.  s  .  it' , . . .  déterminées  dans  la  Théorie  des 

variations  séculaires .  et  (lu'uii  sU|>|)ose 


.5=5     -t- 


on  auia  avec  assez  d'exaclitnde 


(7  =  /Si  dp,     u^^  \    [j   dp. 


et  ainsi  de  -:  ,  j' 

Au  reste,  comme  la  quantité  Z  du  n"  15  ne  contient  que  des  termes 

déjà  multipliés  par  s,  u,  s',  u il  s'ensuit  qu'en  faisant  abstraction. 

dans  l'effet  des  forces  perturbatrices,  des  .inclinaisons  des  orbites,  les 
quantités  dont  il  s'agit  seront  nulles;  par  conséquent  on  aura  aussi  dans 
cette  hypoilièse  {'à)  el  (U    nuls,  et  de  là 

et  de  même 

7'  =;  o,     v'  ^  o, . . . . 

Lorsqu'on  voudra  pousser  l'exactitude  plus  loin,  ce  qui  cependant  ne 
parait  guère  nécessaire  dans  la  Théorie   du  système  planétaire,  il   n'y 

aura  qu'à  substituer  dans  Z  pour  .ç.  w,  s',  u' les  valeurs  déjà  connues 

*,  M,  s' ,  u t  intégrer  les  dillerents  termes  (|ui  en  proviendront,  sui- 
vant les  méthodes  oïdinaires.  Sur  quoi  voyez  ce  que  nous  avcuis  dil    7  . 

18.  La  pratique  onlinaire  ile>  Astronomes  dan?-  le  calciii  des  Plaiieles 
est  de  chercher  d'ai)or(l  le  lieu  dans  i'orhite.  et  de  le  réduire  ensuite  à 
récli|)ti(pie.  (le  lieu  dépend  de  la  longitude  moyenne /? -I- ii!  et  des  élé- 
ments de  roi'bite.  c'est-à-dire  du  demi-grand  axe  r,  de  l'excentricité  >.  el 
de  la  ionç;itude  de  l'aphélie;  or.  quoi(|ue  dans  les  oi'biles  peu  incliuies. 
comme  celles  des  Planètes,  la  huigitude  de  l'aphélie  dans  l'orbite  soit 
pres(pie  la  nu-me  ^\l\v  sa  longilude  dans  reiiipli(|ue.  i|ne  nous  avons  de- 
signée par  0,  si  l'on  voulait  ueaunioiii>  la  (lelerminer  rigoureusement 

4: 


372  ÏIIKOHIK    DKS   NVKIMIONS   l' itlUODlOl!  ES 

|);ir  ii(i>  ioniuilcs,  il  faudrait  taire  attention  t\m\  oj  clunl  la  lontiitiKlc  du 
nœud  dans  le  plan  de  projection ,  sa  longitude  doit  cire  e\|)riniee  par 

I  CDsi {/'•>.  /t'iani  l'angle  d'inclinaison;  car  il  est  cvidcnl  (|uc,  tandis  (juc 

le  meud  avance  de  l'angle  r/'o  dans  le  plan  de  projcclion.  il  n'avance  dans 
le  |dan  de  l'orliilc  (|Uc  de  l'angle  cos/c/'.j.  (|ui  es!  le  coté  adjacenl  il  l'angle  /' 
dans  le  triangle  rectangle  dont  rA.j  est  l'In  poteinisc. 

Ainsi,  nommant  il  la  longitude    1  cos/rAo  du  nœud  dans  i'orliih'.  'I'  la 

longitmle  de  l'aphélie  dans  la  même  oil»ile,  cl  y;  la  latitude  de  cet  aplndie 
comme  dans  le  n"  9  de  la  Théorie  des  variations  scviilaires.  et  considé- 
rant le  triangle  spliéri(|ue  rectangle  dont  <1>  —  i]  est  riiy|»olénuse,  o  —  o), 
r,  les  deux  côtés,  et  /  l'angle  opposé  au  coté  y),  on  aura  par  les  l'or- 
mules  connues 

^       /.         siii/;  .        ,, 

snii'P  —  12)  := -^-»      rosi<I*-^i2    -- cos,  »  —  ?.))  cosy;  ; 
sin( 

l'aisanl  les  substitutions  du  numéro  cite,  on  aura 

/  sin  <l>  —  ii   =  — — :,     /.  cos  <!>  —  i>    r=  M  sinvo  -t-  N  eo ^ <.^. 
sm/ 

Or 

L  =  i  M  cosr,)  —  N  SIM  r.)  )  tarifa /; 

dune.  puis(|ue 

hi  pieiiiieic  iMjiKilidU  dexieudra 

/.  sin  <P  —  12  I  ^  M  cos'.i  —  N  siii'.i  ^  I,  i;oifi  -i 

hopudlc.  <-lanl  coinliinec  avec  la  seconde,  donnera 

>,  siii»l' ^-- M  cos  '.p  —  12    --   N  sin  m-  12    +  L  lanj;  -  i(isi2, 
).  cos<l>  =  M  sin  ',.  —  12  I  -t-  N  fos  ',1-12    -  I,  liini;  '  sin  12. 
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\in  ajoutant  ciist'iulilc  les  carrés  de  ces  é([uatii)ns,  on  aura 

1-'  =  W  +  N=  +  L', 

comuie  cela  doit  élred'après  nos  formules  primitives,  et  en  les  divi^aiii 
l'une  par  l'autre  on  aura  la  valeur  de  tang#  en  quantités  toutes  coimiio, 
puisque  les  angles  'ji  et  i  sont  donnés  par  les  formules 

«  =  vang/sinc),      «  =  tang/ roso. 

Si  l'on  voulait  au  contraire  déterminer  les  valeurs  de  N.  .M,  L  en  / ,  <l>. 
Ll.  v,  /,  ce  qui  pourrait  être  utile  dans  (|uelques  occasions,  on  trouverait 
par  les  formules  précédentes 

N  =  X[cos(<I>  —  Û)  coso)  —  sin  <I>  ~  U  sinMCOSj], 
M  =  A[cos($  —  Q.)  sinoj  -t-  sin^  —  Q  i  cos&)COSj], 
L  =  Xsin  <I>  —  i2  sin/. 

19.  (]omme  l'objet  final  des  observations  et  des  calculs  astronomi(|ues 
relativement  aux  Planètes  se  réduit  toujours  à  la  détermination  de  leurs 
lieux  rapportés  à  l'écliptique,  et  que  cette  détermination  ne  dépend  (pic 
de  trois  éléments,  de  la  distance  accourcie  ou  rayon  vecteur  de  l'orbite 
projetée,  de  la  longitude  vraie  ou  angle  de  ce  ravon  avec  une  ligne  tixc. 
et  de  la  latitude  ou  angle  du  rayon  vecteur  de  l'orbite  vraie  avec  celui 
de  l'orbite  projetée,  il  sulFira  de  connaître  les  altérations  (juc  ces  clé- 
ments doivent  subir  par  l'elfet  des  variations  péiiodi(|ues  (jue  nous  avons 
déterminées. 

Cet  effet  consiste  à  changer  les  éléments  de  l'orbite 


;■,     X,     y,     s.     Il 


et  la  longitude  moyenne/^  en^-l-ST:  ainsi  il  n'y  aura  (|u'à  faire  ces  clian- 
gements  dans  les  expressions  connues  de  la  longitude  vraie,  du  rayon 
vecteur  et  de  la  latitude,  calculées  poui-  une  ellipse  invariable.  Par  con- 
sé(|uent.  si  ^r  est  la  longitude  vraie,  rie  iayi>u  vcclciir.  /  la  tangente  de 


37'.  THÉORIE   DES   VAHIATIONS   PÉIUODIQU  ES 

l;i  hilitiult',  ces  qiuintités  étant  exprimées  |);ir  l'angle^  du  iiioiivciiieiil 
moyen,  et  par  le.s  élémenls  r,  x.y,  s,  li  supposés  constanls.  on  aura,  eu 
négligeant  les  earrés  (]<'s  toi-rectious  o,  ^, . . .  dues  aux  l'oiccs  pcrlnrlta- 
Irices, 

Correction   de  la  loiii^ilude 

dq  dq  .,       dq    ,        dq  du 

i/p  dx  ■       </)  as  du 

Correction  du  nnon  vecteur 


dr 

dr 

dr 

ilr 

dr 

dr 

TB  -+- 

? 

+ 

^ 

-♦- 

7  -¥- 



u  -+- 

dp 

dx 

dr 

ds 

dû 

dr 

Correction    de  la  lanaente  de.  latitude 


dl      _^  ^  -  ^  ^  ,,         <i]_  di. 

dp  dx  '■       dr  '^       ds  dû 


20.  Ia's  expressions  de  q,  r,  lenp,  r,  x,...  peuvent  se  déduire  immé- 
diatement des  formules  de  la  Théorie  citée  (29  et  suivants).  Car,  en 
n'ayant  égard  qu'aux  quantités  très-petites  du  premier  et  du  second 
ordre,  ce  qui  suflif  dans  la  rcclierclie  présente,  on  auia 

(y  =;  /'  -4-    B  ,  co^p  —  [{'.)  siii/i  -I-  1 IJ  )  cos2p  —    E   siii  ■? p, 
où 

(D)=:-Ô-Py, 

de  sorte  qu'en  faisant  les  siilisliliilioiis  du  n"2.  cl  cliani;c;ml  .M.  N,  p-   't 
en  .r,  y,  i,  û,  on  aura 

-  .    _       5x7- — *•«                  5(x' — r^)-f-J7'—  5-    . 
q  'P -h  y.xcosp  —  7.}sinp — cos-.'p : — y-  -^tn-?/). 
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Puur  le  liivon  vecteur  /•  de  l'orljife  projetée,  un  ;iuia  il"al)m(l  celte 
série  en  q 

_r        _   .  _  fx'  —  r'-       s'  —  WX 

/■     i-t-  .rsmq  -f-  )-cosg  —  I — 1 7 —  1  cosaç 

/__       su\    .               x^ -h  y'        î- +  «'  1 
-t-  (  xr  -i 1  sni  2^ ■■ ; —    î 

la(|nelle  par  la  suhslilutiua  de  la  valeur  précédente  de  q  en  p  dunnera 

I  -^-  X  sinp  -+-  rcosp  -+-  ( ^ — y —  1  cosa/j 

—  I  xy )  sin 2/j  H ■ -, —    • 

Kntin,  pour  la  tangente  de  la  latitude,  un  a  l'expression 

2       _   . 

—  =  ?/  siiia  —  ■$  rosa; 

!• 

de  sorte  qu'en  substituant  aussi  la  valeur  de  1/  en/3,  on  aura 

l^=risu\p  —  jcos^-i-    xU  —  ys   ros2p-h    xs  —  yû   s\n-îp.-h  xfi  —  ys. 

Ainsi  l'on  truuvera  par  des  ditlerentiations  partielles  les  valeuis  des 
(|uantités  d'où  dépendent  les  corrections  cherchées. 

21.  Si  dans  ces  corrections  on  néglige  d'ahord  les  excentricités  et  les 
inclinaisons  des  orbites,  on  aura  siniplemeul  par  les  foiiunles  précé- 
dentes 

dq  (la  .       dq  .    _ 

-;i=I,  7l;  =  2rOSW,        ^=    —  2Sin«, 

dp  dx  '        dy  '^ 


dr                dr  _    .  -        dr 

dr  dx  '^        dy  ^ 

Jl  dl         .    _ 

-yr    =  —  rosw,  ,_          SU1W, 

ds                  "^  du            '^ 


■l  loule.s  les  autres  ditlerences  partielles  seront  nulle;- 
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Don.   : 

i"  La  corri'clidii  de  la  loii^itiidc  dcvifiidi'a 

cî  -H  2^  cosp  —  3.  ijy  sinp, 

el',  nieWanl  pdur  ;  cl  1  les  valeurs  troiivrt's  dans  le  ii"  W,  elle  se  réduira 
il  CT-  2>r: 

2"  La  finicclioii  de  la  latiliidc  sera  mille.  puis(|iic  les  (|iiaiilites  ':  el  -j 
di-vieniicnt  milles  dans  le  cas  dont  il  s'agil  (  17j; 

^"  La  coireclion  du  rayon  vecleur  sera 

p  -I-  pi  'i  sin/?  -4-  ij>  ces/}  i, 

lat|iiclle  pai-  la  suiisliliilioii  des  valeurs  de  z  cl  i]/  se  réduit  il  (j  +  rZ. 

Les  valeurs  de  o,  rs,  M  ,  £  ont  été  données  dans  les  n"'  10,  14;  en  les 
réunissant,  on  aura  ces  t'oi'mules  très-simples 

Correction  de  la  longitude 

3   \  _r-   -,i         /'  2  -^  \   '"M  sin (/>—/»') 


,.„  r  2   -,d\r,r'\,  (          3  \  _._  -,,  /          2         3  \   /•*  |sin(ô  — 

\  n'           dr  \         n'^  )     ^         ^  \         n'       n^/r'^J       i  —  «' 

'n,r  '■    -,f^['~' '^']'  /            3    \  _,_  _,,  1  sin2(ô  — ô' 

L2«               •  «/•  ^                2«'^/        ^  ^J           I  —  4« 


L3/i'  f/r  \  3«'/     "•         ^J       I  — 9»- 

(oneclion  du  rayon  vecteur 

3       dr  {  dr  n'      '•         ^         \         «'/  '''J       1  —  n" 

\  dr  n'      ■■         J   /        I  —  4rt'- 

-t-  r     /■'    '■  ,-       -f-  -7  /-M  /■,  /•  ]z    f- — 77— 

\  dr  n'      '■         '  J       I  —  c)n'' 


Ce^  lorMiiiles   icprcscnlciil    les  inci;alilcs    peri(idi(|ues   d'une    Plaiiclc 
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i|ncl((imnic  T  tidulilcc  par  une  auln*  Planèti'  T',  la  masse  du  Soleil  danl 
prise  [)our  l'unité;  elia(jue  Planèle  perluibaliiee  en  donnera  de  pareilles, 
el  leur  somme  exprimera  l'etret  total  des  pertuihations,  eu  tant  (|u'on  l'ail 
alisiractiou  des  excentricités  et  des  inclinaisons  des  orltites;  ce  (|ui  sullil 
dans  la  plupart  des  cas.  Le  calcul  ne  sera  pas  plus  dillicilc,  mais  seule- 
ment un  peu  plus  long,  lors(|u'on  voudra  tenir  compte  aussi  des  termes 
dus  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons. 

Quant  à  ra|)plicatiou  de  ces  foi'mules  aux  Planètes,  elle  n'aura  d'autre 
dilliculté  (juc  celle  (|ui  consiste  dans  l'évaluation  des  fonctions  r,  r  j, 
[/",  /~'J,,...  et  de  leurs  différences;  et  nous  avons  aussi  déjà  donne  tous 
les  secours  nécessaires  pour  ce  calcul  dans  la  Tlicorie  des  ranalions  sccii- 
laires.  à  laquelle  nous  renvovons. 
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SUR 


LES   VARIATIONS   SÉCULAIRES 


MOUVEMENTS  MOYENS  DES  Pr.\NETES. 


{Nniii'Caii >■  iilriiKiirrs  ilc  l\l< (iil<hiiir  r(iiû/r  ries  Scifiices  et  liellrs-I.ellies 
<lc  Berlin,  année  1-83.) 


Les  observations  ont  fait  apercevoir  des  variations  dans  les  révolutions 
de  Jupiter  et  de  Saturne,  mais  on  n'a  pu  encore  les  expliquer  par  la  Théo- 
rie de  la  gravitation.  M.  de  Laplace,  ayant  calculé  en  détail  les  termes 
proportionnels  au  carré  du  temps  que  les  forces  perturbatrices  d'une  Pla- 
nète peuvent  introduire  dans  l'expression  de  sa  longitude,  trouva  (|ii(' 
ces  ternies  se  détruisaient  mutuellement,  du  moins  dans  la  première  ap- 
proximation. Ce  résultat  m'a  donné  occasion  de  chercher  rigoureuse- 
ment, et  par  une  méthode  directe,  la  loi  des  variations  du  grand  axe  de 
l'orbite  d'une  Planète  troublée  par  l'action  de  plusieurs  autres;  et  j'ai 
démontré  que  ces  variations  ne  pouvaient  être  que  périodi(|ues,  et  rela- 
tives aux  configurations  des  Planètes  entre  elles;  d'où  il  s'ensuit  (|ne  le 
mouvement  moyen  d'une  Plani'te  ne  peut  être  sujet  à  aiuune  variation 
séculaire,  en  tant  que  cette  variation  dépendrait  du  grand  axe  de  son  or- 
bite; mais  comme  les  autres  éléments,  l'excentricité,  i'iiu  linaison ,  les 
lieux  de  l'aphélie  et  du  nœud  sont  au  contraire  sujets  à  des  variations 
séculaires,  celles-ci  ne  pourraient-elles  pas  intluer  dans  le  mouvement 
moyen  et  y  produire  aussi  des  variations  du  même  genr'e? 


m-2  si'u  Li:s  \  MU  VI  IONS  si-:(:iîlmki:s 

l);iiis  la  Théorie  (|iie  je  viens  de  (loiiner  sur  les  variations  périodiciiies, 
j'ai  lait  voir(|iie  l'ell'et  des  variations  des  élémeiils  de  l'orhite  sui'  le  nion- 
veineiit  iMONeii  n'est  (|ne  |)eiio(li(|ne  tant  (jn'on  n'a  ci^ard  (|n'au\  |ire- 
niières  dimensions  des  exeenti'ieités  et  des  inclinaisons;  cl  j'ai  avance  en 
même  temps,  (lu'en  portant  la  précision  jns(|n'anx  secondes  dimensions 
de  ces  (|iianliles.  on  tronNcrait  des  termes  (|ni  donneraient  des  é(|ualions 
séculaires  dans  le  mouvement  moyen.  Il  ne  s'agit  donc,  pour  décidci'  la 
i|ueslion  des  variations  séculaires  des  mouvements  moyens  des  l'Iani'tes, 
(|ue  d'exécntci'  l'analvse  (|ue  nous  avons  indi(|uéc  et  d'en  appli(|iier  en- 
suite les  résultats  il  (lia(|iH'  Planiste  ;  c'est  l'oltjel  du  présent  Mémoire,  (|ui 
doit  être  i-ej;ar(lé  coinnu'  un  supplément  i\  la  Théorie  générale  des  varia- 
tiofis  séculaires. 


si-:(;tio\  pkkmikre. 

KOIIMCI.KS   «KNÉIIAI.KS    l'Olll    I.  A    \  A  11  I  A  T  1  O  N    S  K  (.  l  I.  A  I  IIK    I)  C    MOUVKMKNT    MOVKN. 

1.  L'analyse  donnée  dans  la  prcmii'rc  l'ailie  de  la  Théorie  des  raria- 
tinns  séculaires  h\\\  voii'  : 

i"  Que  l'expression  du  rayon  vecteui',  |iar'  la  loiii^itinle  viaie  ou  ani;le 
décrit  |)ar  ce  rayon  sni'  un  plan  fixe,  est  la  même,  soit  (|in'  les  éléments 
de  l'orhite  soient  constants  on  varialdes;  et  (|ii'il  en  es!  de  même  poui' 
l'expression  différentiidie  de  ce  rayon; 

2"  Qu<'  la  même  chose  a  lien  pour  l'expression  de  la  laliliule  par  la 
huigitude,  ainsi  (pie  pour  la  dillércnlielle  de  celte  expression; 

i"  Qu'à  l'ci^ard  de  re\|iression  de  la  hm^ilude  nnivcnnc  |)ar  la  lonij,i- 
tiule  vraie,  il  n'y  a  {\\w,  sa  dillérenlielle  (jui  soil  la  nu'ine  pour  les  élé- 
ments constants  ou  variahles;  l'expression  finie  doit  être  dilléreiite  ii 
raison  de  la  variahilite  des  (di'nK'nls  (29  et  suivants). 

1.  1,'cipialion  dillcrrnllcllc  entre  la  loni;itude  moyenne />  cl  la  loni;i- 
Inde  viaie  y  est  de  la  lipiine 
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/fy)  étant  iiiu'  fonclioii  algchruine  de  sinus  et  cosinus  de  «y,  dans  la(|ut'llc 
les  éléments  de  l'orbite  entrent  comme  coetlicients.  Soit  F'yj  l'intégrale 
Aef[<j)dq,  en  regardant  ces  éléments  comme  constants;  on  aura  alors 

d'où  l'on  tire 

q  =  ^  p); 

c'est  l'expression  de  la  longitude  vraie  |)ar  la  movcnne  dans  les  orhih^s 
invariables. 

Lorsque  l'orbite  est  variable,  Y{q]  ne  seia  plus  l'intégrale  exacte  de 
f(q)dq;  car  la  différentielle  de  F(y)  contient,  outre  la  partie /(<yjf/r/ 
due  à  la  variabilité  de  q,  encore  celle  qui  Vient  de  la  variabilité  des  élé- 
ments; de  sorte  qu'en  dénotant  celle-ci  parla  caractérisli<|ue  o.  cl  la  dil- 
férentielle  totale  par  la  caractéristi(|ue  ordinaire  d,  on  aura 

d¥[q)  =/(  q   dq  -r~  èViq); 

donc 

f\  q )  dq^^  dp~dF[q)  —  dV>q), 

ou 

dp  -h  oF{q  !  -;  d¥  q),       ' 

et,  intégrant, 

P+jàTq    ^    F(^i, 

é(|uation  d'où  l'on  tirera  ensuite 

q  -    *    p+  \oV{q     . 

On  voit  |)ar  là  (|uc  la  vaiiabilité  des  éléments  de  l'orliile  ne  lait  (|u'aj(iu- 
ler  à  la  longitude  moyenne  p  la  (pnnitile  |  oFi/  ;  c'est  celle  ([ue  iioiis 

avons  dénotée  par  i  dans  le  Mémoire  précédent;  en  siiric  (pic  l'on  aura, 

en  général, 

dl~à¥{q). 


:{8i  SrU    I.KS   NMUATIONS  SliCU  LA  I  KKS 

'.\.  Donc  la  (It'lfnuiiiatioii  ilii  lien  (rmic  Plaiii'lc  dans  une  (irl)ih'  va- 
lialilc  ft  ti'oiililci'  par  l'action  îles  aiilres  IManolcs  dépendra  dos  mêmes 
rormulcs  (|iu'  si  les  ('lémcnts  de  l'orijilt'  étaient  constants,  pourvn  qu'on 
\  prenne  p  ~  -  pour  la  lonj^ilude  nutvenne. 

Ov  l'angle  p  dépend  du  temps  et  du  demi-i;ian(l  axe  de  l'ellipse  de  la 
même  manière  que  si  cet  axe  élail  constant,  puis(|n'on  a,  en  nommant  / 
le  demi-grand  axe, 

et  nous  avons  vu  (juc  la  valeur  de  r  ne  saurait  jamais  contenir  des  inéga- 
lités séculaires,  de  sorte  (jue  la  valeur  de  l'angle  yj  n'en  saurait  contenir 
non  plus;  donc,  si  l'angle  p  ^  1,  qui  doit  taire  la  t'onctioii  de  longitude 
moyenne,  peut  contenir  des  variations  séculaires,  elles  ne  peuvent  veiiii' 
que  de  la  (pianlité  1;  ainsi  tout  se  réduit  à  examiner  si  cette  (|uantité 
peut  ( oiitenir  de  pareilles  inégalités. 

On  suivia  pour  C(da  une  méthode  semlilahle  ii  celle  pai'  la(|nelle  nous 
avons  reclierclié  les  inégalités  séculaires  des  éléments  de  l'orbite;  on  dé- 
veloppera la  valeur  de  la  did'érentielle  dl  en  séries  de  sinus  et  cosinus 
d'angles  multiples  des  longitudes  moyennes,  et  l'on  ne  retiendra,  après 
toutes  les  substitutions  et  réductions,  (jue  les  termes  (|ui  se  trouvei'onl 
débarrassés  de  tout  sinus  et  cosinus  de  ces  angles. 

4.  On  commencera  donc  par  chercher  la  valeur  de  la  l'onclion  F(y); 
ensuite  on  la  difFérentiera,  en  y  faisant  varier  seulement  les  quantités 
dé|)endantes  des  éléments  de  l'orbite,  et  l'on  y  substituera,  à  la  place  des 
diilérentielles  de  ces  quantités,  leurs  valeurs  données  dans  la  première 
Partie  de  la  Théorie  des  variations  séculaires;  on  aura  ainsi  l'cxpicssion 
générale  de  dl;  et  comme  nous  avons  vu  dans  le  Mémoire  précédent  (jue 
les  termes  qui  peuvent  donner  des  variations  séculaires  dépendent  des 
secondes  dimensions  des  excentricités  et  des  inclinaisons,  il  faudra,  dans 
le  développement  de  la  fonction  ¥'q  ,  |)ousser  la  précision  jusiju'aux 
troisii-mes  dimensions  de  ces  quantités  inclusivement;  c'est  ce  qui  rend 
le  calcul  long  et  épineux,  par  l'atteution  (|u'il  faut  y  avoir  poui'  n'omettre 


Jj 
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aucun  des  termes  qui  peuvent  donner  des  équations  séculaires.  Pour  le 
simplifier  autant  qu'il  est  possible,  nous  ferons  d'abord  abstraction  de 
l'inclinaison  de  l'orbite;  nous  verrons  ensuite  comment  les  IcmiuuIc> 
trouvées  pour  ce  cas  s'appliquent,  en  général,  aux  orbites  dont  ja  posi- 
tion est  variable;  et  nous  donnerons  même  à  cette  occasion  une  nouvelle 
analyse  pour  la  détermination  des  variations  séculaires  des  éléments  de 
l'orbite. 

5.  Avant  déjà  donné  dans  le  Mémoire  précédent  (i)  l'expression  gé- 
nérale de  F'^  ,  exacte  jusqu'au  degré  de  précision  qui  est  nécessaire 
dans  la  recberche  présente,  nous  nous  contenterons  de  l'emprunter,  en 
y  effaçant  seulement  les  termes  affectés  des  quantités  P  et  Q.  lcs(|nfllfs 
deviennent  nulles  dans  l'iiypotlièse  de  l'orbite  nmi  inclinée. 

On  aura  donc 

3MN  3(N^-MM    . 

F  ç    =  ç  —  aM  cosq  -4-  aN  sniç cosaç  H ; sm iq 

1  4 

3MN^-M^        ,         N^— 3NM     .    , 

cos:>(7  H sin37, 

3  ^  3  ' 

et  la  différentielle  prise  en  faisant  varier  M  et  N  et  regardant  q  comme 
constante  sera  la  valeur  de  d^. 
De  sorte  qu'on  aura 

3  M 

f/2  =  —  2  cos(/ (/M  —  sin^  f/N sxwi.qd'W  -f-  ros  i </  d\ 

H cos2gr/M  —  sina^r/N'i  —  a.MN  sin3(/r/M  -h  ros3^f/N 

-(-(M=  — N-     çÇf^-^.qdW  —  >\\\'^(^d\  . 

Les  valeurs  de  dM  et  dy,  ont  été  données  dans  le  n"  il  de  la  Thcone  des 
variations  séculaires  (') .  Dans  le  cas  présent,  les  termes  cpii  contiennent  r 
doivent  disparaître,  puis(|ue  ;  est  l'ordonnée  perpendiculaire  au  plan  de 
projection;  les  valeurs  dont  il  s'agit  se  réduisent  alors  à  la  forme  de  celles 
du  n°  42  de  la  même  Théorie;  de  sorte  (jn'en  piciianl  ;.  |huii'  demiier  le 

(*)  f''oir  à  la  page  17C  de  ce  volume. 

V.  49 
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r;i\iiii  vi'cti'iir  il  l:i  |il;nc  df  l:i  Icllrr  /'  ipic  lunis  idiiscivci'inis  |)(uir  cxpii- 

iiiiT  If  il('mi-j,'iaii(l  ;i\i',  on  ;Hir;i 

./.N  ^-    ,     siii./(/p  +  h-.p-,-  lus 7  -+  p-  -,     MiK/    'Ay: 

ili'iic,  l'aisMiil  ces  Mil)sliluli(iiis  cl  icdnisiiiil .  mi  ;iiii;i 

.11.    .[rr,,,^.y^,, 

i  M  ,  f/ii     .        ,  (/<>  ,  '/li     .        ,   \ 

■'     \  f/(y  '  (/(/  '      '  r/p  / 

J<>  (/'2  (/'i 

'  f/(/  '    '  '    ,1,1  '     '  (l'j  ' 

|)iMil  mrllrc  sous  celle  i"oriiie 

/  (h  >  (/<  •      ,         </'  ' 


c\|)r'cssioii  iin'oii  pciil  mcllrc  sous  celle  iiuiin 

(lii       ,         ,/n    .  ,       ..'/il 

Il  l'iiisiiiil 


\  :  -  •>. -H  -      siiu/ +    --- c(iN(y   .    ■MNsiir»'/    -    1\I- -     N')ros?.(/. 

B  :^- .3N  siii'/  -   JM  cos'/  -     ■    \r^  -  N'   siii  •7  -    (MN'os?.'/. 

().  Il  t';iiil  maiiilciKiiil  siihsiiliicr  dans  celle  ri)riinile  les  valeurs  de  0 
cl  <i  c\|iiiiiiecs  par  la  distance  nioveiine  /  cl  |iar  le  ilioineincnl  nioxeii  />; 
cl  connue  nous  leiions  coni|ile  des  seiiindes  dinicnsioiis  de  M  cl  \,  il 
l'andia  aussi  v  avoir  c^'ard  dans  les  valeurs  donl  il  s'a;;il.  Or  nous  |ion- 
\'<\\--  ciii|uiiiiler  piMir  ccl  (d)jel  les  eX|iressions  données  dans  le  n"  20  du 
MeiiHiirc  |iieredenl.  eii  V  (  liaii^caiil  .;  cl  V  en  .M  cl  .N.  cl  \  i'aisani  v,  // 
iiiiU,  |ini-'|iic  iMiii-^  rc';ardous  rindinaison  coiniuc  nulle. 
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Ainsi  à  la  place  de  y  il  lainlra  substituer 

p  +  .M  cos/,  -  ,N  sin/.  -  ^M  eos,,/.  -  ^^W-m 

-  4 

et  à  la  place  de  p 

'■  (  1  -t-  M  sinp  -+-  N  cosp  +  ~Zll  cos^p  -  MN  sina/^  4-  Mi±J*'^\ . 


A  la  vérité  il  l'aiidrait,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  au  coininciK  c- 
ment  de  ce  Mémoire,  mettre  dans  ces  expressions /j  -i-  2  à  la  place  de/?; 
mais  :  1°  on  peut  retenii'  pour  plus  de  simplicité  la  seule  lettre />,  en  se 
souvenant  qu'à  la  rigueur  elle  doit  être  augmentée  de  :i;  2"  comme  nous 
ne  cherchons  pas  la  valeur  entière  dij  dl,  mais  seulement  les  IcÈines  de 
cette  valeur  (|ui  doivent  être  indépendants  de  tout  sinus  et  cosinus  de  p. 
il  est  indiflereni  pour  le  résultat  du  calcul  de  mettre  p -^  1  à  la  place 
deyD  ou  non. 

Pour  avoir  les  valeurs  de  dq  et  dr,  on  diUérenliera  les  expressions  pré- 
cédentes, en  n'y  faisant  varier  que/j,  puisque  nous  avons  vu  que  les  dil- 
férenlielles  sont  les  mêmes  que  si  les  éléments  étaient  constants. 

De  sorte  (|u'on  aura  pour  d(j 

(i  -  5.M  sin/j  -if^cosp  -h  5MN  sinip  -  ^'^^'—^')  cosip)  dp, 
et  pour  dp 

/•  (  M  cos/j  -  N  sinp  -  { M'  -  K'  )  sin  ip  -  2  MN  eus ■?./, )  dp. 

Faisant  donc  ces  suhslilulioiis  dans  les  vah'urs  de  A  el  H  du  luiiuero 
précédent,  elles  dcviendidiil,  aux  Iroisièmes  dimensions  près  de  .M  ei  N, 

.                 3M    .             3N                 ,,^                    M'— N-  SiM»-+-N'> 

A  =  3-1-  —  sinp  -4-  --  cos/y  -  MN  sin^.p  + il  cos2/>  -(-  £liL±ilJ, 

B  =  3Nsin/>-  3M  cos/? -h  (M--  N=)sin2/?  +  aMNros?/>. 

h- 


:ji<j<  SI  li  1.1.S  \  \Ki  vriHNs  sKci  1  \iiu:s 

KuMiilc  on  ;iiii;i  pour  w/y  l'cxiuvssioii 
,.  I  ,  ^     M  si.,/.  -  N  cos,.  -^  ^  MN  si..:./;  -      >P  -  N'I  COS./.  - 
,•1  |Mnii-  '>-'/'/  ccllt'-ci 


\P  +  N^ 


M=  +  N' 


.//,. 


l),.  sorte  .|.H'  la  .iiuiUif  .\'>^/r/  .Irvi.Mulra.  .■..  nrglig.-nul  loi. jouis  l.'S 
lioisii'UU's  (liuicusiiuis  de  .M  l'I  N. 


^M     .  '       "    s/>-  MNsi.ny.  H- ;; ''OS'.'./* 


M'^  +  N^ 


)  '//' 


,■  I  >  -i-    :  -  si.i/.  -f       ^     ros, 
|;i  (Hiiiiililf  .\(l'^  (Icvicudia 

,1  :.Mros/;--Nsin/>-     ^    M^      N'   si..  >/.        ^  MN  cos,/;  |  rf/^ 

,•1   I:.  .|il;il.lilf  l{w/'/  <lc\icu(ll':i 

,1    ^\  si,,/,  -  iM  ros/.  +  •■-.MN  <-..s9./;  +  l    yV  -  N')  si.i  ./>  I  '//'. 

Dour  rutiu.  tVisMUt  .i-s  saljsl.lutu.ns  .lans  r..Ni..rsslo.,  ,!.■  ,/i  .lu  uu- 
iiii'i'ii  lUTccdi'Ut.  ou  ;,ui'a 

''^,-,.:''^(,^H.i„,,-.^\.OS/.      MNsi.,./..^^^^^COS,/,-.^'±^) 
(//y  '/p  ^  ^  ' 

-.   ,  ''"  I  N  si,,//       M  ro,/,  -I    7  '  M'  -  ^'    Si"'/'  +  ;  ^'^  '"^  ■/'  1  " 
7.  Il  1...  .rsir  pi.i^  (ju'a  lain-  les  lu.'.iu.'s  sul.slil.il.ous  dans  h,  iou.liou  il. 

,|,ll   ,,;,.■  \r  ..•■  .')  ,s|      'ri.    rlirolic  .ill'f  , 


li         I 


0...S    ,/-r/ 


y  p'  —  ?.  pp'  ros  :  7  —  7'  )  -I-  p"  J 

^  ■,...  I  r-  '■"'^  Q  -  '/      _    _  -^i^==r1 

[  o"'  ^p=— 7.pp"nos  7  -  7")+p"'J 
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T',  T",...  étiint  les  masses  des  Planètes  perturbatrices  exprimées  en  par- 
lies  de  celle  du  Soleil,  p',  q',  p",  q" ,...  désignant  des  quantités  analogues 
à  p,  q,  pour  les  Planètes  T',  T" 

Comme  cette  fonction  iî  n'entre  dans  l'expression  de  dl  que  sous  la 
forme  linéaire,  et  qu'elle  est  composée  d'autant  de  formules  semhlablcs 
(lii'il  V  a  de  Planètes  perturbatrices,  il  est  clair  que  la  valeur  totale  de  dl 
pour  plusieurs  Planètes  perturbatrices  sera  toujours  la  somme  des  va- 
leurs particulières  et  semblables,  dues  à  chacune  de  ces  Planètes;  de 
sorte  qu'il  suffira  de  n'avoir  égard  d'abord  qu'à  l'action  d'une  seule 
Planète. 

De  plus,  si  l'on  représente  par  /(  i  -i-  a  j  et  />  +  jS  les  valeurs  de  p  et 
de  q  données  dans  le  numéro  précédent,  les  quantités  «  et  j3  seront  de 
l'ordre  de  M  et  N,  et  comme  dans  les  substitutions  dont  il  s'agit  nous 
n'avons  besoin  que  d'avoir  égard  aux  secondes  dimensions  de  M,  N,  il 
est  clair  que  ces  substitutions  se  réduiront  à  changer  d'abord  dans  i>,  p 
en  r,  q  en/>,  et  à  y  faire  croître  ensuite  /•  de  ra,  p  de  p,  en  poussant  la 
série  jusqu'aux  secondes  dimensions  de  a,  [j. 

8.   On  fera  doue  simplement 

^_^  rrcosj^-/    _  ,  1 

L  '■  '  \j'r'' —  irr' cos(p  —  p') -V- r''' \ 

les  quantités  /•,  /•  étant  les  demi-axes  ou  les  distances  moyennes,  et  p, 
p  les  angles  du  mouvement  moyen;  et  l'on  aura,  pour  la  fonction  12  dont 
il  s'agit,  cette  transformée 


Û 


dil 
-d7-^-^ 

,dû. 
''d? 

""^df,^ 

'  d'Q     , 
i    dr' 

-1-  - 

dr" 

i  d'U  „, 
Idp'^'^ 

1  d'Q. 

2  dp" 

(3- 

,    d'il 
''   drdr- 

xol'  -+- 

d'il      , 
'drdp''^ 

d'U 
dr  dp'  ' 

.p' 

,    d'Q. 
dr'  dp 

x'i3-f- 

,    d'U. 

'■    1,1.  ^ 
dr  dp 

"^^  dp  dp' 

(3(3'. 

:{i»0 
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Pdiii    ;iviiir   lc->    li;iii?>l()riiU't'S  (U-  ' ,-   l't    ,"  '    ''   "'^  •""■■'  '1"'^'  cliiiliLii'i-, 

<'?         '''I 

i/Ll     i/il 
ihiii«.  I;i  |>rci('(li'iilf,   lii  (|ii;iiililc  li  en     ,    '    ,    • 
'  '  i/r     (II' 

Siili-liliiiiiit  fcs  \;ili'iiis  dans  ht  l'oriiiulc  du  iiiinifiu  iiirccdciil.  cl  lU'- 

;;li^i-aiil  les  ilnm'iisidiis  de  .M,  N,  x,  jS.  y',  jV  aii-dcssiis  du  second  dciii'c, 

un  anra 

■/l  ./li  ,  IM    .  :iN  „^    .  M--N=  *   M'-t-N-\ 

-7  /•    ,       •   •       —sii\i>-       cos/ji  -  M  \  sm  r>.w  +  ros^w-f 

'//i  (/;    \  •>  >  '  ?.  '  ■>        / 

,   </-i>  (/•!>     ,      (/Lï  ,      rM>   ,,\ ,       :;m   ,         :i\         V 

'     (/;••  f//v//-  (Irdir        i/rdp       J\  ■>  '  '  / 

^        dr'  (Irdr-  t/ri/p-'  t/rdj/- ' 

d'il         ,  d'il       ,  ^/'i>       ,, 

<//  ■  '/;■  f//-  d/j  (II-  (//> 

.       d'il 


dr  tir  dp  dr  dr  dp  dr  dp  dp 


du 


-    ;     ,      I   N>ni/(        M  I  usH -t-  ^  I  M- —  \-  siii->,/(-*        MNcdS'/; 
dp    \             '                    '         ^  ■..  I 

/       du  ,    d'il       ,       d'il  ,  ^/'1>     ,/v     ^     . 

'      di  i/p  dr  dp  i/p-  dp  dp   '    j  '  ' 

Or  lin  a  par  le  11"  (i 

y        M  sui/'  -     >  cosp  ■+-    cos'p  '  \l\  SIM  >/(  +  , 


i    - -i   M  (lis/»  —  A  sin/>    — cos-'p—  ,  siii-.>y>, 

-( 

cl,  niar(|nanl  toutes  les  lettres  d'un  li'ail,  on  aura  la  valcni  de  y  .  fi'. 
De  plus,  si  l'un  développe  la  l'nielion  ii  rationnidle 


[r' —  ?.;7-'cos  p  —  p'    -!-/■'']    ' 
•n  une  série  de  rd^inus  de  inultiples  de  />    -  //.  cl  (|n"on  icprcsenlc  i-cll< 
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série  comme  dans  le  Mémoire  précédent  par 

[r,  r']  +  [/■,  /•'],  cosp  —  p'  )  -+-  [r,  r']-,  roS7.l p  —  />'  :  4- . .  . , 
la  l'onction  il  deviendra 


'»"[['•''•']  +  (['■.'•'].-  ^)cos{p-p') 


-+-  [r,  r'],  cos2[p 


Ainsi  il  faudra  encore  faire  ces  substitutions  dans  la  valeur  précédente 

de  ^-f  mais  comme  nous  ne  cherchons  que  les  ternies  exempts  de  sinus 

et  cosinus,  nous  observerons  que  les  différences  de  il,  qui  se  trouvent 
dans  la  valeur  dont  il  s'agit,  ne  peuvent  donner  de  ces  sortes  de  termes 
(|u'autant  que  leurs  multiplicateurs  contiendront  des  termes  de  la  fornic 
(le  ceux  qui  entrent  dans  les  expressions  de  ces  différences. 

Par  cette  considération  on  pourra  donc,  en  substituant  les  valeurs  de  u, 

dl 

j3,  cr.',  j3',  réduire  d'abord  la  valeur  de  -^  à  celle-ci 

dp  dr  \  2        /  dr- 

+  r-r   -j — ;-;  (M  '  -t-  N  -   +  /■-/■'  -, — r~r,  [  M  sinw  -I-  N  coso  )' 
drdr  drdr"  ^  '^ 

ir'r'     d'H  .   ,     d'il    \    .,    .  -,  ,,,   .      ,      -,, 
■    ,  ,  +  ?.;•■*/•       ,^      ,  1  (  M  suijo  -I-  N  cos/>  !  i  M  sni;>  -t-  N  Vos/;  ) 

'  d^'il  d^Ll    \ 

3r'  -, — -j-j  -r-  '\  r'   .  ^   ■  ,  j  (M  siiip  -i-  N  cosp  i  \  M' cosp'  —  N'siii/»'  i 

d'il  d'il  "\ 

4  /■'/•'  -7— T— ,— T '■'■'   ,  ,  ,    1  (M  coso  —  N  stnwi  i  M'siii«  -t-  N'cos»' 

drdr' dp  dr  dpj  '  r  r  r 

+  (^'-^  dTd^'  -  ^"'-$^'^  '^^  ''''P  -  ^  ''""f     M'cos/,'-  N'sin;,' ,. 

Donc  enfin,  substituant  la  valeur  ci-dessus  de  i2,  devcloppani  les  pro- 


M)î  SI  l(    I.I.S    \  Mil  \l  IONS   SKCII.AIKKS 

(liiils  (lf>  siiiiis  l'I  ciisimis.  cl  ne  hIcikiiiI  iiiif  les  tcriiii's  tdiil  loiisiaiil^ 


•Il 
,1,. 


T  i  ' 


.M=-+-N=\         , '/M '•./■'! 


,/r 


M   -h  N^ 


il'  il'-   r,j^        ^ ,  <P   /•■  r'  ]  \  !SP  ^  N  = 


(iritr 


drdr'' 


,,.,'"[y--\'-^     ^//^(['-.'a-,;. 


drdr' 


dr-dr' 


MM  -i-NN' 


MM'->-NN' 


dr 


{■■■■ 


r    ,       MM  -^NN' 


''■    :'•.'•■].  -17. 


!i.  Hiiiis  ct-ttc  r(|ii;irhm  les  Icriiics  ((ui  ne  ('oiilicniu'iit  |»()iiil  les  rime- 
liuii>  /,  /■  ,  /.  /  ,  se  (Iftniisciil  iiiiUiiclIcmriit:  ('ir;içaiil  (loue  «  f> 
li-iiiifs,  cl  clianiiiMiU  les  Icllics  M,  N  en  -r,  v,  ((iiimic  (in  en  a  use  dan:- 
la   Tliiorir  (les  rarintidiis  Si'ciildirrs.  on  anra  une  c(|nati(in  de  celle  IniUH 


la.|nell. 


o    -*-    I      .t.-  -i-  )■' 


T   yr- 


'  .r'^ -»- t'^) -t-    ■!     .rr' -*-)■)■' ,, 


.y.^r-d,,y' 
'  7         ilr 


-r'  d-[r,  /■'  1        /■'  d\r,  r'  '  \ 
î  dr'  ■>        dr^       I 
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0  =  -  T'  (,-r'  ^ll3  ^  '^  d'[r,r']\  ^ 
\  drdr'  2       drdr'-  )  ' 

,    ~„  /       r[r,r'],  1 1  r'  d[r,  r'],        rr'  d[r,  r'], 

\  2  ^  dr  ^         dr' 


j  </'[r, /■],         ii/-=;-'  d'[r,  r'],        r^ r'  d'I r,  r'],\ 
dr-  8  drdr'  7       dr- 


Cette  équation  doimera  la  variation  séculaire  ^  du  mouvement  nioven 
d'une  Planète  T  troublée  par  l'action  d'une  autre  Planète  quelconque  T', 
la  masse  du  Soleil  étant  prise  pour  l'unité  des  masses  des  Planètes. 

S'il  y  avait  une  seconde  Planète  perturbatrice  T',  il  n'v  aurait  qu'à 

ajouter  à  la  valeur  de  -^  une  autre  partie  composée  des  mêmes  termes 

que  ceux  (|ui  repondent  à  la  Planète  T  ,  mais  dans  lcs(|ucls  les  lellres 
affectées  d'un  accent  le  seraient  de  deux,  et  ainsi  de  suite  i'7j. 

10.  Pour  faire  usage  de  re(|uation  précédente,  il  n'y  aura  qu'à  substi- 
tuer pour  .r,  V,  x'.  r',...  les  valeurs  déterminées  dans  la  Théorie  des  va- 
riations séculaires,  et  comme  dp^=  ^^  f3j,  on  aura,  en  multipliant  par  dt, 

r' 
une  équation  intégrable,  puisque  les  distances  moyennes  r,  r  ,...  sont 
des  quantités  constantes. 

Or  nous  avons  vu  dans  la  Théorie  citée  que  les  expre^isions  de  x,  v, 
X  ,  y,...  sont,  en  général,  de  la  forme 

A  siii  at  -h  X  -\-  B  sin  hl  -h  ^  -h  C  sin  et  -r  y    -t-  .  .  . , 

A  cos  al  +  oc  -(-  B  ces,  ht  -h  ^  -1-  C  ces  et  -i-  y    -+-..., 

A'siii  al -i- y.  —H' sin  bl -h  3  -i- C  sin  cl -i- y -h  .  . . , 

A'cos  «/-r-z  -I- B'cos  1)1 -h  2t  -I- C  cos  (  t7 -*- y    -f- .  .  . . 


le  nombre  des  termes  étant  toujours  égal  à  celui  des  Plaiii'Ies  qui  agissent 
les  unes  sur  les  autres. 

,/v 

Donc,  faisant  ces  substitutions  dans  la  valeni- de    ,-•   il  eu  résultera  : 

dp 

V.  5o 


3!ii  siii  II--  \  Mil  \i  IONS  si.i  i  I  \ii;r.s 

1"  (les  icniit'S  s.iii>  -iiiiiv  III  ciiviiiiis:   ■>"  drs  lii' s  |ini|i(ii  rioniicls  ;m\ 

rii>iiiiis  (les  ;iii;;li's 

Il  II     I   -i-   X    -      l.  I 


I    i    y.        ■/.        I)  —  r    I   +-  i  —  y. 


i-l  i|ui  rhiiil  iiiiilli|ilic-  |i,ir  (//  sciiiiit  loiiN  iiilci;r;ililt'S. 

Il  ■»'^ll•^Mit  ilr  1,1  ipic  l;i  v;ilciir  de  2i  se  ti(Mivci"i  comiiiKcc  de  dcuN  soi'U'S 
dr  liTiiiis.  le-  iin>  riiiiuiicnscmriii  |)io|i(ii  liniiiicU  :i  /',  l'I  (|ui  se  ((inroii- 
dioiil  |)ai- cKiisriiiiciil  avec  Ir  i[iiiii\ (■nient  nni\rnrl  iiiiirniinc  de  la  Pla- 
nc'li':  les  anliT^  |iro|iorrninnids  iin\  >i  nus  des  a  ni;  les  d  -     h  ]/  +  (/.  -     fi, 

(I       I-    I -^^  y       y l'I    diinl    li's   l■lll•lli^'M'nl'^    scinnl    lii'aiic()ii|)    plus 

glands  (|nc  icu\  îles  (■iisiini>  (■(ini'S|)(nidaiil>  dans  rc(|narK)ii  (liiiV'i'cii- 
liidli'.  |iiii>i|nc  rinlci;ialiuii  les  aura  an^uM'hlcs  dans  la  faisnii  de  a  —  />, 
(I  <■....  a  1.  (j's  icTini'S  ddnni'ionl  donc  de  Nciilalilcs  l'iinalKins  srcii- 
laiii's  ihin^  le  nmnvi'nirnl  nioxcn  de  la  l'Iani'li';  il  il  ne  s'ai;iia  i|iic  de 
soir  si  (dli'-.  --iiiil  assez,  seii^ildes  |Miiii-  elre  a|ieicues  |iar  les  (iliservalKiMS. 

I  I .  Ndiis  aSMiis  lail  alisliailiDn  jnsi|irii-i  de  l'ini  linaison  îles  nrliites, 
di'  suite  i|iie  la  Ininuili'  tiitnvi'e  ha  InMi  (|ne  |i(iiir-  le  cas  où  la  l'Ianèlc 
Inuildee  et  les  l'iani'les  pci'lni'hatiiees  seraient  nines  dans  un  inènic  plan 
li\e.  Il  j^inl  ddiie,  |Miiir  ne  lien  laisser  a  désirer,  voir  eiieinc  ce  i|ni  peut 
régulier  de  I ' i I ic I i lia i-M ni  ninliiidle  des  orliiles,  et  siiiloiit  de  la  \arialinn 
de  lelle  i  iiclinaisiin .  ()ii  punirait  |iiiiir  c(da  eniplo\er  la  \alenr  coinpli'te 
de  |-    y    (liiiiii'e  dan--  le  Mémoire  pncedenl,  et  a\(iir  ei;ard  dans  le  calcul 

an\  (jiiantites      •    "    et  a  leurs  variations  di'teruiinees  d;iiis  la  Tliconc  des 

raruilKins  sk-iiIiiiii  s  :  mai--  il  si'ra  lu  amniip  pliis  simple  de  cnusidéi'cr 
iniuiedialeliieiit    l'iilliite    ri'elli'   de   la    l'Ianele.  el    lie    i  lierclier   la    \ariatiiui 

du  nnunemeiit  nii\eii  d'après  celles  des  éléuienls  de  celte  uiliite.  |'(Mir 
cela  il  laut  C(UUIliencer  par  déterminer  <es  NaruilliUis;  c'est  a  ipioi  un 
peut  parvenir  direcleini'nl  il  racileineiil  par  les  principes  donnes  a  la  lin 

de  la   pleinii'le  Section  de   la    l'Iirorir  citi'c. 

\1.  Soit  '.  le  r,,\,,li  \ec|eiir  de  l'olllite  leelle  de  l,i  IMaliete,  (j  la  loUJ^i- 
tnde  vraie  dans  celle  orliile,  -,   |;i   |oiij;ilmle  (le   l'aplielie  prise  aiissi  sur 
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l'orl)ite,  X  rexceiilricilc  d  /  li'  (Icnii-pai'amotre;  on  aiira,  ((iiiiinc  "ii  sail, 
pour  rfH|iiation  de  l'orliilt'  cllipruiiic 


la(iuollf,  en  taisant 

ilevient 

frt) 


=  1  —  >.  cos(  q  —  9 1, 


/.sin9  =  m,     ?,  cos9=:h, 


I  —  m  tiiuq  —  n  cosr/. 


Do  plus,  it'ttc  ori)ilc  clanl  lU'ci'ik'  par  une  forte  eenirale  —■  comme 

le  sont  celles  des  Planètes  en  prenant  la  somme  des  nvasses  dn  Soleil  et 
de  la  Planète  pour  l'unité,  on  aura,  par  la  propriété  connue  des  aires. 


{I>) 


p-  (Ifj  =  <ll  ^  y. . 


La  valeur  de  drj  doit  èli-e  la  même,  soit  que  l'orbite  varie  ou  non 
ainsi,  en  différentiant  ré(|uation  (a),  on  aura  d'un  coté 


[c) 

et  de  l'autre 

(d) 


'.{/p 


=  I  m  cosq  —  n  sin  q  )  r/q. 


dy.  .         .  , 

—  ^  —  SI  ru/'//»  —  cas  q  II  II. 

P 


lin  substituant  dans  l'é(|ualion  !c]  la  valeur  de  c/c/  liree  de  ré(|uation  (h), 
elle  devient 


[e) 


dp  M 
fil 


cosq  —  n  stnq. 


13.  Pour  (jue  cette  équati(tn  appartienne  à  l'orbite  troublée,  en  y  re- 
gardant les  éléments  x,  r/i,  n  comme  variables,  il  faudra  (|ue  sa  dilTéren- 
tielle  satisfasse  aux  é(|uatious  dillereulio-dillereutielles  de  celle  (Hi)ile. 

5o. 
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li'S(|iit'll('s  sont,  |i:ir  i;i|i|ioit  ;ui\  coordciiini'cs  if(l;ini;lcs  .r,  y.  r-, 


^       "•         /;,^  -f-  i  ^-  Y  -   o,       -^  -h  -  H-  /  =  o. 


\.   \     /.  .•iMill  les  |oirr>  [wrl  II  ili;it  I  ii'O; 
\lll^l.   I  iHIllllr 


l'I  pal'  consciiiii'nl 


do 


il  \\'\  ;miM  (|ii';i  siili>liUirr  diiiis  hi  (lilIV'renlicllc  ilr  ri'(iii;irniii    <■    |)(iiir 


le-  v:il('urs 


,J^-     t/^y     ,1^ 
-  X,      -  ^  -  Y, 


\I.iis.  |iui^(|iii'  hi  \;n  ialiilili'  des  ch'inciits  ne  vii'iil  (|ii('  (l<'s  l'uri'cs  pci'liir- 
li;Élii(c>.  il  ^^^■ll•^uit  (|nc  les  Icriiics  aUccIcs  de  lU,  (hn.  du  v\  de  \.  \.  Z 
dniM'iil  t'oiiMci  iirif  (■(|iialioii  il  (lail  ,  crllr  coiiiiioscc  des  autres  Icniics 
devant  sul)sisti'!  d'illr-inènic,  parce  (|iie  ré(|iialinii  dont  il  s'aiiil  salisl'ail 
|)ar  t'liv|in|lit'sc  aii\  ei|uati()iis  de  l'oi'hite  iiivai'iahle. 

Il   n'\  aina  donc  (jifa  l'aire  vaiier  dans  re(|nati(Ui    c     les  eieniiiil'-  /, 
///,  //  et    les  dillerenees  (l.r,  dy,  dz,  et  siilistiliier  --miideinriit         X.        N  , 

-  /.   a  la   idaci'  de       ,   -■      #  — '      ,— '•    <•'   (lUI    dnniieia   Ml  l -Ir-clia  uni  eidle-ei 
'  dr-       dl-      dp  '  ' 

d(\jy.    ..  ,  „  do(U  .  . 

'.'  ?.  dl  ^  X 

un  l)ien.  en  rai.sanl,  |Hinr  aliregei', 

\.r  -f-  \y  -f-  r.z  ^   'I', 

l'I  ^nllstllllanl  jinur  r// ^  /  sa  vaieni'  cv/y  de  re(|iiati(in    h   , 

I  ■  I  '''"  ''^-  a.      / 

f()s«  ilm  —  sin«  lia  —-  -  -~i 'Vodu. 

'  '  ■xj'dij  '     ' 
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Et  cette  équation  combinée  avec  l'équation  'd]  donnera  les  valcms  de 
dm  et  dn\  on  aura  ainsi 

l'     I  dv.    .  I  dodx        ^     ,  \ 

[  (/w= sinfl  -t-     — — ; 9o  an  ]  ces  a, 

1  Û  ^  \2pV/fl  '       ^  /  ^ 

</' 

(,/„  =  _  ^  cosï  -  [^±±-<Ppdq)  siny. 

14.  Il  ne  reste  plus  qu'à  trouver  la  valeur  de  d/.;  on  la  tirera  de  l'équa- 
tion (b),  en  y  appliquant  le  même  raisonnement  (jue  nous  venons  de  l'aire 
sur  l'équation  fe;.  Ainsi,  comme 

*"    dt'  ' 

et  que 

p?dq-  -+-  dp-  =  dx-  -+-  dy-  -i-  dz'^, 

puisque  ces  deux  quantités  expriment  également  le  carié  de  l'élément 
de  l'espace  parcouru,  que  par  conséquent 

p'</g'  =;  p- 1  dx-  -(-  dy'^  -\-  dz-  )  —  :  pdç>  f, 

il. s'ensuit  qu'on  aura  la  valeur  de  ofk,  en  taisant  varier  dans  • 

p^'ydx'--^  dy-  -H  dz')       (  xdx  -^- ydy  -+-  zdz  ' 
dp  ^r 

les  dill'érences  dx,  dy,  dz  seulement  et  substituant  ensuite  —X,       Y, 
„  d'^x     d'r    d'z 

-^^'''"'HF'dF'W 
Donc,  t'aisanl.  |)our  al)réi>er. 

Xdx -h  \dy-¥-Zdz  =    dil  , 

on  aura  sur-le-champ 

ig)  dK=  2<Ppdp  —  ip'idQ.), 

valeur  (|u'il  faudra  substituer  dans  les  deux  e(|uations    /',  ci-de>sus. 
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('■lioiclioiis  inaiiUeiiaiU  los  valoiiis  de  '1>  et  de  (r/il).  En  ne  siipposaiU 
(|a'une  seule  Planète  perlurhati  iee  T',  on  a 

i'  t'X|ninKiMt  la  <listanrc  recliligne  d'une  Planète  à  l'autre,  et  x' ,y' ,  z',  o' 
étant  pour  la  Planète  T'  ce  (jue  .r,  y,  z,  o  sont  pour  la  Planète  troublée  T. 
S'il  y  avait  plusieurs  Planètes  perturbatrices  T',  T" chacune  donne- 
rait des  formules  semblables  dans  les  valeurs  de  X,  Y,  Z. 
On  aura  donc,  en  substituant  ces  valeurs, 

d)  =  T'  I    ^  ^i-, ^V  XX'  +  )•>•'  +  zz'  )1, 


(clil 


,  =  T'  fP^  +  (4t  -  A,)  'x'<lx  +  r''ly  +  z'ch  )  I . 


lô.   .Maintenant,  puis(iue  g'  est  la  dislance  rectiligne  enti'e  la  IManèteT 
cl  la  Planète  T',  on  aura,  par  les  coordonnées  rectangles, 

7"-='x  —  x'  )'  -k-  0"— j"')'-l-  (z  —  z'y=p-  +  ç>"—  2{xx'  -{-  xx'  -^  zz'). 

D'un  autre  côté,  si  l'on  nomme  i  l'angle  intercepté  entre  les  deux  rayons 
0  et  p',  en  considérant  le  triangle  rectiligne  dont  o,  o' ,  n'  sont  les  trois 
cotés  et  où  £  est  l'angle  opposé  au  côté  n' ,  on  aura  aussi 

rs'-^=.  p--f-  p'-  —  ?.pp'  cose; 

di-  sorte  (ju'en  comparant  celte  expression  de  7  -  ii  la  précédente,  on  aura 

xx' -\- yy'  -<-  S3'r=pp'cos£; 

fl  comiiic  ccHi'  éipialion  est  indépendante  d'aucune  relalion  enlre  la  po- 
sition des  deux  Planètes,  elle  aura  lieu  aussi  en  supposant  (juc  la  Pla- 
nète T  avance  infiniment  peu  dans  son  orbite,  auquel  cas  a-,  j,  z,  0  de- 

viennenl 

r  -t-  fAr,     y  -t-  (/)•,     z  -t-  dz,     0  -+-  f/p, 

el  eos£  deviendra 

cose  ■+■  0  cose; 
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iiinsi  l'on  ;iiira  par  là 

x'dx  -^  y'ffy  -+-  z'(h  ^=  p'  cosE  dp  +  pp' 6  rose; 

mais  il  faul  encore  déterminer  la  valeur  de  cose  et  de  rîcoss. 

Pour  cela,  si  l'on  imaiçine  que  du  centre  des  rayons  vecteurs  o,  ry  on 
u)ène  au  point  d'intei'section  des  deux  orbites  un  troisii'uie  rayon,  cl 
qu'ensuite  sur  la  surface  d'une  splièi'e  décrite  du  même  centre  on  trace 
trois  arcs  de  grand  cercle  qui  joignent  les  trois  rayons  dont  il  s'agit,  il 
est  visible  que  l'un  de  ces  arcs  sera  h,  que  les  deux  autres  seront  les  dis- 
tances des  deux  Planètes  au  nœud  commun  de  leurs  orbites,  et  dans  le 
triangle  spliérique  formé  par  ces  trois  arcs,  l'angle  opposé  au  coté  £  sera 
l'inclinaison  mutuelle  des  orbites. 

Par  conséquent,  si  l'on  nomme  ï?  cette  inclinaison  et  6  la  longitude  du 
nœud  commun,  en  sorte  que  q  —  ^  et  q'—  i  soient  les  distances  des  Pla- 
nètes à  ce  nœud,  on  aura,  par  la  propriété  connue  des  triangles  splié- 
riques, 

cosc  =  cosi  ^  —  ']i  ;  cos  i.g'  —■]/-(-  cosr,  sin  q  —  ■]>  )  sin  .//'  —  ■!/  : 

or,  tandis  que  la  Planète  T  se  meut  infiniment  peu  dans  son  oibili'.  il  u'v 
a  que  l'angle  q  qui  vaiie,  les  autres  (juantiîes  .!/,  y;,  y'  demenranl  con- 
stantes; d'où  il  suit  (]ue  la  variation  de  coss,  que  nous  avons  déSgnée 

ci-dessus  par  o  cosf,  devra  être  exprimée  par  —  —  dq. 

16.  Substituons  les  valeurs  qu'on  vient  de  trouver  dans  les  expres- 
sions de  <I>  et  de  {diï)  du  n"  14;  on  aura,  en  retenant  le  cosj  pour  plus 
de  simplicité, 

(h   _  -IV  /p'-pp'cos£        pco^ 

'      ,  ,  ,  ,dC0S£     ,  ,  drOSi     , 

pdp  —  p' cose  f/p  —  pp  — -. —  dq       coss do  -+-  p  — - —  dq 
[diî)  =  T\ '-^ L  ^ 


Si  donc  on  l'ail 


12  :=r(p^^«if ._!.), 
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<m  :uii;i,  ii  cause  tic 

a'  =  v'p'  —  app'cose  -+-  p'' 

t'I  (le  cosc  ronclion  de  q  sans  o, 

(/il  ,,.         f/ii    ,         r/ii    , 

Ddiic  i*c(|iia(inii  .  ii   (iu  n"  14  (loiiiu'ra  par  ces  substitutions 

et  enlin,  sul)stituanl  cette  valeur  de  dy.  ainsi  (|ue  colle  de  <1>  dans  lesé(|iia- 
tions  (/)  du  niènie  numéro,  on  aura 

(/Q  ,        /     >lil    .  <lil         \    , 

dm=-  ^  ros</f/p  H-  ^ap  -^^-  smq  -  P'  ^  fi'^îj  '^'V- 

expressions  iju'on  voit  être  de  la  nièinc  l'orme  (|ue  celles  de  r/M  el  r/N  du 
n"5. 

El  à  l'égard  de  la  fonction  12,  on  voit  qu'elle  est  aussi  de  la  même 
forme  que  ctdle  du  n"  7,  si  ce  n'est  qu'à  la  place  de  l'angle  </  (f  il  y  a 
l'angle  s;  mais  ces  deux  angles  sont  d'ailleurs  analogues  entre  eux,  puis- 
qu'ils expriment  également  dans  les  deux  hypothèses  la  distance  d'une 
Planète  à  l'autre. 

17.  Prenant  /■  puni-  re|)résenter  le  demi-grand  axe,  comme  dans  les 
calculs  ci-dessus,  ou  a.  par  les  propriétés  de  l'ellipse,  le  demi-païamèti'e 

y.  =:  r(i  —  y?)  =:  r(i  —  m'  —  tO). 

.Ainsi  ré(iualion  (Oj  du  n"  12  donnera 

r(i  —  m'  —  «') 

'^^  I  — msiny  — ncos^' 


l)i:S   MOdXKMENTS   MOVKiNS   DES   PLANÈTES.  pOJ 

cl,  cctlc  valeur'  siihsiiliicc  dans  l'('(|ualioii  !  h j  du  nicuir  iiiinn'i'u,  on  aura 


'"         I 


Il       m^  —  n'  !'  fiq 
I  -   III  siiK/  —  n  cos^y  i 


ce  sont  les  l'oiniiilcs  connues  cnlfc  le  lavon  vcclcni'  o,  la  l(ini;itnde 
vraie  ^  dans  l'oihile  cl  la  loui^iUnle  nniyenne/;. 

La  dernière  (Miinilion  clanl  intéi;réc  en  rei;ardanl  ni  cl  /i  comnu'  con- 
stantes donnera  la  valein-  de  la  t'onclion  F  q  2i.  cl  celle  valeur  e\()i'i- 
niée  en  série  sera  de  la  uieuie  lorine  (|ue  celle  du  n"  5,  /)i  cl  n  elanl  ici  à 
la  place  de  .M  et  N:  de  la  l'expression  de  oK  y)  on  de  </!  sera  encore  de 
la  même  foime  cpu'  dans  ce  niunero.  cl  ctda  aura  lien  aussi  api'ès  la  sul)- 
stitution  des  valeurs  de  r/w  cl  (//i,  (jne  ncuis  avons  vu  élre  seml)lal)les  à 
celles  de  dy\  el  r/N. 

De  plus  les  valeurs  de  o  et  (/  en  />.  tirées  des  e()nalions  précédentes, 
seront  aussi  de  la  nicnie  roruie(|ue  c<dles  qu'on  a  employées  dans  le  n"6, 

ce  qui  est  d'ailleurs  évideni  par  la  comparaison  de  ces  <'(|ualio!is  el  de 

,/v 

c(dles  d'où  ces  valeurs  ont  ete  déduites.  i)(nic  la  valeur  de  -r~  sera  en- 

'0' 

eore  de  la  même  forme  (pie  cidie  (pii  se  trouve  à  la  tin  du  même  numéro. 

m  et  n  étant  toujours  ii  la  place  de  M  el  N;  mais  la  substitution  de  la  va- 
leur de  i>  y  produii'a  une  dilï'érence,  à  cause  (|ue  l'auiile  £  tienl  la  place 
de  q  —  q' ;  el  c'est  uni(iinuuent  de  l;i  (pu'  peut  venir  la  dillereuce  des  ré- 
sultats dans  les  deux  cas. 

\H.  I*(un'  deleiiuiner  celle  diUereiU'e,  nous  remar(iuer(nis  d'ali(U'd 
(|u'en  mettani,  dans  l'expression  de  cose  du  n"  15.  i  —  ^'.sin--  au  lien 
de  cosYj,  tdle  devieni 

cosu/  —  '/   '  —  ■'.  sui^-  sm  ^  ^  —  i|/    sm   (j  —  ij;    ; 

de  sorte  (|ue  loul  se  réduit  ii  angunuili'i',  dans  re\pressi(Mi  de  1>  du  n"  7, 
cos(^  —  q'    de  la  (|nanlilé 


siii'-siii  7  —  ij*   sin;  7' — '.|/ ,. 


i 


V. 


5i 
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Or.  coiiimt'  r,  ii'prést'iitc  riiuliiiaisoii  lociproquc  des  (»rl)it<'s  (|iit'  nous 
supposons  <lu  nu'nic  ordre  (|Ut'  rcxocntricilc  À  et  par  foiisccpicnl  (|U('  les 
(|u;unilcs  m  vin,  il  fsl  clair' (pir  la  (luaiililc  dont  il  s'ai;il  csl  ài''y,\  Iri-s- 
pctitt'  du  st'C'ond  ordic,  et  (|u'ainsi  raccroisscincnt  de  V.  scr-i  an  cpia- 
Iriënu'  ordre  près 

3.V  sin=-  sin(^  —  il*^  sini^'—  t]/  , 


>n  l'aisanl 


99 


P"]0 


[p'  —  app' cos(^  —  q']  +  p'' 

.  (Il 

Donc,  pnisdnc  dans  l'cxorcssicni  {\c    ,""   nous  avons  nculiiic  les  li-oi- 
II  I  iip  '     ' 

siènii's  <rMncnsi()ns  de  Tl  cl  N.  il  s'cnsnil  (|n,'cn  nci^liiicanl   parcillcnicnl 
les  troisii'nies  dimensions  de  m,  //.  /;,  il  n'y  aura  cpn'  le  premier  lerme 

»/•"  -r- fl<'  cette  exiiression  dans  lecnnd  on  doive  avoir  et^aid  ii  l'accroisse- 
(Ip  '  '  ' 

(Il 
imMit  de  il,  cl  qu'ainsi  la  valeui'  de     .-   se  tionvera   |)ar   lii   sim|deinenl 

aiii;inenlee  de  la  (|uanlité 

.    //N     .    ../-    .  ,      .        ,        , 

i  I    —,     sm-sm  <i  —  ■v    sni  a  —■h  . 
(lo  1  '  '  ï  I 

l'ai   la  même  raison.  puis(|ue  celte  quantité  est  du  secoinl  ordre,  m» 

(loiii  r;i  d'ahord  y  snl)stitnei'  /•,  r' ,  p,  p'  à  la  place  de  p.  p' ,  (j,  q  ,  ce  (|ui  la 

ri-diiii'a  à 

1  /•-    ,-    sni'     sur  «  —  'h   sm   ii  —  ■li  . 
(Il  :>.  '  '  ' 


\      élani     = 


';■■  —  ■'/■/■' nos  f/  —  p')  -\-  r'-Y 

Développons  en  série  le  radical  irrationnel 

' r'  —  ?/■/•' ros(  i>  —  />'    -I-  r"']    ', 

et  supposons,  coiiime  d;ms  la  T/icorir  (/es  rtirialKi/is  scriil.ii/r.s.  celle  série 
rcpresenlee  p;ii' 

/",  r'  I  ■+■    ;•.  ;•'  ),  cos  /;  ~  p'    +  I r,  /•'  i,  ço%ii p  —  /*';-(-...; 
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d\ 


I         I  1     "* 

on  aura  noiir  la  valeur  de  -y- 
'  dr 

.,.,{     I  if\  rr'\  r,  r' )]        d\  rr'\r,  r' \A  ,  \ 

—  I        — , 1 L 1 ■ _i  (-os    p  —  p      —  .  .  .      . 

\  r"  dr  dr  '^       '  | 

Substituant  cette  valeur  dans  la  (|uaiitité  dont  il  s'agit,  df'velo|>|)anl 

les  produits  de^ sinus  et  eosinns,  et  ne  retenant  (|ue  les  leinies  sans  sinus 

ni  cosinus,  on  aura  enfin 

.,  t/[rr''  /■,  r'  i,]    .   ^r, 

1  /-— i -, s\n- 

dr  ■} 

|)our  la  (|uantité  à  ajouter  à  la  valeur  de  —• 

Ainsi  il  n'y  aura  qu'à  ajouter  ce  nouveau  terme  an  secoinl  membre  de 
la  dernière  équation  du  n"  8,  en  y  ebangeant  en  même  temps  les  quan- 
tités M  et  N  en  m  et  n . 

19.  Nous  remarquerons  maintenant  que  les  quantités  w,  n  sont  au 
troisième  ordre  près  égales  ii  .AL  N;  car  ces  quantités,  étant  exprimées 
par  /.  sin'f,  /.  cosç;,  oii  -f  est  la  longitude  de  l'apbelie  dans  l'orbite  12  , 
ont  par  consé([uent  la  n)éme  valeur  que  les  quantités  >,  sin*,  À  cos<I>  du 
n"  18  du  .Mémoire  précèdent;  et  il  est  aisé  de  voir  que  celles-ci  se  ré- 
duisent à  M.  X  en  négligeant  les  (|uantites  du  Iroisil'me  oidre.  puis(|ue 


12  ^^  /  r()>/(/'ii  =^  &)  ~  -  j 


^f/o). 


Ainsi,  comme  dans  la  Throne  des  variations  séculaires  nous  a\  lUis  noninu- 
•r,  y  les  quantités  .M,  N.  on  punira  egalenn-nl.  dans  l'cquatioii  pircé- 
deiite,  cbahger  m,  n  en  j.\  y. 

De  plus,  on  a  aussi  an  troisième  ordre  près 


tanc/, 


lis  nous  avons  demonlre.  dans  le  n"  I  S  de  la  seconde  l'arlie  de  la  Tbco- 
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rie  ciifc.  (|iic,  |ii)iii'  (les  (irliitcs  [n'ii  iik  liiiccs,  (iii  ;i  :iii  Iruisii'iiic  ordre  prè.< 

;•  siiiLi       s  —  s',     .V  cosli       II    -  ii\ 

2r  ('IjhiI  I;i  iiu'iiic  chose  (|ne   liiiiijfY;.   Donc  ;i   l:i   |)l;ice  de  '~iii--  on  poiirru 

snlisliliier  l:i  (|ininlile 

*  —  s'y  -h  \  H  —  u'  r 
___ 

D'oil    l'iili  (Inil    concllllr  ({Ile   l;i   coiisiileiMlioii   de   l'i M(di liaison  des  nr- 

liiles  III'  fera  (|ii'aui;iiieiiler  rexpiessioii  de     ,-     du  il"  !l  du  leriiie 

'  i/ji 

.(  ;  X  [(4  —  *'  /  -4-    «  —  II'     ] 
en  >n|i|Hisanl 

\'A  s'il  V  a  |diisieiirs  Plani'tes  peiUirliatrices.  eliaeiine  d'idies  l'oiiriiii'ii 

lin  (laicil  lenne  dans  la  valeur  de     ~- 

i.i's  valeurs  des  (|uanliles.v,  ,v //,  ii',...  oui  aussi  clé  (hninées  dans 

la  Théorie  des  variations  séculains  |Miiir  loiiles  les  Plaiii'h^s,  cl  comme 

elles  sont  d'Hiie  Corme  semhialiic  ii  cidle  de  .r,  ./   v,  v',...,  il  en  ir- 

siillei'a  des  lermes  analoi^iies  dans  l'expression  de  la  variation  séculaire  2l 
du  inoiiveiiieiil  iiio\en. 

20.  Pour  a|)|dii|iier  an\  l'Ianéles  les  rormiiles  (|iie  nous  venons  de 
Iroiiver,  il  faudra  commencer  par  délerminer  les  valeiiis  des  co(d1icienls 
"  •  I  ■••••.cl  l'on  peut  employer  pour  cela  les  méthodes  cl  les  données 
de  la  Ihedile  citée:  mais,  iimiiiie  ces  coellicieiils  contiennent  les  dillé- 
rences  drs  fonctions  /'./■',,  /■,  /■  1 1  relativemeiil  aux  deux  (|iianlites 
'.  '•  .  il  --era  a  pidpo>  ilr  réduire  d'aliord  toutes  les  diirerences  il  la  seiih- 
ijUalitite  /■.  c(Mi iinu>  cil  aviuis  iisi'  dans  la  même  ilie(uie. 

Or,  par  la   propriété  des  jonctions  iKUiioiii'iies.  telles  iiiie  smit   iieces- 
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sjiircmciil  1rs  (|u;iMlil(''S  \r,r'],  [r,  r'J,,ona 

d[r,  /•']  ,  d[i;  r']        .       ,-. 

r  —^ ~  -f  r   "—-; — -  -+-  \r,  /■' 1  =  o, 

dr  dr  '■         ' 

d[r,r'\,  ,d[r,r'],        .        ,.  ^ 

(IdllC 

d[r,r']  _  _  [/-,/■']  _  _/■    d[r,r'] 
dr'  r'  r'        dr 


cl,  (lillerciiliai)l  siicccssiveniciit  par/-,  /• 


d'[r,r']_ 
drdr' 

2    d[r,r'] 
/■'        dr 

r    d^[r,r' 
r'        dr- 

d>[r,r']_ 

3   d'[r,r'] 

r   d'[r,r' 

dr'dr'  r'       dr-  r'       dr' 

d^[r,  r']  __   2    d[r,r']  r    d''[r,r']  _  £  d-[r,  r']  _  _r   d'[r,  r']   ' 

drdr''         /■'■'       dr  r''       dr'  r'     drdr'  r'     dr-dr' 

OU  bien,  en  sul)stiliiaiil  dans  celle  dernière  t'oiniiile  les  valeurs  données 
par  les  deux  préccdenlcs, 

(/'[<■,  /■']  _  6_  (/[/-,;■']         6^-  d'[r,  /■']        £■   d'[r,r'] 
drdr'-  r'-        dr  /■'-'       dr''  ;■'-'       dr'  • 

On  aura  de  pareilles  expressions  pour  les  dillerences  de  [r,r'\f\  et, 
faisant  ces  sul)slitulions  dans  les  valeurs  des  coelficients  fa)  et  (3)  don- 
nées dans  le  n"  !t.  on  aura 

„„  I      d\r,r']  r/- [/■,/•']        r'd''\r,r']\ 

1  dr  dr-  i        dr'       ) 

•[/•,/■'],        r'  d[r,  /■'],  _  i5;-^  (l'[r,  r'],  _  r'  d'[r,  <■'], 

i  4 


(  3  1  -     -   T'  I y r-  -j- j-, . 

^  I  •  •  dr  h  dr  >         dr 


21.  Les  (|uaiitiles '/•,/' j,  '/■,/' j ,  sonl  évidemment  les  mêmes  (|ue  nous 
avions  d'aiiord  désignées  par  .\',  IV  dans  le  n"  't'.\  de  la  pi'cmii're  Partie 
de  la  Titcoric  des  raridtions  scciilaircs.  cl  dnnl  nous  avons  ensuite,  dans 
le  n"  -V5,  donné  les  valeurs  exprimées  par  les  (luanliles  r, /■  ,  r,  r  ,, 
ainsi  (|ue  c<dles  de  leurs  ditl'érenecs  premières  et  secondes.  On  aura  donc 
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|tiir  les  IViinuiles  de  ce  dernier  minif'i'O 

[;•,  /•']     =.  (  ;•»  -+-  r'^)  (  r,  /•'  )  —  /•/•'(  /•,  r'  i,, 
[/•,;•'],   =4  ;•/•'(/•,  /•')  —  (r'-l-  !•'')[  r,  r'),, 

— *■  ,      '  =  —  /■  f  /•,  rM  -i ;■'(  r,  ;•'  i,. 


f 

^/[^^']. 


ar'l  r,  ;•' j  h •  ir,  r')i, 


,  ■    ^  =y.(r,  r') {r,r')„ 

t/'fr,  r'ii        6r'       •    ,  Q.r'' 

-  -  jV  --  =  {r,  r'  ] —  (  r,  r'  i,, 

IcN  (|ii;iiililcs    r,r'i,  f>;r'  i,  éliiiit  les  mêmes  (|ue  nous  iivoiis  déjà  em- 
ployées ci-dessus. 

DillérentiatU  les  deux  deinii-res  é(|ua(ions  par  r,  ou  aura 

(l\i;r']   (/  /■,/■',  /•'  ,  ;•'   d\i\r'), 

dr'       ~~  "       dr  ar'      '       '       ar       dr 

d'\r,r'],  6r'  ,         6r'    d{r,  r' )         âr'' ,        ,  -z  r"  d  :  r,  r' }, 

dr'  /•=  r  </r  r'  r'  dr 

3 
Or,  si  dans  les  loi  mules  i^éiiérales  du  même  luimeio  eite  ou  l'ail  *  =  -, 

les  (|uaiililes  A,  H  devienueiil  (r,  r' ),  (r,  r' j,;  ainsi  l'on  aura  paf  ces  loi- 
mules 

d! r,  r' )  _       &r[r,  r' ) -\- r'(r,  r')^      . 
(/;•  2(  r'  —  r''  \ 

,        ,  6/-',  I-,  r')  +  (  ?, /• )(/•,#•'), 

(/(  r,r),_  \  r  j 

"'  dr       ^  r»^^T^^  ' 

de  sorte  que  par  ces  subsUlutioiis  les  l'oniinles  précédentes  devieiidroiil 

d^lr^r']  J-^--^—)^  '•'  '•'    +  (  2  -  S)  '  '■'  '•'  ' 


/         ,   ,       i8r'-'\  ,         /5;--       6/-'\ 

y.r         n  1  —  24/'   H ^        /',  ''  )  -t- r-      '•  r,  r  i, 


dr' 
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22.   On  pourra  (li)iic  exprimer  tous  les  coeffîcienls  (oj,  (  ij,  faj,  ('5), 
(4,  |)ar  les  seules  (juantités  {r,r' ),  [r,  r'j,;  et  l'on  aui'ii  ainsi 

(  o)  =  T'  [ar'i,  r,  r'  i  —  /■*/■'(  r,  r'  ),], 

.„,  i2.r'r"(r,  r'  )  -+-  ;  3 /■•/•'—  r''/-")  {r,  /•'), 
'^f^   ^ir'-r-') ' 


:)  =  T 


4(r'—  r") 


4   =  -  T 


,,/■-  —  /•• 
()/■■/■  -   /■,;■'  I  -t-  /■'  /■',  /',  /•'  t, 


^\r-—  /•") 


Nous  avons  déjà  donne,  dans  la  Théorie  des  rariations  séculaires  n"  i8. 
première  Partie),  la  manière  de  calculer  les  valeurs  des  (juantites  r,  /'j, 
ir,  r' ),;  et  nous  y  avons  trouvé  des  expressions  de  cette  forme 


i '■.'■'=  ::t7- ITT?'      ''•-''  )' 


6N 


<lans  lesquelles  :;  =  — ,  /•'  étant  supposée  la  plus  petite  des  deux  (juan- 
tites /•,  r  .  et  .M,  i\  représentent  les  séries 

i  -i- x'-z' -\- .  .  .  .      xz  —  x^z' ---..., 

couime  dans  le  n"  l\  de  la  seconde  Partie  de  la  même  Théorie. 

Nous  avons  de  plus  donne  dans  le  même  endroit  les  valeurs  mimeii- 
(|ues  de  ;,  M,  N  pour  toutes  les  distances  moyennes  /.  /■  ....  des  Plani'Ies 
principales  conihinees  deux  ii  denx;  ainsi  l'on  pouria  pai'tii- immédiate- 
ment de  ces  valeurs  dans  le  cali'ul  des  coellicients  de  la  formule  liouvee 
|)our  l'altération  du  mouvement  nu)yen  des  Planèles:  nous  allons  main-, 
tenant  appliquer  (  ette  formule  a  Satui'iie  et  ii  Jupiter,  et  voir  les  conse- 
(|uences  (|ui  l'U  résultent  relativement  ;i  leuis  moiivemeiils  moyens. 
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SECTION    SKCONDI-:. 

\\HIATUl\     SK(,ll.MllE     Dl      M  (I  l  \  E  .M  K  N  T     MOYEN     1>  E    SATIR.NE     l'HODIITE 
l'AB     l..V<.ÏU)N     DE    JIPITEH. 

2!i.  Nous  sii|i|i(is<'niiis  ici,  cointiic  nous  l'avons  t'ait  dans  la  Théorie 
géitérale  des  variations  séculaires,  que  li'S  IcUrcs  sans  trait  se  ra|»|)ortt'nt 
à  Saturne,  (ju'avec  un  trait  elles  so  rapportent  a  Jupiter,  et  ainsi  de  suite; 
lie  cette  manière  ï  sera  la  masse  de  Saturne.  T  celle  de  .lupiler,  ces 
niasses  étant  exprimées  en  parties  de  celle  du  S(deil;  il  en  sera  de  même 
des  distances  inoveiines  r,  r'  et  des  mouvements  moyens  p,  //. 

Ainsi  l'altération  i  du  mouvement  nio\en  île  SaUiriic  due  ;i  l'action  de 
Jupiter  seia  deteruiinee  par  reipiatiou  dilliTcnticlIc 

,/N 

"        1)    ■     I      /        1-^1    x'-^)-'-   -t-   3     xx' -\-yy'  )-\-{^)\[s—s'  '-Ht  «  — m' )'], 

dont  les  coellicients  seront  exprimes  |)ar  les  ipiantites  z  =  — ^  M,  N.  de 
la  manière  suivante 

,  _         2M-(>2N 

!  I  —  Z'^  '^ 

^„6z'M-i-3  iz-z'  \ 
3is'M+  3ii'N 

''  ^  7.{\  —  Z')'       ' 

3  S-  Sz^M  -6(i-4-6z'— 5g«)N 

4(1  —  ZM' 
9.    I  —    2'  /  ' 

(>es  formules,  en  y  eliau;;eaut  les  traits  des  lelIresT,  / serviront 

aussi  pour  toute  autre  Planète  en  tant  qu'elle  sera  Irouidèe  par  une  Pla- 
nète intérieure,  la  i|uantité  z  devant  toujours  être  une  fraction  moindre 
i|uc  l'unitc  poni-  l'exacliludc  des  expressions  de  M  et  .\. 
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24.  L'action  do  Jupiter  sur  Saturne  étant,  à  raison  des  niasses  et  des 
distances,  infiniment  plus  considérable  que  celle  des  autres  Planètes,  il 
suIRra  de  tenir  coinple  de  cette  action,  comme  nous  l'avons  fait  dans  la 
Théorie  des  variations  séculaires;  ainsi  la  formule  précédente  donnera 
l'altération  totale  du  mouvement  moyen  de  Saturne,  en  y  substituant 
pour  x,y,  r',  v',  s,  u,  s',  u'  les  valeurs  dues  à  la  même  action  et  qui  ont 
été  calculées  dans  les  n°*  50  et  53  de  la  deuxième  Partie  de  cette  Théorie. 
Par  ces  substitutions  on  aura  donc  en  premier  lieu 

X'  -~   >■-  =   .V  -4-    B"  -h   2AB  cos[  a  — 6i/-Ha-[3]. 
j:'2^jr',^  A'=-(-  B'=-t-2A'B'cos[(a  — 6)/-t-a  — |3], 
XX'  —  )t'  =  \A'  -i-  BB'  +  t  AB'  H-  A'B  1  cos[i  a  —  6)  /  -H  a  —  [3]. 
En  second  lieu  on  aura 

{s—  s'  r-h    u  —  u'  '=[  B    —    B' )]\ 

en  désignant  par  B,,  (B'j  les  coefficients  B,  B'  des  expressions  de  s,  u, 
s',  u'  pour  les  distinguer  de  ceux  de  x,  y,  x',  y'  que  nous  avons  repré- 
sentés par  les  mêmes  lettres. 

Donc  enfin,  substituant  ces  valeurs  et  faisant,  pour  abréger, 

[o]  =  (o)-h(i)(A=+B')H-(2)(A"-t-B'')-+-(3)(AA'+BB')-+-(4)[(B;-(B')]S 
[i]  =  2(i)AH-(-2,2)A'B'H-(3)(AB'-h  A'B), 

on  aura 

-^  =  [o]  +  Li]  cos[(a.-  6  ;/  +  a  -  (3]. 

Or  p  représente  l'angle  du  mouvement  moyen  de  Saturne,  et  nous 
avons  exprimé  le  temps  t  en  années  Juliennes;  si  donc  on  nomme  n  le 

nombre  d'années  Juliennes  de  la  révolution  de  Saturne,  on  aura  ^  =  —  • 

de        n   ' 

par  conséquent  la  formule  précédente  étant  multipliée  par  dp  et  intégrée 

donnera 


2  =  [o]/,.-[.]-^-^sin[>a-6   /  +  a-(3]; 


V 
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c'esl  l'expression  de  ralleiMlioii  du  lumiviMiiciil  iiio\eii  i-l  (lui  doil  t'tre 

ajoutée  à  ee  mouveinenl. 

25.  Le  leriiie  'op  ne  fait  (iiraiigmenler  le  inouveimnil  moyeu  pn- 
mitildiiiH^  la  raison  de  i  à  i  -^  ^0]  ;  de  sorte  que  le  iiiouveuicnt  moyen. 
I,.|  (|Mr  les  ol.s.Tvalions  doivcnl  le  donner,  sera  (i  +  \o])p,  et  répondra 

par  lon-^eonenl  a  une  dis(anci'   niovenne  égale  à  v-  -'"i^' -  P'"' 

letle  distance  cjui  <'st  celle  (jui  résulte  de  la  comparaison  des  temps  pé- 
riodiques, on  pourra  déterminer  la  distance  primitive  /■,  (jui  entre  comme 
élément  dans  le  calcul  des  perturbations;  mais  la  quantité  [oj  étant  une 
traction  iiitinimenl  petite,  puisqu'elle  est  de  l'ordre  des  masses  des  Pla- 
nètes rapportées  à  celle  du  Soleil,  il  ne  résultera  de  là  ([n'une  correction 
insensible,  et  de  nulle  considération  dans  les  distances  moyennes.  On 
|i('ul  doni'  n'avdir  aucun  égard  ii  l'etlet  du  terme  dont  il  s'agit. 

2(>.  il  n'en  es!  pas  de  même  de  l'autre  terme  qui  contient  le  sinus  de 
l'anule  a --  h )/  -h  01  —  ^■,  ce  terme  donnera  une  véritable  é(iuation  sé- 
culaire périodi(iue,  dont  la  période  sera  extrêmement  longue.  Eu  ell'el, 
m  sul)sliluaiil  ponr  a,  h,  a,  fi  les  valeurs  données  dans  le  u"  50  de  la 
deuxième  l'arlii'  de  la  Tlièorie  des  variafioris  scculaires.  on  trouve  |)our 
l'angle  dont  il  s'agit 

,8o"-83"43'-+-i«",4o^>4'; 

de  sorte  i|uc  la   période  de  l'é(|uation  séculaire  sera  déterminée  par  l'e- 

(lualiiui 

i8",4o54/  =  36o", 

la(|uelle  donne 

/      704 '4 

pour  le  nondire  d'années  de  cette  période.  Mais  il  faut  voir  si  la  valeur 
de  cette  éijuation  est  assez  forte  pour  pouvoir  être  aperçue  par  les  obser- 
vations. 

Pour  cela  il  faut  cdi cncer  par  calculer  les  valeurs  des  coeiricieuts 
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(i),  (2j,  (3);  or.  par  le  ii"  4  de  la  dinixiènie  Partie  île  la  Théorie  des  va- 
riations séculaires,  on  a 

2  =:  —  ^  o,545i -2,     M  =^1,075800,     N  =  0,262042, 

et.  substituant  ees  valeurs  dans  les  f'unnules  du  n"  23.  il  vient 

(i)  =  2,2i597r,     (a)^  i,5652oT',     (3)  =  -  3.26743T'. 

De  plus  on  a  par  le  n°  50  du  même  Ouvrage 

A  =0,04877,  B  =  o,o3532, 

A'= — 0,01715.  B'=  0,04^21. 

Toutes  ces  valeurs  étant  suiistituées  dans  l'expression  de  "i   .  on  aura 

[i]  :=  o,ooo4o8T', 

- .           .     ■         1                1           1  ■    1  ■                            •   •               360° 
et  1    ne  saisira  plus  nue  de  multiplier  cette  (luantite  par [-■>  ou 

a  —  b  =  i8",4o54  par  le  même  numéro,  et  de  substituer  en  même  temps 

pourT',  masse  de  Jupiter,  sa  valeur  —^ — ^.  suivant  le  n"  15  de  l'Ou- 
vrage cité. 

Le  calcul  fait,  on  trouve 

360°     ,.    ,  r         a 
j-      n  ^  G    ,  020Q2 , 

a  —  0 

de  sorte  qu'en  divisant  encore  par  n  —  3o  à  peu  près,  on  n'aura  (|ii"iiii 
millième  de  seconde  pour  la  plus  grande  valeur  de  l'eciiialioii  séculaire  ; 
quantité  absolument  imperceptible  et  inappréciable. 

D'où  l'on  doit  conclure  que  le  mouvement  moyeu  de  Saturne  est  inal- 
térable par  l'action  de  Jupiter;  et  qu'ainsi,  si  ce  mouvement  est  sujet  à 
des  variations,  on  en  doit  chercher  la  cause  ailleurs  que  dans  la  gravita- 
tion mutuelle  des  Planètes. 
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SECTION  TROISIEME. 

NAIIIATION   SÉCLLAlllK    Bf    MOUVEMENT   MOYEN   DE  JUPITER    PRODUITE    PAR    LACTION 
DE     SATURNE. 

27.  (Calculons  de  la  même  manière  rallération  du  iiiduvcment  de  Ju- 
piter due  à  Saturne.  Suivant  les  dénominations  étaldies  dans  la  Seelion 
précédente,  il  l'audra  alVecter  d'un  trait  les  lettres  de  ré(|uation  diU'éren- 
tielle  qui  n'en  ont  aueun,  et  réeiproquement  ell'aeer  le  trait  aux  autres; 
de  sorte  que  pour  l'altéralion  1'  du  mouvement  moyen  de  Jupiter,  on 
aura  cette  ('-([uation 

^-y- ;=  (o)  +  (0  (j?" +j'') -f- (2)  (^' +  j')  +  ( 3)  (^a:'-+-_)-7')  4- (4)  [(«  —  *')'-!- (M  —  «')'], 

dont  les  coeHieients  (o),  (i),...  seront  exprimés  de  la  même  manière 
([ue  dans  le  n"  22,  mais  en  y  eliant;'eant  T'  en  T,  ren  /'  et  /'  en  r.  Or,  en 

taisant  toujours  s  =^  —  et  observant  (jue  les  valeurs  des  (juanlités  (r,  /'), 

[r,  r'),  ne  eliangent  point  en  y  eliangeant  /-en  /',  puis(iue  l'expi'ession 
dont  le  dévtdoppement  enijendre  ees  <|uanlités  demeure  la  même  par 
les  clianiicmenls  dont    il   s'agit,  on  trouvera  les  expressions  suivantes 

en  --,>!,  N 

„  22'M  —  ôz'N 
(o)  =  T 


(  I  ;  -  T 


—  6^'M  +  3(^'—  3z')N 
4(1 —  a»)'  ' 


_  3z'M-(-3z'N 

(  2  )  =  —  T  — 


21  —  z' 


_      3(5g'  — z<)M  — 6(5z  — 6g'  — z>,N 

*^'-'  4(1-^')' 

,.        _3z'M-t-32<N 

(41=  l    T-: 

y.'i  —  z   I 

El  ces  formules,  en  y  eliangeant  les  traits  des  lettres  T,  /• serviront 

aussi  pour  une  autre  Planète  quelconque,  en  tant  (|u'elle  sera  Irouldée 
par  une  IMani'tc  supciienre. 
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28.  On  fera  maintenant,  dans  l'équation  différentielle,  les  mêmes  suh- 
stilutions  que  ci-dessus  pour  x,  y,  x' ,  y', ...  ;  et,  intégrant  ensuite  de  la 
même  manière,  on  aura 

v-t  ,  r     1  ^ho"  .        _  ,  „, 

1  =  loiD'-f-  [il  — j-sm  («—  6)/  +  a  —  31, 

en  supposant 

[o]  =  ^o)-i-^i,uA"-hB'»)-h(2)(A=-+-B')-t-',,3ii  AA'-!-BB')  +  (4)[(B;  — 'H'  j% 
[i]=2(i)A'B'-4-2(2iAB-+-(3).AB'-i- A'B), 

et  |)renant  n  pour  le  nombre  d'années  Juliennes  de  la  révolutidu  de  .)u- 
piter. 

L'expression  de  1',  étant  entièrement  analogue  à  celle  de  .i;  de  la  Sec- 
tion précédente,  donne  lieu  à  des  conséquences  semblables;  ainsi  le 
mouvement  moyen  de  Jupiter  sera  altéré  par  une  équation  île  la  même 
forme  que  celle  du  mouvement  de  Saturne,  mais  dont  la  (|uaiitilc  csl  dif- 
férente; nous  allons  en  déterminer  la  valeur  numéricjue. 

29.  En  conservant  les  données  du  n"  26,  on  trouve 

1 1  i  ^  —  o,735o3T,     (2;  =  —  i,o898oT,       3i^i,3j76qT, 
et  de  là 

[l]  :=  —  0,000687  1  • 

Or  T,  masse  de  Saturne,  est  égale  à^^^-^-,  substituant  cette  valeur  el 

mullipliant  |)ar ,■,  on  aura 

360°   ri  „       /, 

Ce  nombre  divisé  par  n,  dont  la  valeur  est  à  peu  près  12,  sera  donc 
le  coefficient  de  l'équation  séculaire;  d'où  l'on  voit  que  ce  coefficient  ne 
montera  guère  qu'à  un  millième  de  seconde,  à  peu  près  connue  celui  de 
l'équation  de  Saturne,  mais  avec  cette  ditTérence  (]ue  l'un  csl  posilit Ci 
l'autre  négatif. 
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Donc  li's  (M|iiittioiis  sfcuhiii'fs  tics  mouvcinonts  moyens  de  Saliiiiie  el 
(le  .lii|)iler  sdiil  éti;aleiiieiil  insensibles,  el  penveiit  être  repntées  absolu- 
iiienl  nnlles. 

Ce  l't'sullal  lions (lis|)ensera  mainlenanl  d'exaiiiinei  aussi  les  e{|iialions 
séeulaires  du  niouvenient  des  antres  Planètes,  eomnie  nons  nous  l'étions 
propose:  car  il  est  facile  de  prévoir  que  les  valeurs  de  ees  équations  se- 
ront encore  moindi'es  (|ue  relies  (|ue  nous  venons  de  trouver.  Ainsi  l'on 
peut  désormais  rei^arder  eonnne  une  vérité  nii;oureusement  démontrée 
(]ue  l'attraction  mutuelle  des  Planètes  principales  ne  peut  produire  dans 
leurs  inonvements  movens  aucune  altération  sensiltle. 
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[Noiivcniu  Ménifiiivs  de  V Aciidciiuc  irt\(de  des  Siicnccs  et  BcUvs-Lettrcs 
de  Berlin,  année  1784.) 


Les  variations  périodiques  des  Planètes  ont  déjà  été  calculées  par  plu- 
sieurs Géomètres;  mais  leurs  calculs,  épars  dans  différents  Ouvrages,  el 
fondés  sur  des  formules  et  des  données  dilï'érentes,  ne  sauraient  former 
un  corps.  D'ailleurs  leurs  méthodes  mêmes  n'onl  peut-èlre  pas  toute  la 
précision  nécessaire  pour  ne  laisser  aucun  doute  sur  les  résultats;  cai- 
un  défaut  commun  à  toutes  ces  méthodes  est  de  donner,  dès  la  seconde 
approximation,  une  expre.ssion  inexacle  du  rayon  vetieiir,  en  y  inlro- 
duisant  des  termes  proportionnels  au  temps,  (|ui  ne  doivent  point  s'v 
trouver  sous  cette  forme;  el  parmi  les  dillerents  moyens  (|u'on  a  em- 
ployés pour  se  déharrasser  de  ces  soi'Ies  de  (crmes  el  les  faire  servir  à  la 
détermination  des  variations  séculaires,  les  uns  sont  ou  trop  compruiues 
ou  trop  indirects,  et  les  autres  ne  sont  pas  assez  rigoureux. 

On  peut  donc  encore  désirer  un  Ouvrage  oii  celte  parlie  impoilaiile  de 
l'Astronomie  [)liysi(pie  soit  traitée  avec  aulaiil  de  géiiéralilé  (|iie  (rc\a(  - 
tiliide,  el  (jui  réunisse  ii  une  analyse  diicctc  el  unil'oiiiu'  l'applicalion 
V.  53 
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luimériquc  des  t'orimiles  algol)i'i(iucs  à  loiilcs  les  Phuièlos  principales. 
C'est  le  iiiotii"  qui  m'a  déteimiiié  à  enlre|)reii(li'e  ce  nouveau  travail, 
comme  une  suite  de  celui  (|ue  j'ai  donné  sur  les  Vinialions  séculaires. 
En  les  réunissant  on  aura  une  analyse  complice  des  peiturbalions  des 
Planètes  principales,  causées  par  leur  attraction  mutuelle;  et  les  Astro- 
nomes y  trouveront  tous  les  secours  (|ue  la  Théorie  peut  fournir  pour  la 
perl'ection  des  Tahles. 

(]omine  nous  avons  dejii  doujn'  dans  la  premii-re  Partie  de  la  Théorie 
des  raiialions  pciiodiqnes  les  t'ormules  généi'ales  de  ces  vai'iations,  il  ne 
s'aiiit  plus  dans  cette  seconde  Partie  que  de  traduire  les  mêmes  i'ormulos 
en  nombres  pour  cliacune  des  Planètes  principales.  Or,  parmi  les  difl'é- 
rentes  espl'ces  de  vaiiations  péiioili(|ues  (|ue  l'action  uiiiliu'lle  des  Pla- 
nètes peut  produire  dans  leurs  mouvements,  celles  (jui  se  pi'ésentent  les 
premières  sont  les  variations  qui  dé|)endenl  uni(iueiuent  de  la  distance 
ou  commutation  dos  Planètes  entre  elles,  et  qui  auraient  \\n\  également 
si  les  orbites  des  Planètes  étaient  sans  excentricité  et  sans  inclinaison. 
Nous  commencerons  donc  par  calciiler  celles-ci,  pour  lesquelles  nous 
avons  trouvé  des  formules  Irès-simples,  qui  représentent  directement  les 
corrections  de  la  longitude  et  du  rayon  vecteur;  et  nous  pourrons  même 
négliger  entii.'rement  les  corrections  du  rayon  vecteur,  comme  inutiles 
pour  les  applications  astronomiques,  tant  à  cause  de  leur  petitesse,  que 
parce  que  les  observations  immédiates  des  tongitudes  sont  les  seules 
dont  on  fasse  usage  et  sur  lesquelles  on  puisse  compter.  Nous  passerons 
ensuite  à  la  détermination  des  autres  variations  qui  dépendent  tout  à  la 
fois  des  distances  des  Planètes  et  de  leurs  excentricités  cl  inclinaisons. 


SECTION   PRHMIKRK 

où     l'0>     UOWE     I.KS    VAIIIATIONS    l>K  lU  U  D  I  tjl  K  S     1)1      MO  l  V  E  Jl  K  NT     l>  E    SATURNE 
DÉPENDANTES    DE    SA     DISTANCE     H  É  1. 1  OC  E  NT  B  I  0  "  E     A     JCl'ITEn. 

Ouoiijiie  l'attraction  soit  mutuelle  entre  toutes  les  Planistes,  on  peut 
neaunioiiis.  dans  le  calcul  du  moiiveineul  de  Salinne,  n'avoir  égard  qu'il 
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l'action  de  Jupitoc.  1rs  aiitivs  Planètes  étant  et  trop  petites  et  trop  éloi- 
gnées pour  pouvoir  produire  dans  Saturne  des  dérangements  sensibles; 
et  si  cette  action  se  trouve  insudisanle  pour  expliquer  tous  ceux  que  les 
Astronomes  y  ont  observés,  il  faudra  avoir  recours  à  d'autres  causes  pour 
en  rendre  raison.  Mais,  comme  les  preuves  que  l'on  a  déjà  de  la  gravita- 
tion universelle  ne  permettent  pas  de  douter  de  l'action  réciproque  de 
Jupiter  et  de  Saturne,  il  est  important  de  déterminer  à  priori  les  irrégu- 
larités dues  à  celte  action,  pour  pouvoir  en  dépouiller  les  résultats  des 
observations,  et  séparer  d'abord  les  effets  de  cette  cause  générale  et  con- 
stante de  ceux  des  autres  causes  particulières  et  accidentelles.  .le  vais 
donner  dans  cette  Section  les  inégalités  de  la  longitude  de  Saturne,  dé- 
pendantes  uniquement  de  sa  distance  ou  commutation  avec  .lupitei'. 

1.  Soit/?  l'aiiglf  du  iiioiivcinent  moyen  de  Saturne,  et  /sa  distaïue 
moyenne  au  Soleil  due  au  mouvement  moyen  p  dans  une  orbite  inva- 
riable; soit  de  même  p'  l'angle  du  mouvement  moyen  de  Jupiter  décrit 
en  même  temps  (juc  l'angle  p  du  mouvement  de  Saturne,  et  /■'  la  dis- 
tance moyenne  de  Jupiter  au  Soleil  due  à  ce  mouvement  moyen;  enfin 
soit  T  la  masse  de  Jupiter  en  parties  de  celle  du  Soleil. 

En  appliquant  à  ces  Planètes  les  résultats  donnés  dans  la  première 
Partie  de  la  Théorie  des  variations  périodiques  21).  on  aura  piuir  les  iné- 
galités de  la  longitude  de  Saturne  produites  par  l'action  de  Jupiter  cl 
indépendantes  des  excentricités  et  des  inclinaisons,  la  formule  suivante 

T,  r         •  d\r,i',  3 -(- /(•       r       ,1        3-1- 2«-i- n=  r-  I    . 

—  l 2'-  — *^-7 H ;; 7-  '•    /■,  '•     . T-, 7-, t:.     Sll\   p  —  l)   , 

L»  I  —  n-  dr  n-\i — ii'      ^         ^  n-(\  —  n-)   t -J         "^      ' 

xT  '  J[r,r'],  3-h4«=         .        ,,n    . 

I  an  I  —  4"  "'■  iify  —  4"  '  J 

—  J ^  ir--^ — '-  ■+-  -— ^ /•[/■,  ;•  J,    sin3  p  —  // 

|i/ii  — 9rt-  dr  3/1^1  —  9/1')  J 

-r-f  '  ,«'['■' '■'Il  3-(-l6/l'  r         ,1    1     ■      /  , 

L4n('  — lon'r  dr  ^n-i  —  \C>n-)     '■        ^  J  '       ' 
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dans  lth|ii('lli' 

cl  où  'i\r'  ,,  /-.r'Jo,  h\r'  \.i, . . .  sont  les  l'oeiricients  do  cos//,  cosa//,, 
cos'îw,...  dans  la  séiic  irsnltante  du  dévcloppcniciit  de  la  l'onction  irra- 
tionnelle 

(  r^  —  3.  ;•/•'  cos  u  +  /•'-)   ' . 

Otle  Ibrniule  exprime  la  correction  à  faire  à  la  longitude  de  Saturne 
calculée  dans  son  oi'l)ite  ellipti([ue.  Il  y  en  a  une  pareille  pour  la  cor- 
rection (In  rayon  vecteur,  mais  que  nous  omettons  comme  inutile  pour 
les  usaijes  astronomi([ues,  ainsi  (|ne  nous  l'avons  remar(|ué  plus  liant. 

2.  Pour  pouvoir  évaluer  la  formule  précédente,  il  faudra  donc  com- 
mencer par  déterminer  les  valeurs  des  fonctions  [/•,  r'j,,  [r,r'\.,,...  et 
de  leurs  dillerences  premii'res  relativement  ii  /■;  c'est  à  quoi  on  peut  em- 
ployer les  formules  données  dans  le  n"  ^5  de  la  premii're  Partie  de  la 
Théorie  des  variations  séculaires. 

En  faisant  dans  ces  formules  s  ■-  -»  il  est  visible  (lue  les  coeHicienls 

A,  B.  ('.,...  deviennent  ^r, /•'),  [r,  r'j,,  [/•,  r'J,, . . .  ;  de  sorte  (|u'on  aura 
d'abord 

et  l'on  trouvera  de  même 


d'oii,  en  faisant  varier  r,  on  tirera  les  valeurs  des  dillérenccsde  \r,  r'Jj,...; 
|)ar  conséquent  il  sullira  de  connaître  les  valeurs  des  deux  premières 
fondions  [r,  r'J,  \r,  r'j,  et  celles  de  leurs  différences,  p<iui  avoir  les  va- 
leurs de  tontes  les  autres  à  l'intini. 
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3.  Dans  le  même  endroit,  nous  avons  fait  dépendre  ees  valeurs  de 
celles  des  fonctions  (r,  r')  et  (r,  /■'),  résultantes  du  développement  de  la 
(|uantité 

(r- — ?.;■;•' ces  J« -4- /•'- 1   ', 

fonctions  ijui  sont  plus  faciles  à  calculer,  et  pour  lesquelles  nous  avons 
donné  dans  le  n"  48  du  même  Ouvrage  des  séries  très-convergentes; 
nous  en  userons  de  même  ici,  d'autant  plus  que  nous  avons  aussi  déjà 
donné  dans  la  seconde  Partie  de  la  même  Théorie  les  valeurs  iuimi'ri(|ut's 
de  ces  séries  pour  toutes  les  Planètes  principales;  et  nièiiit",  an  lieu  de 
faire  dépendre  les  fonctions  'r,r'\,  i/-, /•'  ,,  'r,  r']..,. . .  et  leurs  diflé- 
rencee  les  unes  des  autres,  il  sera  plus  simple  de  les  faire  dépendre  sim- 
plement et  immédiatement  des  fonctions  correspondantes  (r,  ?•' ),  (r,  r' ),, 

h;r), 

Pour  cela  on  trouvera  d'abord,  en  faisant  dans  les  formules  cilcf^ 

3 
s  =  -  et  changeant  a,  b,  c, . . .  en  (/•,  /•'),  (r,  r' ),,  [r,  r'  j^, . . ., 

(  r,  r'  ),  =  -2  (  -7  +  —  )  (  /•,  /■'  ),  —  6  r,  /•'  ), 


4/'-        '•'\  -  5         „ 

On  trouvera  ensuite 

[/■,  ;■']  —  ir'-h  r'')[r,  r' )  —  ir'ir,  r'),, 

[/■,  r'],  =  —  [2(1-,  /•')  —  (/•,  r')i]  =  ^n-'(r,  r')  —  ^  »•■  -i-  /-'-i  i  r,  /•')„ 


[;•,  ;•'],  =  -^-  [(;•,  r'),-(r,  /■'),]  =  ]rr'{r,  /•'),  -  \(r' -h  r")  {  r,  r')„ 
[r,  /■'],  =  -^  [i  /•,  /•'  j,  -  i  /•,  »•'  ).]  r=  ^  ;•/■'(  r,  /•' ),  -  i( /•=  -I-  r'»)  (  /•,  r'  )„ 
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Knliri  un  ;mi;i  |);ir  les  mêmes  t'orimilos 

^r'f^^jp-  .-  -  [/•,  /•']  -  (/•'-  r'')  (/-,  ,•'), 


d\r,r'\  r       ,1  ,        „   ,       , 


\.  Oi',  en  liiisaiit  :;  =  -  cl  prenant  pour  M  et  N  les  expicssions  en 
lu  n"  \\  (le  \w  seconde  Partie  de  la  Théorie  citée,  on  a 


M  ,  6N 


Si  donc  on  suppose 


et  ensnilc 


M  ,  ^  6N 


(  I    —  b    o  1, 


;  2  )  —  2  (  2  -+•  - 


r[r,  /•']  =(i-|-z')(o)  —  z\i), 
r\v,  /■'],=:=4z(o)  — (1  +  z-)(i), 


r\r,  '■']»=  rZ(2)  — 


/•[/•,/•'].=  fz(3)-i(i-f-2')(4), 
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ar  ■■ 

d\r,  r'ii  r       ,1 

ar  ^ 

,  </[r,  r'ij  r       /i        ,  -,    V 

2 f '  — 1-= — ^  =  —  /■  r /•,  /•  Ij  —  ( r  —  z- ][■}.), 
ar  L        j 

-'■'%!^'  =  -'-['-.'-'l3-li-z-)i,3). 

'î'f ''.    '"'Il  r  ,T  ,  .  /> 
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P;ir  ces  siil)stitii(ions  la  t'onniile  géiiei-ale  du  n"  I  iic  ciiiilictidia  i|Uf 
les  (|uaiitites  comuies  ;.  T';  et  cette  formule  [louria  seivii-  [xuir  une  l'Ia- 
nète  quelconque,  en  tant  qu'elle  sera  dérangée  par  une  Planète  int'é- 
i-ieure  T'.  en  prenant  /-pour  la  distance  moyenne  de  la  Planète  tronidée 
el  /•   pour  celle  de  la  Planète  perturbatiice. 

5.  En  employant  les  données  du  n"  4  de  la  seconde  Partie  de  la 
Tiiéorie  citée,  on  aura  d'ahord 

z  ^  0,54517?.,     M  =  1 ,075800,     N  :=  o,3.62o4'?  : 

et  de  là  on  trouvera 


(o)  =  2,178132 
',0  =  3,183280 
(2)  =  2,080  i5o 

i  3)  =:  1,294033 
14)^=0,782704 

(5)  =  0,464710 
'6)  =  0,27 1980 
17)  =  0,1 51)794 
(8)  =  0,0879(10 


log.  o.338o84i, 
0.5028748, 
o,3i8o94*', 
0,1 1 19453, 
9,8935975, 
9,6671820, 
9,4345370, 
9,1953295, 
8,9442852, 
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l'iitin 


;•[/•,  /•']  :=  I  ,oc)0o(i4 
r[r,  '■'][=  o,6?.o4'iH 
'■['■»  '■']»=  o,a574<)- 
/•[/•,  !•'],=  0,117889 
''['">  '■']<=  o,o565i5 
/'[/•,  /•']s:=  o,o?.7843 
'■['■)  i'']o=^  o,oi3()8() 

/•[/•,  /''],=:  0,0()-l6() 

;•[;•,  »'']«^  0,00371(0 


log.  o, 037451»), 
9,7926980, 
i),4io76'>i), 
9,071473.3, 
8,7521669, 
8,4447193. 
8.1457824, 
7,8552712, 
7,5786891, 


■?.!■ 

tl[r,r' 
dr 

-  -=  —  2,6-.o82H 

lop.      o.i  184385 

</[/•,/•' 

-'  =  -  2,857608 

0,4560026, 

(h- 

fl[r,r' 

-  =  —  '.7'93*»J 

0,2353758 

(Ir 

2C 

d[r,  ;•'! 
(Ir  ' 

-  =  —  1 .027319 

0.0 1 1  7053 

r/ [;•,/•' 

t  =  —  0,606589 
-  =.  -  0,354435 

•          9.782894») 
9,549536(i 

?.r 

dr 

d[r,r' 
dr 

2  /■ 

,  d[r,  /•' 
dr 

-'  =  —  o.2o5i33 

9,3i2o356 

■?.  1 

.d\r,r' 
dr 

-  =:  —  0.','  '  i~>\) 

9.(j695i64 

7.r 

,d[r,r' 
■  dr 

1. 

=  —  0,065607 

8.8169502 
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().   Mniiitcnaiil.  |iiiis(|iie 

on  aiii'ii 

n=::-1, 4845,76. 

Par  If  moyen  de  celte  valeur  et  des  précédentes  on  trouvera  celles  des 
coefTicients  de  sinfyD— /j').  sinaf/?  — jo'j, . . .  dans  la  formule  tlu  n"  1 .  cl 
elle  devie'ndia 

—  T'[  +  o,oi835  sin    \p  —  p'  \  —  ",if)-,>,5o  siii^  />  —  // 

—  o,o3388  sin3(7>  —  p'  \  —  o,oioi5  sin4(/'  —  p' 

—  o,oo3()o  sin5(p  --  p'  )  —  0,001 4 1  sinfi:^  —  p') 

—  (),ooo5t)  sin  7  i/>  —  p'  I  —  o,oooo,6  sinSi  y>  —  p'  1  —  .  .  .]. 

7.  Il  ne  reste  donc  plus  (ju'à  substituer  la  valeui'  de  l'  ,  masse  de  Jn- 
pitei'  exprimée  en  parties  de  celle  du  Soleil,  et  de  léduirc  les  coellicients 
en  arc,  en  les  multipliant  par  l'arc  égal  au  rayon. 

Nous  prendrons  poui'  T'  la.  valeur  ([ue  nousavons  employée  dans  la  se- 
conde Partie  de  la  Théorie  des  varialioiis  scculairesi'Aaxù  est  — t. f(8)- 

^  1007,195  ^   ' 

Multipliant  cette  fraction  par  2o()2()4,8,  nombre  des  secondes  contenues 
dans  l'arc  égal  au  rayon,  on  a  le  nombre  ic^y',2']']S  pour  la  valeur  de  T 
en  secondes  qu'il  faudra  substituer  dans  la  formule  précédente. 

Si  donc,  pour  plus  de  simplicité,  on  désigne  pour'  ï)  l(>  lieu  moyen  dr 
Saturne  et  par  Z-'  celui  de  .lupiler.  on  aura 

Correction  <!>■  la  longitude  de  Saturne  due  ù  l'uelion  de  Jupilei 
et  (lépendiuite  de  lu  distunee  de  Siilunie  à  Jupiter 

—  3.",  547  si  11    \  'b  —  T  ]  +  3i",4o8sin-.>, (  h  —  %' 

-)-6",548sin3   ï)  _  r    -+-    i",96i  siii4(  i)  — ^  ! 

4-  o",695  sin  5  (  l)  —  K"  W-    o",  ^.7?  sin6(,  'b  —  W) 

+  o",  1 14  sin7(  5  —  Z-'  '  -H-    o'',ojo  si  M  81  I)  —  f!  )  + . . . . 
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8.  (It'llc  rorimilc,  iiiiouiiir  ((iiiiposcc  tic  plusieurs  termes,  ne  constitue 
ccpcndiiiil  (|ii'uiic  seule  é(|niili()n  ilépeiidante  de  la  distance,  ou  angle  au 
Soleil,  enlic  Saliiiiie  cl  Jupiler,  et  peut  par  consé(|uent  ètrt^  reuierinéo 
dans  une  Table  unitiuc,  ijui  aura  celle  dislauce  j)our  argunienl. 

Ou  voit  (|ue  cette  é(|uation  sera  nullf  dans  les  coujonclituis  et  les  op- 
positions de  Jupiter  et  Saluine,  (|ue  dans  les  quadratures  de  ces  Planètes 
elle  sera  ±c)",5i2,  et  que  dans  les  octants  elle  montera  à  ±32",G86 
ou  ±  33",  23o,  et  sera  à  peu  près  à  son  maximum.  D'où  il  s'ensuit  que 
cette  équation  sera  toujours  beaucoup  au-dessous  des  erreurs  auxquelles 
les  meilleures  Tables  connues  de  Saturne  sont  encore  sujettes,  et  qui 
montent  à  près  de  20  minutes;  elle  ne  pourra  par  conséquent  contribuei' 
(|iic  trl's-|)eu  il  la  perlection  de  ces  Tables. 

Il  était  cependant  important  de  voir  ce  que  la  Théorie  peut  donner  à 
cet  égard,  et  (luoique  la  même  équation  ait  déjà  été  calculée  dans  les 
<leux  Pièces  sur  les  inégalités  de  Saturne  et  Jupiter  qui  ont  remporté  le 
Prix  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris  en  1748  et  1752;  cependant, 
comme  les  résultats  sont  fort  différents  relativement  au  premier  terme, 
qui  dans  la  Pièce  de  1748  a  4"  pour  coelRcient  et  dans  celle  de  1752 
a  — 12",  j'ai  cru  qu'il  était  nécessaire  de  revenir  sur  ces  calculs  pour 
dissiper  les  doutes  (luc  cette  différence  pourrait  faire  naître  sur  leur 
exactitude,  et  fixer  ce  point  de  la  Théorie  de  Saturne  d'une  manière  in- 
contestable. 

Par  cette  raison  j'ai  aussi  calculé  deux  fois  plus  de  termtis  (|ue  .M.  bluler 
n'avait  fait,  afin  (|u'on  puisse  être  d'autant  mieux  assuré  de  la  conver- 
gence de  la  série  et  du  degré  de  précision  sur  lequel  on  pourra  compter. 
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où  l'on  donne  les  variations  périodiques  du  mouvement  de  JUPITER. 
DÉPENDANTES  DE  SA  DISTANCE  H  ÉLIOC  ENTRIQU  E  A  SATURNE.  AVEC.  LES 
INÉGALITÉS   QUI    EN    RÉSULTENT    DANS    LES    ÉCLIPSES    DE    SES    SATELLITES. 

Comme  dans  le  calcul  des  variations  de  Saturne  nous  n'avons  ou  égard 
qu'à  l'effet  de  l'attraction  de  Jupiter,  nous  pouvons  ainsi  et  par  la  même 
raison  ne  tenir  compte  (jue  de  l'action  de  Saturne  dans  la  détcrmiiialidii 
des  variations  de  Jupiter;  car  ces  deux  Planètes  forment  par  la  grandeur 
de  leurs  masses,  et  par  leur  éloignement  du  Soleil,  comme  un  système  à 
part  et  indépendant  des  autres  Planètes. 

Les  inégalités  du  mouvement  de  Jupiter  sont  d'autant  plus  impor- 
tantes à  connaître  qu'elles  influent  sur  le  temps  des  éclipses  de  ses  satel- 
lites, et  par  conséquent  sur  la  détermination  des  longitudes,  un  des  prin- 
cipaux objets  de  l'Astronomie  et  un  des  avantages  les  plus  sensibles  (jui 
résultent  de  cette  science.  Par  cette  raison  il  est  nécessaire  de  calculer 
ces  inégalités  avec  une  précision  et  une  étendue  qui  ne  laissent  rien  ii  dé- 
sirer; je  vais  remplir  une  partie  de  cet  objet  dans  la  Section  présente, 
qui  est  uniquement  destinée  à  la  recherche  des  inégalités  dépendantes 
de  la  distance  ou  commutation  entre  Jupiter  et  Saturne. 

1.  Soient,  comme  dans  la  Section  précédente, /j  l'angle  du  iniuivciiicnl 
moyen  de  Saturne,  r  sa  distance  moyenne,  p'  l'angle  coiilcnipoiaiii  du 
mouvement  moyen  de  Jupiter,  /•'  sa  distance  moyenne,  et  soit  de  plus  T  la 
masse  de  Saturne  exprimée  en  parties  de  celle  du  Soleil;  on  aura  pour 
les  inégalités  de  la  longitude  de  .lii|)il('i'  dues  à  l'action  de  Saluiiic,  cl  in- 
dépendantes des  excenti'icilés  et  des  inclinaisons,  une  formule  semblable 
à  celle  du  n"  1  de  la  même  Section,  en  changeant  seulement  dans  celle-ci 
les  b:tlres//,  r',  T' en />,  r\  T.  el  rice  versa;  ce  (|ui  est  évidcnl,  puisque 
dans  le  cas  présent  ce  sont  les  lettres  affectées  d'un  Irait  cpii  appartien- 
nenl  ii  la  Planète  troublée,  tandis  ijue  celles  sans  trait  se  rapportent  à  la 
Planète  pcitnibatrice. 
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Oi  (111  siiil  (|ii('  les  foiulions    r.  r'],  ''r,  r'] (lomeiireiit  les  nièincs  en 

y  iliiiiigiMiil  r  iMi  /•  el  /■  en  r,  puisque  le  l'adical  (/-  — a/r  eos//  +  /'-  -, 
d'où  elles  dérivent,  ne  suhit  aucune  altération  parce  changement:  ainsi 
l;i  fuinuilc  lies  iuei>alités  dont  il  s'agit  sera  de  cette  forme 

[n;i  — «'!  f/r'  n'{i  —  n'\     ^       \      n'ii  —  n'^r"]         '       ^ 

—  I -, —  or''     '■  '      '   •+-  — - — ^  .    ,    ;•(/•,  /■    ,    SUT?   w'— » 

■,.  l  '  ,,'^'['■.'''1.'  3 -t- on'  ,        ,1   1    .    .,      , 

|3nii  — 9»'  (Ir  in'(  i  —  9«  1 

.,,1  '  „  «'['''''']»  3  +  i6n'        ,p       ,T   I    •    '     ' 


//  clanl         I rr  =  i  —     —      ■ 

(Ip  W'  / 

Quant  aux  iiifi;itliles  du  layou  vecteur,  on  |)eut  les  néi;liger,  comme 
on  l'a  lait  poui'  Saturne  et  par  les  mêmes  raisons. 

2.  Les  valeurs  di's  l'onctions  [/•, /•'],  ^r,r'\,,  (r, /-'jj,...  sont  les  mêmes 

ici  (|m'  dans  la  Section  précédente. 

,   ,,  .         ,    ,        ,.,,.,  (I[r,  r']     </[;•,  /•'],  .,      ,  ,,      , 

.\  I  ei^ard  des  dilierences     '• ,  ,    ^     '•  ,  ,      i  •  •  -^  il  m  v  auia  (lu  a  clian- 
^  dr  di''  ' 

i-cr  dans  les  Ibrniules  du  n"  3  de  la  même  S<'ction  /en  /    et  /    eu  /,  cti 

(d)scivanl  (pu'  les  fonctions  (r,  r'  ),  (r,  r'  ),,...  (lemeurcul  aussi  les  mêmes 

dans  ces  (liauiicmcuts.  De  soile  (|u'on  aura 


dr' 

..,d[r,r'] 
dr' 


—  [^  ''']i—  ('•"—  '•')('•,  r'\. 


Ainsi,  CM  l'aisaut,  comuu'  dans  le  n"  ï  de  la  Section  citée,   :  — -  — »  et 
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conservant  les  mêmes  valeurs  des  quantités  (o),  (i),  (2) on  aura 

dans  le  cas  présent 

r'[r,r']  ^  z[(i -h  z^  [o)  -  z{i)], 
r'[r,r'l  =  'z[^z{o)-ii  +  z'){i)], 

,■'[,-,,•'],=  2[|^(l)_i(l  +  Z')(2)]. 

;-'[/-,r']3  =  2[i2(2)-i(i  +  z')(3)], 


,.d[r,r']  ,.       ,. 


dr 


Zl  I  —  z'i    o  , 


„d[r,r'l  ,,       ,, 

'•  '    ■    ,  ■    "  =  —  r'\r,  r'I,  -h  zi  i  —  z')  { i), 

...d[r,r'l 


dr' 


—  /-'[r,  r']..  -h  z.i  —  z'  '{2:, 


Mais,  comme  on  a  déjà  calculé  dans  la  Section  précédente  les  valeurs 

des  (juaulités 

/■[;•,;■'],     r[r,r']„     r[r,  r' ]:,... , 

ainsi  que  celles  de 

,d[r,r']  .d[r,r'l  d[r,r'l 

rt'-  dr  dr 

on  pourra  déduire  immédialeuienl  de  ces  valeurs  celles  des  (|uautiles  ci- 
dessus,  en  faisant 

r'[r,r']^zr[r,r'], 

r'[r, /■'],=  2 /•[,-, /•']„ 
'■'[»•,  '■']2=  z  r[r,  /■'],, 


2 ;■"     '-^  ,    -*  =  —  2  ;■'[/•,/•'  1   —  3  X  2  /•-  -^ — J-. 
(//•  "^         '  dr 

,d\r,r'],  ,r        ,T  d\'r,r']i 

2/-"     '-  '  ,   ^    =  —  2r'[;-,  !•'],  —  z  X  2/•=-^ — iî, 

dr'  ^         ^  dr 


V:i(i  TUKOlUi:   l)i:S   VVUIVTIONS  PÉRIODIQUES 

Telles  sont  les  valmirs  (|iril  i;iu(lra  substituer  dans  la  formule 
raie  tin  numéro  pri-eédent;  et  cette  t'oiinnle  servira,  en  i^énéial, 
une  IManèle  (|nel(iin(|ne.  en  tani  (|u'elle  sei'a  dérangée  par  une  P 
supérieure  T,  en  prenant  r'  poui'  la  distifiice  moyenne  de  la  Plani'le 
l)lée  et  /■  pour  celle  de  la  Plani'le  perturhatriee. 


gene- 
pour 

ani'le 
Iron- 


ie.   Hi'  cette  manii-re  on  trouvera 

/■'  [/',  ;■']  -  o,5i)43.72 
/■'[/■,/•'],  =  0,338245 
/■'  [  r,  r'  ] ,  =  o,  1 4037  7 

'■'['',  ''']3=  0,0t")4270 

'■'['■>  '■']<  --  o,o3o8i  I 
r'  [r,  r'\=z  0,01 5 17c) 
/•'[r, /-'Je^^  0,007626 

r'  [;•,  /■'],  -^^  o,oo3»)o7 
/•'  [r,  /•'],  ■:^  0,002066 


ensuite 


r'2  — V L  —  o  o 'i 


,   ■; ^--  0,240257 

ar 

'.  r  '     ^  ,  ,  -    :r=  o,Sri  I  i()7 
(ir 

:  r  '  — ^-,  ,    '    —  o,o5dd  1 2 
ilr 

,.d[r,  r'\,  ri   r  r 

'. /•  •     ^  ,  , — -  =  0,4  3 1  526 
dr 

rf[r, /•')4  ,.        , 

>./•  '       '•    ■    , =  0,2(«)074 


/•  -  .   .         :=  0,1 


ih' 


(IoHIm 


log.  9,7739854, 
9,529331 5, 
9,i472()()4. 
.S,8o8()()58, 
8,4887004, 
8,1812527, 
7,8823159, 
7,5918047, 
7, 3 152226, 


2,.'=%i::i  =  o. ;5«„ 

dr 


loK.  9,38o67(>6, 
9,9451715, 
9,81 73081), 
9,()35i)()rH), 
9.I298726, 
9,'i 18399, 

8,9,s4s.s(;9, 
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a/'-'    ^  '      "   =  o,o5Gi67  log.     8,7494844» 


dr' 


!/■''    ^  ,'  ,   ^''  =:  o,o3i635  8,5ooi636, 


4.   Or,  «  étant  ici  éaral  à 


on  trouve 

nn=  o,5g7468, 

et  la  formule  du  n"  1  deviendra  par  ces  substitutions 

—  T[  -(-  1,34704    sin  ip'  —  p)  —  3,3igo4sin2(/)'  — /;) 

—  0,27731  sin3(/>'  —  p  <  —  0,06379  sin4  /)'  —  p) 

—  o,oi968sin5(/>'  ~  p)  —  0,00704  siri6(/>'  —  p) 

—  0,00276  sin  '/  p'  —  p'  —  0,001 16  sinBij;'  —  ^  )  —  .  .  .]. 

5.  Dans  la  première  Section  de  la  seconde  Partie  de  la  Théorie  des  ra- 
riations  séculaires,  je  suis  entré  dans  une  discussion  assez  étendue  sur  les 
valeurs  des  masses  des  Planètes,  et  j'ai  trouvé  pour  la  masse  de  Saturne 
une  valeur  moindre  que  celle  qu'on  avait  adoptée  jusqu'ici  d'après  New- 
ton. Cette  valeur  est  de  „„gQ  /  '1  de  sorte  ([u'en  l'employant  ici  pour  T," 
apri's  l'avoir  multipliée  par  206264,8,  nombre  de  secondes  de  l'arc  égal 
au  rayon,  on  aura  (]\\",\']3C>  pour  la  valeur  de  T  en  secondes,  (pi'il  fau- 
dra substituer  dans  la  formule  précédente. 

On  aura  ainsi,  en  dénotant  toujours  par  h  le  lieu  moyen  de  Salurnc 
cl  pai'  T"  celui  de  Jupiter, 

Correction  de  la  longitude  de  Jupiter  due  à  l'action  de  Snturne 
et  dépendante  de  la  distance  de  Jupiter  à  Saturne 

-82", 73?.  sinfr  — i))-f-2o3",847sin2(Zr— I)) 
-(-i7",o32siii3i2r— i))-l-  3",<)i8sin4(r  — I)) 
4-  i",209sin5(Zr— ï)( -t-  o",432  sin6.  ZT— l)) 
-+-   <)",  16951117:2^— ï)^ -(-     o",o7i  sinSiï*— I))  H-.  . . . 
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6.  O'tlt'  fornnili'  osl,  comiiic  on  voit,  analogue  à  ci'llc  que  nous  avons 
trouvrc  pour  Satuiiif,  cl  pciil  de  nicnic  ctre  ivpi'cscntct'  par  une  seule 
Taille,  (l(iii(  rargnnieMl  sera  la  (iislanee  ou  angle  au  Soleil  entre  ces  ileux 
Planètes. 

Klle  est  |>areilleinent  nulle  dans  leurs  eonjonetions  et  oppositions; 
dans  les  (|uadratures  elle  sera  de  ±  98",  724,  et  dans  les  octants  elle 
montera  à  i:>(j',(>9i  ou  ~  25o",i3c),  et  cette  dernière  valeur  sera  très- 
près  du  niaxinnirn.  D'où  l'on  voit  que  ré(|uation  de  Jupiter  est  pres(|ue 
liiiil  l'ois  plus  grande  (|ue  celle  de  Saturne,  (juoi(|ue  la  niasse  de  Saturne 
i|ui  la  produit  ne  soit  tju'eriviroii  le  tiers  de  celle  de  Jupiter  qui  produit 
l'èqualion  de  Saturne:  ce  (|ni  vient  de  ce  que  l'action  d'une  Planète  per- 
turhatrici'  est  encoie  plus  augmentée  jiar  la  lenteur  de  sou  mouveuienl 
que  par  la  grandeui'  de  sa  masse. 

Dans  la  seconde  Pièce  déjà  citée,  sur  les  irregu/ari/es  dv  .luj>il(u-  et  de 
Salurne.  l'éciuation  dont  il  s'agit  n'est  calculée  que  jusqu'au  quatrième 
terme,  et  les  coenicients  s'accordent  à  très-peu  près  avec  ceux  de  la  for- 
mule précédente,  en  avant  égard  à  la  difï'érence  de  la  masse  de  Saturne, 

qui  V  est  sunnosee,  d'après  .\<'\vt(iii.  de ;  de  sorte  (lu'ils  s'v  trouvent 

1      .  11  1  ^j,., ,  i 

augmentés  tous  dans  la  raison  de  3558  à  3o2i  ou  de  1,1117  à  1.  '■''' 
accord  peut  servir  de  eonfirmalion  à  la  bonté  de  nos  calculs,  et  augmen- 
ter eiicdie  la  coiitianee  qu'on  y  doit  avoir.  Au  reste  notre  formule,  con- 
tenant deux  fois  |dus  de  teriiii^s.  est  aussi  à  cet  égard  plus  exacte  et 
montre  en  même  temps  ciunliieii  la  série  est  convergente. 

7.  Les  inégalités,  qui  altèrent  le  inoiiveiiiciil  de  Jupiter  autour  du  So- 
leil, doivent  alleeter  aussi  les  retours  des  salelliles  de  cette  Planiste  à 
leurs  conjonctions  et  les  intervalles  des  éclipses;  et  il  n'est  pas  ditlieile 
de  voir  (|iir  cliai|ue  e(|iKiliuii  du  muiiveiiienl  ili'  Jupiter  prnduira  une 
équaticui  semidalde  pour  le  temps  des  éclipses  de  cliacun  <le  ses  satel- 
lites, et  dont  la  (|uantité  en  tein|)s  sera  à  la  quantité  de  l'équation  de 
Ju|)iler  en  arc  comme  le  teriip>  de  la  résolution  sviiodi(|ue  du  salellile 
sera  a  l'arc  de  ^)()o  de^i'és. 
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Ui-,  [xiLir  le  iircmici'  >;ilcHili'.  la  durée  de  la  révoliitiuii  syiiodique,  on 
de  ses  retours  aux  conjonctions  avec  Jupiter,  est  de  iJ  i(S''28'"35',  9'iH 
ou  i529i5*,948.  Divisant  ce  nombre  par  1296000,  nonihie  de  secondes 
du  cercle  entier,  on  aura  le  nombre  0,1 1799,  par  lequel  il  faudra  miilli- 
plier  les  équations  de  Jupiter  en  secondes  de  degrés,  pour  avoir  les  c(|na- 
tions  correspondantes  du  premier  satellite  en  secondes  de  t<'mps.  Appli- 
quant donc  cette  réduction  à  la  correction  de  la  longitude  de  Jupilcr 
donnée  ci-dessus    5^,  on  aura 

Correction  du  temps  des  éclipses  du  premier  satellite  de  Jupiter, 
dépendante  de  la  distance  de  celte  Planète  à  Saturne 

—  if.  7(>?.  sin  Z"  —  ï)  +24'-  o5?,  sin  1  t:  —  h 
-+-2%oiosin3  V — ï)  +  0^,462  sin 4  Z.' — Ç) 
-f-o%i43sin5  V — ï)  -f-  o%o5i  sin6  Z,' — î) 
+  o%o2o  siii7' Z" — I)  -I-    o-,  008  sin 8  "U  —  h  ) . 

Pour  le  second  satellite,  la  durée  de  la  révolution  syno(li(|uc  est  de 
'5"  iS*"  17"  53%  749,  ou  de  307073%  749.  et  ce  nombre  divisé  par  1296000 
donne  le  nombre  0,23694.  par  lequel  il  faudra  multiplier  les  coellicienis 
de  la  correction  de  Jupiter  pour  avoir  celle  du  second  satellite  en  temps. 
Donc 

Correction  du  temps  des  éclipses  du  second  satellite,  dépendante 
de  la  distance  de  Jupiter  à  Saturne 

—  iy%6o3    sinZ-"— I)  -i-48%3oosin2   Z/ —  ?) 
-+-  4%  o36  sin  3  ZT  —  i)  -h    o%  928  sin  4   V  —  h  ) 
-+■  o%286sin5iZ-''— ï)  -t-   o%  102 sin6  Z'— ï) 
-r  o^,o4osin7  ZT  —  5  -h   o*,oi-;  sin8  Z"— Î)   . 

Pour  le  troisième  satellite,  la  durée  de  la  revidulion  syiiodi(|uc  c>l  de 
7J3''59'"35*,868,  ou  de  619175% 868,  et  ce  nombre  divisé  par  1296000 
V.  55 


i.l'j  llll.MKIl     1U:S    \\l!l\ll«l\S    l'I.lihMtlOl'KS 

iliinnc  le  iidiiiltr ) *>,  |i:ii'  IrijUi'l  il    r;iiiili':i   iiiull  iiiliii'  I;i  lorii'i  linii 

ili'  .lii|MliT  |iiMir  iivdir  crllc  du  Irnisii'inc  siitrllilr.  Ainsi  l'on  ;inc;i 

(  iiini  lioii  i/ii  trmjis  <liS  l'cllftsis  du  tioisiritlr  sahllid-,  (/l'/iciii/dillr 
ili-  1(1  i/isliiii)f  t/i-  .lupili-r  à  Sdliiiiif. 

■i.)-.")'i;    siii  r  h  -♦-<)7\  5()<)siii  •    V       h 

r     S-.ii'j-.in^  V  h  +    r,S-'.  siii  i  :  ?^  ~  l)  ' 

•     «'•. '177 -in ->  V  0  -+-    o»,  .>()7  sin('>  V-    h 

■      ■.■.()Sisin7  ■/.'  ')      •      (i-,'i5îsinS    T       h    . 

l'jiliii.  |)<nii'  le  (iniitriiMnc  Mili'Hilc.  I;i  ilnicc  de  hi  irvolnlion  .sMio(lii|in' 
rlanl  ilr  l*>'lf^''  >"'-\()()i,  un  de  1  '\'\~')n-\,  ih)7.,  on  ;ini:i.  en  divisiinl  ce 
noinlit'i'  |i;n'  1  i>()()()()o,  Ir  noniliic  i.ii(ii)i),  |i;ir'  li'(|U<d  hi  ((nicclion  ilc 
ln|iitcr  <|c'\  i;i  l'Iri'  ninlli|dii-i'  |MJUr  ohlcnir  celle  des  e<  lijises  du  (|  nul  rie  me 
v^ih  ITUe.    Doue 

(  inni  tldli  ilii   tiiii/)\  i/rs  rclijisrs   ilit  (jlKll  I  iilllr  Sdlillih- ,   (Irpiiidnilli- 
i/c  //!  (/is/iliici-  ilr  .liijiilfi   l'i  .Siil/nil'' 

[r\\'>\    sin  '/.'  h  ^  9T7-,(')7«siM>  '/..'  b 

-t-  Il  )%()■>>  si  n  i  r  h  I        Î\i7()sin^  '/,'  0 

-t-    1-, '.■■.(.  sin 'i  '/;  h  ^       o  .  i.S'^sini)  t  b 

f     o.iS.|sin7  '^'■'  ^^  +       o.oKosinS  '/;  h    . 

\  Il  ii'-Ie  ee-  dillerenles  eone(  I  iolis  el  ;i  II  I  -illl|ileineiil  pro|iol  lion  nid  les 
■  I  relie  de  hi  lon;4ilnde  de  .i(l|iilei',  loixinoii  ;ini;i  li'dllil  ((dle-ei  en  Tiihle, 
<>\i  n";HiiM  [lins  (|n":i  iiiulli|ilier  Ions  les  noinliies  de  lu  TiiMe  |);ir  les  ninl- 
li|die;ileili-  donnes  |)ollii(inslinire  lesT;ddes(|i>>  eoireci  ions  des  e(di  |ises. 

H.     I';iinil    le-    liiMes  de-  s;it(dliles  de    |i||nlei    dressées    IKirl'eil   M.    \\';ir- 

^ienlii).  on  en  Ironve  poni-  elnii|ne  -;il(dlile  nue  i|ni  ;i  |i<iiir  lilre  :  Soitiiin 
ili\  iiiiiiiliniis  (lijiriiil(Uil<s  de  l'iictton  ilr  Siilin/ii'  sur  hipilcr.  el  ijlli  est 
|iro)nenieiil  eoni|,(is|.r  de  dilleicnles  T:il)les,  l'ondees  sur  diverses  e(|n;i- 
llMji-   ilr   jM|iiler   |iloilniles   |);ir  S:ililllie.    \|.  de   |.;il;iiide   :i  donne   d;ins    i:i 
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Connaissance  des  monvernenls  cclcstes  pour  lyG'i  les  Tiil)lcs  de  ces  ('(|ii;i- 
lious  puni-  Ju|)itt'r,  et  je  nie  suis  ;issuré  que  celles  des  satcllilcs  en  depen- 
fli'iit  iiMi(|uemen(.  M.  de  Liihinde  dit  qu'elles  sont  de  feu  ^\.  iM;iyer,  <pii 
les  avait  déduites  de  la  Théorie;  mais  il  ne  donne  point  les  l'orniules  d'où 
elles  résultent,  et  je  ne  sache  pas  que  le  travail  de  Mayer  sni'  cette  ma- 
tière ait  jamais  été  pnhlié. 

(Cependant,  comme  il  n'est  pas  dillicile  de  retrouver  ces  lorinnles 
d'après  les  Tahles  mêmes,  les  voici 

Equations  de  Mayer  pour  la  correction  de  la  longitude  de  Jupiter 
due  à  l'action  de  Saturne, 

—  83"sini  Z:'— I)  ! -h  2a4"sin2(  2'— I)  I -1- 1  j' sin3  Z-'^  ij 
-l-i43"sin^(  X'— ï)  1  —  aiioni.  nioy.  Z"] 
-h  47"sin[3(  Zr—  I)  )  -  aiiom.  nioy.  T] 
-+■  5(')"sin  i  Z)*— f)  —  aiioiii.  mox.  t) 

-I-  9o"sin[2(  ZT— ï)  )  —  anom.  moy.  ?)]. 

« 

9.  Il  est  visihle  que  les  trois  premières  é(|uations  dépendantes  sim- 
plement de  la  distance  de  Jupiter  à  Saturne  répondent  à  celles  (|ue  nous 
venons  de  calculer  dans  cette  Section,  et  en  particulier  aux  trois  pic- 
miers  termes  de  la  formule  trouvée  dans  le  n"5.  Aussi  le  coellicieul  de 
sinf?-"—  ^  J  est,  aux  dixièmc's  de  seconde  près,  le  même  dans  celte  for- 
mule et  dans  la  précédente;  mais  le  coellicieul  du  sinaf?-' —  ^  i  est  dans 
noire  formule  moindre  d'un  dixième  ([ue  dans  celle  de  Mayer.  et  le  coef- 
ticienl  du  sinSfZÎ' —  ï)  )  est  au  contraire  plus  grand  dans  celle-lii  (pie 
dans  celle-ci  d'environ  un  cinquième.  Or,  comme  le  rapport  des  coelli- 
cienls  est  indépendant  de  la  masse  de  Saturne  et  n'est  dcuinc  (|ue  |)ar  les 
rappoilsdes  dislances  et  des  temps  péiioiTupies  de  Saturne  et  de  Jupiter, 
ainsi  (|u'on  le  voit  parla  formule  générale  du  u"  1,  il  s'ensuit  (|uc  les 
équations  de  Mayer  ne  sont  pas  exactement  ((inlurines  à  la  Théorie  de  la 
gravitation;  puisque  d'un  côlé  les  dislances  et  les  lcnq)S  périodi(|ucs  des 
planètes  ue  sont  snsccptihles  d'aiicnue  ((irreclioii  (pii  puisse  avoir  un  cliel 
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stMisihle  sur  les  l'oellicitMits  dont  il  s'agit,  et  que  de  raiitre  on  peut  conip- 
tf-r  t'ntii'ienicnt  sur  l'exactitude  de  nos  calculs,  la(|uelle  se  trouve  d'ail- 
leurs contirniée  pai'  l'accord  de  nos  résultats  avec  ceux  de  la  Pièce  citée 
(le  1752. 

Cependant  le  grand  mérite  de  l'Auteur  et  la  |»récision  singulière  qui 
distingue  tous  ses  Ouvrages  ne  permettent  pas  de  douter  de  la  justesse 
de  ses  calculs  sur  les  inégalités  de  Jupiter;  on  peut  donc  présumer  qu'il 
en  aura  usé  à  l'égard  de  ces  inégalités  comme  il  l'a  fait  pour  les  inégalités 
de  la  Lune,  et  qu'après  avoir  déterminé  les  coetficients  par  la  Théorie,  il 
aura  cherché  à  les  corriger  d'après  les  observations;  mais  les  équations 
trouvées  de  la  sorte  ne  peuvent  être  regardées  que  comme  desé(juations 
cni|)iri(|ues.  du  moins  en  tant  qu'elles  s'écartent  de  celles  qui  résultent 
(11!  la  Théorie,  et  si  ces  équations  peuvent  rapprocher  les  Tables  des  ob- 
servations pendant  un  certain  espace  de  temps,  on  doit  toujours  craindre 
(|u'elles  ne  les  en  éloignent  dans  la  suite  de  plus  en  plus,  comme  il  arrive 
déjà  aux  équations  empiriques  que  feu  M.  Lambert  avait  données  pour 
détruire  les  erreurs  des  Tables  de  Halley  dans  les  oppositions  de  Saturne 
et  de  Jupiter.  • 

Nous  croyons  donc  tju'il  est  beaucoup  plus  sur  de  s'en  tenii'  uniciue- 
mentà  la  Théorie,  du  moins  pour  les  équations  (|ue  celle-ci  peut  fournir, 
cl  ([u'il  conviendrait  par  conséquent  d'employer  dans  les  Tables  des  sa- 
tellites les  corrections  (|ue  nous  venons  de  donner,  à  la  place  de  celles 
qui  résultent  de  la  Table  de  Mayer  pour  les  inégalités  de  Jupiter  dépen- 
dantes de  sa  distance  à  Saturne. 

Quant  aux  autres  Tables  de  .Mayer  (|ui  dépendent  à  la  l'ois  de  la  dislance 
lie  Jupiter  ii  Saturne  et  des  anomalies  de  ces  deux  Planètes,  nous  nous 
réservons  de  les  appi'écier  lorsque  nous  aurons  calculé  la  parlie  des  iné- 
galités de  Jupiter  (|ui  dépend  des  excentricités. 
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SECTION   TROISIÈME 

Ol     l/oN    DONNE    LES    VARIATIONS    PÉRIODIQUES    DU    MOUVEMENT    DE    MARS,    DÉPENDANTES 
DE   SES    DISTANCES    IIÉLIOCËNTRIQUES    AUX    AUTRES    PLANÈTES. 

Après  avoir  déterminé  les  variations  de  Jupiter  et  de  Saturne,  nous 
allons  entreprendre  le  calcul  de  celles  des  autres  Planètes.  Ce  calcul  ne 
sera  pas  plus  diUicile,  mais  beaucoup  plus  long;  car  il  faudra  y  avoir 
égard  pour  clia(|ue  Planète  à  l'action  de  toutes  les  autres.  En  etiét  les  or- 
bites de  Mars,  de  la  Terre,  de  Vénus  et  de  Mercure  sont  assez  proches  les 
unes  des  autres  pour  qu'elles  puissent  être  sensiblement  dérangées  par 
l'attraction  mutuelle  de  ces  Planètes;  et  en  même  temps  elles  doivent 
l'être  aussi  par  l'action  de  Jupiter  et  de  Saturne,  dont  l'éloignement  se 
trouve  compensé  par  la  grandeur  des  masses.  Cette  Section  contiendra 
les  variations  périodiques  de  Mars  dues  aux  actions  de  Saturne,  Jupiter, 
la  Terre,  Vénus  et  Mercure,  et  dépendantes  simplement  de  sa  distance 
liéliocentrique  à  chacune  de  ces  Planètes. 

^^  [.  —  Calcul  des  variations  de  Mars  dues  à  l' action  de  Satiinic. 

I .  La  formule  générale  des  inégalités  de  la  longitude  de  Mars,  prove- 
nantes de  l'action  de  Saturne,  sera  la  même  que  celle  que  nous  avons 
donnée  dans  le  n"  1  de  la  Section  précédente  pour  les  inégalités  de  Ju- 
piter dues  à  la  même  action,  en  y  changeant  simplement  les  quantités 
relatives  à  Jupiter  en  quantités  analogues  pour  Mars. 

Ayant  désigné  jusqu'ici  par  T,  r,  p  la  masse,  la  distance  moyenne  et 
l'angle  du  mouvement  moyen  de  Saturne,  et  par  T',  /  ',  //  les  mêmes  (|uan- 
tités  pour  Jupiter,  nous  désignerons  pareillement  |)ar  T"  la  masse  de  Mars, 
par  /•"  sa  distance  moyenne  et  par />"  l'angle  de  son  mouvement  moyen  du 
à  celte  distance  supposée  constante. 

Et,  en  général,  les  mêmes  lettres  mar(|uées  de  trois,  de  quatre,  de  ciu<| 
traits  se  rapporteront  successivement  à  la  Terie,  à  Vénus,  à  Mercure,  ainsi 
que  nous  en  avons  usé  dans  la  seconde  Partie  de  la  Théorie  des  variations 
séculaires. 
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Il  ii\  ;iiii;i  (Idiic  qu'à  cliaiigcr  diuis  la  formule  cilét'  /'  el  p'  cii  r"  cl//; 
l'I  l'on  allia,  pour  les  iuégalités  de  la  lougitude  de  Mars  (lépciidaiilcs  de 
sa  dislauce  à  Saluiiif,  la  luinuilf  suivaule 

,„  r        '  ,.   (i\r,  r"],  i -h  n-      ,,,       ,,,        3 -I- a  « -I- «^ /"H    . 

|n(i  — «»  dr"  n'(i  — M=i      ^'      ^  «Mi  — «M     #'|         '        '^ 

I  ■.'«  I  —  4"  '  «'■  2 «'il  —  4"  I         '       '^ 

—  I   I   r, ?.'•   •  ,   „    -  +   5-^- r-  /•    [/■,  /•    1,      Sinli//  —  01 

)  3«,i  — y«->  <//•  3«'^i— 9/1^1  I  '         r 

^.1  '  „,d\r,r"\  3-t-i6/i^        „,       „t  1    .    /     „ 

—  1     7 7^ —  '  '  ,  „       -t-  T^, 2-^  r"  i\  r"  1.    s  n  4  (  «"  —  p 

I   («  I  — ib«')  f/r"  4«(>  — 'Sw'l       L  '      J' j        t'/         /' 

dall^  l:i(|iii'lli' 

2.   Ou  fi'ia  iiiaiiileiiaul  :;  =    -^  e(,  pronaiil  pour  M  cl  N  les  valeurs 

correspoudaiitcs  (Jmiuccs  daus  le  11"  4  de  la  seconde  Partie  de  la  Théorie 
(les  rariiitions  sécufnires.  on  aura  <(UUine  dans  le  n"  i  de  la  preiiiii're 
Section 


(iN 

(')==  : -. 


{7. 1  =■■  2  (z  -i-  r]     t  '  —  t>    O  I, 

o,       4/  •       M  5 

'''  =  31^-^^)    ^    -3    '" 
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fl  (If  la,  |iar  les  tbriiuiles  du  n"  2  de  la  Section  precédciitt', 

i"[r,  ;•"]  =:is[{i-f-  3-)  (o)  — z(i)], 
/■"[/•,  r"],"-^  z[iz(o)  —  (i-4-i!')  vd], 
;•"[;■,/•"],=  Z[|Z(  I  )  — f  1  +  Z^)  (2)], 

,•"[/•,  r"]3=z[iz(2)-i(H-^^),(3)],  . 
/■"[;•,  r"l  =  z[\z{3)  -  \{i  +  2=)(4)], 


..d[r,r"] 


dr" 


—  /■"  [  ;■,  /•"  ]  +  z    i  —  2- ,  I  o  ), 


dr"  ■■         ' 


—  /■   I  /■,  /■ 


dv" 

„  d[r,r"]i  „.       „,    ,  ,       , 

'■  '  ,   „         =  —  /■       /■,/•'    3  -i-  0    I  —  3-  1  1  3 1, 

dr  '■         ^ 

..,d[r,r"l 


dr' 


->■   ['■,  r"J.-f-3   I  -3-i    4 


Ainsi  il  m'y  aura  (|u'à  calculer  ces  ditrerentes  valeuis  cl  les  sulislilner 
ensuite  dans  la  l'oiiuulc  du  luuneio  précèdent. 

."5.    Un  a  <l'al»(iiil.   pac  l'endroit  cite  ilc  la   l'Iicorii'  des  rdiitilioiis  sécu- 
laires. 

3  :=  o, i5c)7i5,     M —;  1,006887,     N  =  o,07qlJ<)' ; 


et  ces  valeurs  donnent 


o)  ::^   1,069765  iog.        (),0>;)aOÇ)5, 

(  I   ■  :=  0,502Ç)44  ')i7<"5lt)7, 

•.>.  )  =  o,  100085  »),ooo368i), 

(3i       o,oi86o3  8,26i)583o, 

i4)  =  o,oo3m8  7.5<)75S(>o, 


iiO  ÏHÉOIUi:   l)i:S  \  VKIVTIONS   IM- KIOI)  IQl  liS 

ciisiiilt' 

r"[/-,  r"]  =  o,  16074B  log.     i),?.o{>i467, 

,•"[;•,  r"],  =  o,oa'")757  8,4io»();xi, 

/•"[/•,  ;'"]2  =  o, 003089  7'4%7'^^9' 

r"[i;  /'"jj  =  o,ooo4i2  6,6147  ■'^7' 


ciiliii 


a/-"'     *- .' „  -*  ^0,004195  log.     7,6227320, 


f/, 


„,  (l[i;r"],  u         o-j  ,■ 

'  ■  „       =  0,032522  r),72oi39(>, 


dr 


'■'"''^Y"^'  ^0,012489  ,  8,(.965i4o, 


(/, 


r"'  ^llllpî  =  0,002484  7, 39508. (; 


dr 


4.  .M;iiiitcnanl,  puisque 

n  =  I  —  z', 
on  tiKUvci'H 

w  =  o,93(h8i  ; 

ri  l;i  l'uiuiuk'  (lu  n"  1  dovieiidrii  par  cos  suhslitulious 

—  T [0,02 1878  siii  p"  —  P;  —  0,007237  sin2(/y" — p)  —0,000376  si  11 3  //'  —  />—...], 

dans  la(|Ut'llL'  il  ne  s'agira  plus  (pic  de  suhslilucr  |H)ur  T  sa  valeur  eu  se- 
condes if)'3",  277.5,  comme  dans  le  11"  7  de  la  première  Seclion. 

5.  D(^'signanl  donc  les  lieux  moyens  de  Saturne  et  de  Mars  par  les  ca- 
racli'res  de  ces  Planètes,  ainsi  que  nous  en  userons  toujours  dans  la  suile 
par  lapport  aux  autres  Planètes,  on  aura 

Correction  de  la  longitude  de  Mars  due  à  l'action  de  .Saturne  et  dépendante 
uniquement  de  la  dislance  de  Mars  à  Saturne. 

—  i",3437  sin(  cf  —  5  i  -I-  o",4445  sinsi  cf  —  ï)  )  -1-  o",o23i  sin3  cf  —  ï)  j  -t- . . . . 
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On  voil  que  cette  correction,  lor.scju'elle  est  la  plus  grande,  ce  (jui 
n'arrive  que  près  des  quadratures,  ne  va  qu'un  peu  au  delà  d'une  se- 
conde; ce  qui  étant  fort  au-dessous  de  l'incertitude  qui  peut  rester  dans 
les  lieux  de  Mars  déduits  des  observations,  il  s'ensuit  (ju'cdle  peut  être 
absolument  négligée;  mais  il  était  nécessaire  de  la  calculer  pour  pouvoir 
s'assurer  de  sa  quantité,  et,  comme  personne  n'avait  jus(|u'ici  rempli  cet 
objet,  j'ai  cru  devoii',  pour  ne  rien  laisser  à  désirer  dans  la  Théorie  de 
l'attraction  des  Planètes,  donner  aussi  la  formule  nuniéri(|U('  de  la  cor- 
rection dont  il  s'agit. 

,^   II.  —   Calcul  (les  'variations  de  Mars  ducs  à   F  action 
(le  Jiii)itcr.  ^ 

6.  Pour  apprujuer  à  l'action  de  Jupiter  les  formules  données  dans  les 
deux  premiers  numéros  pour  l'action  de  Saturne,  il  n'y  aura  qu'à  changer 
dans  ces'formules  les  quantités  /•,  p,  T  en  r',  p  ,  T',  puis(|ue  ces  deux 
Planètes  sont  l'une  et  l'autre  supérieures  par  rapport  à  Mars. 

Faisant  donc  z  =  —  et  prenant  pour  M  et  N  les  valeurs  correspondantes 

du  n"  4  de  la  seconde  Partie  de  la  Théorie  des  variations  séculaires,  on 

aura  ici 

z  :=  Ojagacjlia,     M  ^i, 021 574»     N^o, i44i'9^> 

et  de  là,  par  les  formules  du  n"  2  ci-dessus,  on  trouvera 

(o)  ^  i,22-23()t)       !(){;.  0,0872130, 

(  I  )  ^  I,o4o2()0  0,017141;), 

(2)  =  o,37(i78o  i),576o878, 

(3)  =  0,128217  9,1079455, 

(4)  =^  0,042773  8,63i  i(3;)7, 
(5;  ^  o,oil)33o  8,2129862, 
(6)  =  0,014982  8,175561)8, 
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/•"[/•',/•"]—  0,?.f)t)570  log.       ll,4';64t)t)0, 

/•"[»•',  /"l.-rr  0,088745  8,9481444, 

/•"[»•',  i-"]i=^  o,oi«)56<)4  8,2t)i577';, 

;•"[/•', /-"jar^  0,004778  7,679228?., 

>•"[/•',  ;■"],=:  0,001200  7,0793117, 

/•"[/•',  ''"].=  o,ooo?.39  ti,377()8j8. 


,„d[r  ,  r  ]                „  ,    o  / / / 

21--— t— r— ; — i  =  o,o?.-8io  l04(.  8,444''oio, 

2?-"'^^^''.''"^'  .0,189855  9,2784220, 

-""''^^','r-^' =0,081 33^  8,9102988, 

(l\r'  r"]^ 

"'"' —  .'  „  =^  0,0295(^1  8,4707191. 

2  /■"'  *•  j  „  ■i*  —  0,0 10255  8,0109357, 
ar 

"''"'   / //  ^^^o,oo4i349  7,6i(i4<i5o, 


7.  Or,  /i  étant  comme  dans  le  n°  4  égal  à 


w  =  0,84 14-^'-: 

<t,  faisant  ces  substitutions  dans  la  lormulc  du  n"  1  après  y  avoir  changé 
/•,  p,  T  en  /■',  p  ,  T',  il  viendra 

—  T'[<>,i26279sin  />" — />')  — 0,070377  sin2  /;"  —  y;'  -   0,00(3 ro4  si  11  3  p'  -  f>' 

—  o, 000883  sin47'"  — /*')— o.oooi^/?.  siii  5  //■  — ^'  —...], 
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>n\  il  m-  fiiiidra  plus  que  substituer  la  valeur  de  T'en  secondes  6i4",i75(), 
comme  nous  l'avons  vu  dans  le  n°  5  de  la  seconde  Section. 

8.  De  sorte  qu'on  aura 

Correction  i/c  la  longitude  de  Mars  due  à  l'action  de  Jupiter  et  dépendante 
uniquement  de  la  distance  de  Mars  à  Jupiter 

—  24",4o%sin  cf— C  H- i3",6o23sin2(cf  —  Z." 
-4-  i",i798sin3  cf— ZTh-  o' ,  1707  sin4icf  —  Z" 
-I-  o",o275sin5  d  —  T\  -\- . . . . 

Cette  correction,  quoique  beaucoup  plus  sensible  que  celle  qui  vient 
de  l'action  de  Saturne,  est  encore  assez  petite,  puisque  dans  les  quadra- 
tures où  elle  est  à  peu  près  à  son  maximum  elle  ne  monte  qu'à  26";  ce- 
pendant, comme  les  Tables  de  Halley  dans  les  oppositions  de  Mars  au 
Soleil  s'écartent  rarement  des  observations  au  delà  d'une  demi-minute, 
on  pourrait  peut-être  par  le  moyen  de  la  correction  précédente  diminuer 
encore  l'erreur  de  ces  Tables  et  ajouter  à  l'exactitude  des  éléments  soi' 
lesquels  elles  sont  fondées.  Mais  cet  objet  demande  qu'on  ait  égard  aussi 
aux  corrections  (fui  dépendent  en  même  temps  de  la  commutation  des 
deux  Planètes  et  de  leurs  anomalies,  et  dont  nous  donnerons  le  calcul 
dans  la  suite. 

9.  M.  de  Lalande  avait  déjà  calculé  les  inégalités  du  mouvement  de 
Mars  dues  à  Jupiter,  dans  le  volume  de  l'Académie  de  Paris  pour  1761; 
mais  je  n'ai  pas  cru  que  son  travail  dut  me  dispenser  de  les  déterminer 
de  nouveau  par  mes  formules,  soit  parce  que  celles-ci  sont  différentes  de 
celles  qu'il  a  employées  d'après  la  métbode  de  Clairaut,  soit  parce  que 
je  ne  pouvais  pas  répondre  de  ses  calculs  comme  je  crois  pouvoir  le  faire 
des  miens.  D'ailleurs  il  n'a  calculé  que  les  deux  premiers  termes  pro- 
portionnels au  sinus  de  la  distance  simple  et  double  de  Mars  à  Saturne; 
et  l'on  pouvait  désirer  de  voir  ce  que  donneraient  les  autres  termes  de  la 
série,  ne  fut-ce  que  pour  s'assurer  qu'on  n'a  aucune  erreur  sensible  à 
craindre  de  leur-  omission. 
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Les  Ifniii'S  (|ii('  .M.  de  l.alaiuli'  a  trouvés  sont 

—  25",74siiHd'  — ZT)  +  12",  21  sin2(cf  —  ZT), 

dont  les  cociriciciits  (lifTerciit  de  ceux  de  notre  formule  d'environ  une  se- 
conde en  plus  ou  en  moins.  Cette  dill'érenee  est  très-petite  en  elle-même; 
cependant,  comme  nos  cah  uls  sont  fondés  sur  les  mêmes  éléments,  elle 
aurait  du  être  sinon  tout  à  fait  nulle,  du  moins  heaucoup  moindre;  mais 
je  n'ai  pas  cru  qu'il  valut  la  peine  d'en  chercher  la  raison  dans  les  pro- 
cédés du  calcul  (le  M.  de  Lalande. 

^   111.  —  Calcul  des  variations  de   Mars  ducs  à   V action 
de  la    Terre. 

10.  (^omme  l'orhite  de  Mars  es!  au-dessus  tie  celle  de  la  Terre,  il  fau- 
dra employer  dans  ce  calcul  des  formules  analogues  à  celles  que  nous 
avons  données  dans  la  première  Section  pour  les  inégalités  de  Saturne 
dues  à  Jupiter,  et  que  nous  avons  .vu  être  générales  pour  toute  Planète 
liouhlée  par  une  Planète  inférieure  par  rapport  à  elle. 

Changeant  donc  dans  ces  formules  les  lettres  r,  p,  T  qui  se  rapportent 

à  Saturne  en  r" ,  p",  T"  pour  Mars,  et  les  lettres  r',  p' ,  T  qui  répondent 

il  .lupit»'r  en  r",  //',  T"  pour  la  Terre,  on  aura  pour  les  inégalités  de  la 

ioMi^itude  de  Mars  dépendantes  de  sa  distance  à  la  Terre 

% 

■■•«r        •              ,„(l\i'" ,1'"%          3-1- n'      „.  „     ,„.       3-t-2«-(-/j=  ;'"-'l    . 
—1       2/-  '        ,  ,.       H '     '   ,  'Il ; i;r,    suiip  —  o  ') 

T»/r  •  n.,d[r",r'"]-,  3 -)- 4»'         .. ,   „     ,„,  1     . 

L2n(i  — 4«)  </'  2H'(i  — 4k')  I  I        r  I 

—  1      -, — 7-  2/'  '         ,  „    ■'    -t-  5-— — ;■  \r",  r"'\     sin3i//  —  />'" 

L3n   I— 9n-  dr  3/i'(i  — g/t')       "^  ^J  '         '^ 

T-f  '  „.,(l{r",r"'\  3-i-i6«'        „.    „     ,„^  1    .     ,      „ 

4"  I  — !()«';  dr  4«    '  —  ''>"  J 


n  étant  éual  à  1 j-— 

'^  dp 


-m- 
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1 1 .  Soit  maintenant  s  =  —,  et  qu'on  prenne  pour  M  et  N  les  valeurs 

eorrespondarites  parmi  celles  du  n'^  4  de  la  seconde  Partie  de  la  Théorie 
citée,  on  déterminera  d'abord  les  valeurs  des  quantités  (oj,  (ij,  {2),... 
par  les  mêmes  t'ormules  que  ci-dessus  (2);  mais  ensuite  il  faudra  faire, 
comme  dans  le  n"  4  de  la  Section  première, 

;•"[;•",;•'■']  =  (i -1-  z')  (o)  -  z  (l), 
r"[r",  ,■'"],  =  4z(o)-    (,  +  z=)(,), 
r"[r",  r"']..=  |z(  i)  — y(i  +  z')(q.), 
-/•"[>•",  r"']3  =  |z  (2)  _i(i-+-  2')(3), 
/•"[,•",  r"'].=  fz(3)-i{i-f-z')  (4), 


„,  d[r",  ,•'" 

1 

dr" 

,„.d[r",r"'] 

1 

dr" 

,.J[>-\r'"] 

j 

dr" 

,,.J[r\  >•'■'] 

3 

dr" 

,..d[r",r"'-\ 

, 

dr" 

=  -/■";•'■,/■" 


,■"[,•",,•' 


.-ii-.s')(i), 

.-     I-Z')(2). 

,-.i-z=H3), 

.-  i-2=)(4). 


12.   Ou  aura  donc  de  cette  manière 

3^o,6563oi,     M  =:  I .  I  ioij6i ,     N  =  o,3o93'j4; 


et  d.'  I: 


(0)  =  3,428182 
(  I  ):=  5,727963 

(2)  =  4,4o474o 

(3)  =  3,256463 

(4)  =  2,352245 


log.  o,535o63y, 
0.7580002, 
0,6439203, 
0,5127461, 
o,37i48?5. 


V*G 


THÉORIE  DES  VARIATIONS  PÉRIODIQUES 


iitln 


(5)=  1,673548 
(6)=  1,178726 

(7)  =  0,825384 

(8)  =  0,577671 
191  =  0,407838 

(lo)  =  0,295751 

(l  l)  =::  0,227900 
(12'  =0,196564 

r"[r",r"']  =  i,i4554o 
/■"[;•",  r"'],=  o, 804502 
/■"[/•",  r'"],=  o,4o55i2 
;■"[;•",  r'"],^  o,2245io 
/•" [ ;•",  ;■'"](  =  o, 1 29859 
»•"[/■",  /■"']5=  0,077018 
/•"[;•",/■'"],=  o,o46388 
/■"[;•",  r"']T=z  0,028177 
r"[r" ,  ''"']»=  0,017127 
r"[r",  /•'"]»  ^  0,010279 
;•"[/■'■,  /■"'], j:^  0,005905 


log.  0,2236382, 
0,07  i4  i2q, 
9,9166560, 
9,7616805, 
9,6104877, 
9,4709262, 
9,3577443, 
9,2935039, 


ilr" 

„.d[r",r"'], 
dr 


dr" 

„,d\r",r% 
dr" 


3,097098 
4,065254 

2,07831 3 


log.  0,0590103, 
9,9055269, 
9,6080037, 
9,35i2348, 
9, 1 1 34706, 
8,8866936, 
8,6664007, 
8,4498881, 
8,233688 1, 
8,0119568, 
7,771 1967, 


log.  0,4909550, 
0,601)0876, 
0,4643397, 
0,3 1 77  109, 
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'■"' —    ,'„ — ^  =  —'.468919  log.     (),i66ç)t)7ç), 


rfr" 


—  i,oa9';i7  o,oi>7i'j8, 


d[r",r"']e  . 

■•'•  '     —     ,  „ — --  ^  —  o,-,\ 'ic 


9,85576.4, 


>./■"'' — St^." —     ^^  ~    0,49804a  9,6979,659, 

'•'■  ^^.„        =  —  0.^45977  9'539o47i, 

•  ''"'         il  -  ^^    -  0''43449  9,3864080, 

'^'  '       ^^,/         =       0,174^67  9,34io,i5i. 


13.  Or,  «  étant  égal  à  ( r  ( '0  et  1 1  ),  on  aura 

H  =  —  0,880812; 

et  la  formule  du  11"  10  deviendra  par  ces  substitutions 

—  T"'[-(-i  1,166933    %\i\\p" —  ])'" )  —- 1,544523  %\\\i{p'-  //"i 

—  0,292425  sin3i  p" —  p'"  \  —  0,093040  sin4  p" —  />  "  —  ■  • .  j, 

où  il  faudra  encore  substituer  la  valeur  de  T",  niasse  de  la  Terre,  et  ré- 
duire les  coetlicients  en  secondes. 

14.  Nous   ferons,   connue    dans   la    rhcorie  des  variiilioiis  séciilatirs 
(deuxième  Partie,  u"  14), 

T'"  : 


36536 i ' 

ce  iiomhre,  multiplie  |)ar  celui  des  secdodes  de  l'arc  égal  au  rayon,  ilnm 
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o". 564549  pour  la  valtHir  de  T'  en  secondes  qu'il  faudra  sulislitiier  dans 

la  rnriiiulc  iirécédcnlt'.  Ainsi  l'on  aura 

CoiTi'clion  (le  la  longitude  de  Mars  due  à  l'action  de  la  Terre  et  dépendante 
uniquement  de  la  distance  de  Mars  à  la  Terie 

—  6",3o43    sin;  d—6)  -+-  o",873.osin2i  cf— ô) 
-1-0",  i65i  sin3(cf— ô)  +  o",o535sin4(cf— Ô  1  -1-  . . ., 

où  l'on  se  souviendra  (|ue  le  lieu  moyen  Ô  de  la  Terre  est  à  iHu  degrés 
de  celui  du  Soleil. 

Celte  correction  ne  monte,  comme  on  voit,  qu'à  environ  6"  dans  les 
quadratures  de  Mars  et  de  la  Terre,  où  elle  est  à  très-peu  près  la  plus 
grande;  elle  esl  donc  peu  importante  dans  l'état  actuel  de  l'Astronomie, 
mais  elle  peut  le  devenir  davantage  lorsque  la  précision  des  observations, 
(|ui  paraît  augmenter  de  jour  en  jour,  mettra  en  état  de  tenir  compte  des 
secondes  dans  les  lieux  des  Planètes. 

15.  M.  de  Lalande  ayant  aussi  calculé  l'effet  de  l'attraction  de  la  Terre 
sur  .Mars  dans  les  Mémoires  de  l' Académie  des  Sciences  de  Paris,  année 
1761,  a  trouvé  pour  la  partie  dépendante  de  la  distance  ou  commutation 
de  .Mars  à  la  Terre  les  termes 

—  i3",3  sinf  cf—  ô    —  i", 9 sin 2  cf— Ô), 

dont  les  coefficients  sont  plus  (|ue  douldes  de  ceux  que  nous  venons  de 
trouver  pour  les  termes  semhlahles. 

(>ette  difl'érence  vient  uniquement  de  ce  que  M.  de  I^alande  a  employé 
pour  le  lappdrt  de  la  masse  de  la  Terre  à  la  masse  du  Soleil  celui  (pie 
Newton  avait  donné  d'après  la  parallaxe  du  Soleil  supposée  de  10"^; 
mais  cette  parallaxe  ayant  été  rabaissée  à  8"^  par  les  observations  des 
derniers  passages  de  Vénus,  le  rapport  dont  il  s'agit  a  dû  être  diminué 
dans  la  raison  des  cubes  des  parallaxes;  ce  rapport  étant  suivant  Newton 
de  I  à  iG()282,  et  suivant  nos  déterminations  de  i  à  3(i53Gi,  il  s'en- 
>iiil  (pie   les  coellicienls  de  la   fnniiiile  de  M.  de  l.alande  doivent  être 
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diminués  dans  le  rapport  de  36536i  à  169282,  ou  de  2,1 583  à  i;  ce 
qui  les  réduira  à  —6",  16  et  o",  88,  lesquels  s'actordenl  à  très-peu  près 
avec  ceux  de  notre  formule. 

M.  de  Lalande  rapporte  dans  le  même  endroit  (page  288)  une  formule 
que  feu  M.  Mayer  lui  avait  communiquée  pfDur  le  même  objet,  et  dans 
laquelle  les  termes  dépendants  de  la  distance  de  Mars  à  la  Terre  sont 

—  io",f)  sin  cf —  Ô  1  -I-  r'.fisin?. 'cf—  Ô  ;  +  o",3sin3  cf—  Ô  1. 

Les  lieux  de  Mars  et  do  la  Terre  sont,  suivant  les  suppositions  de  Mayer, 
des  lieux  vrais;  mais,  en  exprimant  ces  lieux  par  les  lieux  moyens,  il  ne 
peut  résulter  aucune  dilTérence  dans  les  termes  indcpcndanls  des  excen- 
tJ'icités. 

En  comparant  cette  fornuilc  avec  la  nôtre,  on  trouve  (iiie  pmir  (|ue  les 
premiers  termes  deviennent  les  mêmes,  il  faut  diminuer  celui  de  la  for- 
mule de  Mayer  dans  la  raison  de  1,729  à  1;  diminuant  ensuite  dans  la 
même  proportion  les  cocIRcients  des  deux  autres  termes  de  celle-ci.  ils 
deviennent  o",g3,  o",!"],  lesquels  s'accordent  à  peu  près  avec  ceux  des 
termes  correspondants  de  notre  formule;  d'où  l'on  peut  conclure  que 
Mayer  avait  employé  pour  la  masse  de  la  Terre  une  valeur  plus  grande 
que  celle  que  nous  avons  adoptée  dans  la  même  raison  de  i  à  1,729,  el 
par  conséquent  une  parallaxe  du  Soleil  plus  grande  que  8"|  dans  la  rai- 
son de  I  à  1,2;  ce  qui  donne  environ  10".  J'ai  cru  ce  détail  nécessaire, 
moins  pour  la  justification  de  mes  calculs,  (|ue  pour  la  satisfaction  des 
Astronomes  qui  voudront  faire  usage  de  la  correction  dont  il  s'agit  dans 
la  Théorie  de  Mars. 

_§  I\  .  —  ('(tlciil  (les    variations  de  Mars  ducs  à   l'actio// 
de   l  ('lias. 

16.  Ce  calcul  dépend  des  mêmes  formules  (|ue  celui  (|ue  nous  venons 
de  donner  pour  l'action  de  la  Terre.  puis(|ue  Vénus  est  aussi  inférieure  ii 
Mars.  Sculcincnl  il  faiidia  changci'  dans  ( es  l'ornuiles    n'"  10  el   II     les 
V.  ">: 


VoO  THEOUIIv  i)i:s  vmuations  pekiodiouks 

Irdit's  /  " ,  p  ,  T' ,   (lui  se  r;i|)|i(iil('iit   ;i  l;i  Terre ,  en  r" ,  />"•'.  V   pour 
Vernis     1  . 

Faisant  donc  r=     „  ,  el  prenant  pour  M  et  N  les  valeurs  eoi'respon- 

(laiites  dans  la  Tai)le  du  n" -i  (deuxième  Partie  de  la  Tlicoric  (frs  raria- 
/lons  srciilairex  \  on  aura  d'al)or(l 

3  =  o,4747-.';i.      M  =  1,05718?.,     N  =  o.aM-J^. 

el  de  lit  |)ar  les  formules  du  n"  2  ei-dessus 


(0)=  i,7tii7«?. 
(  I  )  =  ?.,3o4484 

(2)  =  1,326042 

(3)  =:  0,729.926 

(4)  =  0,382775 

5)  =  0,199695 
(6)^  0,104892 
(  7  )  =  0,059359 
^8)  =  0,043975 

>uile  par  les  ibrmules  i\u  11"  I  1 

/•"[/•",»•'*]  ^  l,()()48o(i 

/•"[/•",  r'"],  =;  (),52it)()7 

'•"['•".'•■1: 
."['•",/-] 

r"[r",r-] 


log.  0,2459522, 
0,3625737, 
0,1225573, 
9,8590938, 
9,5829436, 
9,3003672, 

9,0207424» 
8,7734866, 
8,6432o58, 


-  0,187701 
=  0,07.1632 

:=  0,o3lo49 
=  0,013192 

"[/•",  r'*]or=:  o,oo555?. 


0,0272705, 

9,717  i43(i, 
9,27i4(;56, 
8,8729244, 
8,4920437, 
8.i-.oioi  I, 
7,7444270, 


enfin 
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ir"^ —  ri'" — ^  =  —  2,42954<)      log.  0,3855257, 
,,r"^Û!:^lllk  ^  _  2,306748  ô,3fi3o()oi, 


2r"^  ', —  =  —  ')2 14904  0,084541V)' 

2  ,"^  ^'^1^ '''''"']'  =  -  o,634638  i5,8o259,6o, 

„.'f/[r", /•■"],       -,   r^  -  r  c 

2/'    ■— t — ^— ;; ^   =  —  0,527501  (),5l52g22, 

■y-r'"'^^''';''^'  =  -  0,167883  û,225oo68, 
(Ir 

,  ,.".  dir",'''"],^  ^  _  o    86go5  8,q385447, 
dr  ' 


17.    L'expression  de  n  él;int  comme  dans  le  parai^raplie  précèdent 

dt 


on  anra  ici 

M  =  —  2,o573io; 

et,  ces  snl)stiluti()ns  laites  dans  la   formule  du  n"  10  appli(|nee  au  cas 
présent,  on  aura  celle-ci 

—  T"'[o,3886io  sin{/?"  —  />"  )  —  0,0462765111 2  (y>'  —  p'"   —...]. 

Prenons  pourT",  masse  de  Vénus,  la  valeur   -_o^^_    adoptée  d;iu^  la 

Théorie  des  varialions  séculaires:  ce  uoud)re,  multiplié  par  celui  des  se- 
condes (le  l'arc  égal  au  rayon,  donneia  en  secondes 

T-^o",  73981,. 

57. 
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Ainsi  en  siil)slituanl  oetlo  vali'ur,  et  dénotant  toujours  les  lieux  moyens 
(le  Mars  et  de  Vénus  par  les  earaetères  de  ces  Planètes,  on  aura 

Correction  ilf  la  longitinle  (te  Mars  due  à  l'action  de  Vénus,  et  dépendante 
uniquement  de  la  distance  de  Mars  l't  ténus 

—  o", 28765111  (  cf—  9)  -I-  o",o34?.  sin2(  cT—  9  1  -(-... . 

On  voit  que  cette  eorreiiion  est  insensiltle,  et  (|ue,  |>oui'  t|n'elle  put 
monter  à  une  seconde,  il  faudrait  (|ue  la  masse  de  Vénus  fût  plus  que 
triple  de  celle  que  nous  avons  adoptée,  ce  qui  ne  se  peut;  ainsi  l'on 
pourra  toujours  négliger  cette  correction  en  toute  sùrelé. 

^  \  .  —   Calcul  des  variations  de  Mars  dues  a  l'action 
de  Mercitre. 

18.  Nous  poui  lions  ii  l;i  rigueur  nous  dispenser'  de  calculer  ces  varia- 
tions; car  .Mercure  étant  plus  éloigné  de  Mars  tpu- Vénus,  et  avant  en 
même  temps  une  masse  moindre  que  cette  Plani-te,  on  en  peut  d'abord 
conclure  que  l'ellet  de  son  action  sur  Mars  sera  nécessairement  encore 
moindre  que  celui  de  l'action  de  Vénus,  que  nous  avons  vu  étic  insen- 
sible. Nous  donnerons  cependant  encore  ce  calcul,  ne  l'ùt-cc  ipie  pour 
ne  laisser  aucun  vide  dans  la  Théorie  des  perturbations  des  Planf'tes 
piinci|(ales. 

On  y  suivra  le  même  procédé  que  dans  le  calcul  précédent,  mais  en 
prenant,  à  la  place  des  quantités  r",  p",  V  relatives  à  Vénus,  les  quan- 
ti lésT", //',  ï''(|ui  l'cpondent  a  Mercure. 

Ainsi  l'on  fera  z  =  -rr»  et  l'on  aura 
r 

2=0,254o5î,       M=:  1,016202,       N  =  <>,  l25l)C)4, 

d'où  l'on  tiiera 

(oj  =:  1,161  aCJ'j  log.     o,o64y32i, 

11)  =  o,86388o  9,9364534, 

(2)  =  0,272098  9,4347254, 


ensuite 


■ntiii 


DES  MOLVEMENTS   DES   PLANETES.  io3 

(3)  =  o,o8o4o2     log.  8,9052669, 
14  =  0,023346         8,3682125, 


r"[r",r'']   =1,016747  log.  0,0072129, 

r"[r",  r'],  =  0,260461  9,4157422, 

r"[r",  r'],  =  0,049762  8,6968923, 

r"[r",  /•■']3  =  o,oio533  8,0225428, 

r  "  [;•",  ;•'],  ::=  0,002286  '7,3590238, 


2r"'  ^'',  '  '"'^  =  —  2,io3o63      lo?.  o,3228523, 
ar 

2 ;.":  ^['''  '  ''']■  —  _  , ,o68583  0,0288080, 

ar" 

ir'"'    ^   ■'„ — -  =  —  0,304298  9,4832991, 


dr" 


ir 


r'"  ^^'''f^'  =  -  0,085746  8.9332 1 39, 

,,d[r\^  ^  _  g  ^J24i25  8,3824673, 

ar 


19.  Or,  n  étant  égal  à  1 7)  on  aura 

«  =:  —  6,809280  ; 
et  ees  substitutions  donneront  la  t'orniule 

—  T' [o, 247740 siii/»"— />'   — 0,022278 sim  p  —  p'-    —...]. 

La  niasse  T'  de  Mereure  a  été  déterminée  dans  la  Théorie  des  variations 

séculaires  de  ^7;—     n"  14.   seconde  Partie   ;   en    la   multinlianl    par 

2023810  '  ' 
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206264",  H  poiii'  l;i  n'duirc  en  secondes,  on  aura 

P  =  o",  101818, 
valeur  (|u'il  laiidra  suhstituer  dans  la  l'oruuile  précédeule.  On  aura  ainsi 

Corrrclioii  de  la  lotii^ilude  de  Mars  due  à  iaclion  de  Mercure,  et  dépendante 
simplement  de  la  distance  de  Mars  à  Mercure 

—  o",o253.  sini  cT—  $  )  ■+-  o",oo?.3  sinai  cf—  5  )  -t- . . . . 

20.  Je  dois  remarquer,  au  reste,  que  l(>s  valeurs  dos  (|uantilés  iM  el  N, 
{|ue  j'ai  employées  ci-dessus  (18j,  ne  sont  pas  tout  à  fait  les  mêmes  (|ui 
se  Iroiiveiil  dans  la  Tahie  du  n"  i  de  la  seconde  Partie  de  la  Théorie  des 
variations  séculaires  ;  mais  aussi  sont-elles  plus  exactes  (|ue  celles-là.  Les 
valeurs  des  quantités  M,  N,  P,  Q  de  cette  Table  sont  les  seules  que  je  n'ai 
pas  calculées  nioi-inéiMc,  et  dont  par  c(iMsé(|uent  je  ne  suis  pas  respon- 
sable à  la  rigueur;  ayant  voulu  en  dernier  lieu  m'assurer  aussi  de  leur 
exactitude,  j'ai  trouvé  qu'il  .s'était  glissé  une  légère  méprise  dans  le  cal- 
cul de  celles  dont  il  s'agit,  et  (|u'au  lieu  de  .M  =  1  ,oi(>r)6j,  N  =  o,i  2.5947, 
il  fallait  faire 

M       i,oi6?.o?.,     N=:o,i25994- 

(le  changement  ilans  les  valeurs  de  M  et  N  en  |)i(iduil  un  aus.si  dans 
cidles  de  P  et  Q  (|iii  en  dépendent;  et,  au  lieu  de  P  =  <),o5345i, 
Q  =  o,oi<>:')2''),  il  faudra  faire 

V       o,o548(i8,     Q-=o,oi7?.8a. 

.Ainsi  les  valeurs  des  quantités  (2,  5j,  (5,  2j  qui  sont  proportionnelles 
A  P  devront  être  augmentées  dans  la  raison  de  534  )i  à  54BG8,  et  celles 
de  I  2,  5J,  [5,  2J  qui  sont  proporlionnclles  à  Q  dcvionl  l'élre  aussi  dans 
la  raison  de  i6523  à  17282. 

Il  faudra  donc  réformer  ainsi  la  partie  correspondante  de  la  Table  citée 
dans  la  Théorie  des  variations  séculaires  {'  ]. 

(■)  Page  219  de  ce  volume. 
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Pour  z  -^  -r  =  o, 254054, . 

M=i,oi6ao2,  N  =  0,125994, 

Pr=o,o54868,  0=^0,017282. 

;2,  5)  =  o,029i73T''  [2,  5]  =  0,009189 T' 

8,4649745,  7,9632491, 

(  5,  2  )  =  o,o57878T"         [5,  2]  ^  o,oi82'^oT" 
8,7625115,  8,2607861. 

Par  conséquent  il  faudra  corriger  comme  il  suit  It-s  valeurs  de  (2,  5), 

[2,5],  (5,2),  [5,2j  danslaTabledunM6C): 

i  2,  5  I  r=  o",  0187  m'  [2,  5]  =r  o",oo59n?'' 
8,2709734,  7,7692480, 

(5,  2)  =  o",o4o6n?"  [5,  2]  ::  :o",oi28m" 
8,6088577.  8,1071323. 

Mais,  comme  ces  corrections  ne  tombent  (|ue  sur  les  dernières  déci- 
males des  valeurs  dont  il  s'agit,  elles  ne  sauraient  avoir  une  intluence 
sensible  sur  les  résultats  que  nous  avons  déduits  pour  les  variations  sé- 
culaires; d'autant  (jue  les  dernières  décimales  demeurent  toujours  plus 
ou  moins  incertaines,  et  que  les  deux  premières  sont  plus  que  suHlsantes 
pour  la  détermination  de  ces  variations.  Il  n'y  aura  donc  rien  à  clianger 
à  cet  égard,  et  j'aurais  même  pu  me  dispenser  de  donner  l'errata  précé- 
dent, si  je  ne  croyais  que  la  précision  la  plus  scrupuleuse  est  indispen- 
sable dans  ces  sortes  de  calculs. 


SECTION  QUATRIEME 

Oil     l'on    donne     les    VAHIATIONS     l'ÉllIODlyl'ES    1)U     MOL' V  KM  1:NÏ     UK     la    TEKllE 
nKl'ENnANTES    DE    SA     DISTANCE     VI  \     Al    11\KS     PI.  A  NÉ  II.  s 

Parmi  les  inégalités  dont  la  rcclierclic  est  l'cdtjet  du  travail  qui  nous 
occupe,  il  n'y  en  a  pas  de  plus  importantes  à  connaître  que  celles  du 

(*)  Pages  ïii  et  239  de  ce  voluiiic. 
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inoiivciiUMit  «le  la  Terre;  car  elles  alleelent  également  le  mouvement  ap- 
paienl  du  Soleil,  et  l'on  sait  (|ue  la  (lélerniination  de  ee  niouveiuenl  es! 
niiiimc  l;i  liase  de  toutes  les  autres  deleriuiualious  asti(»n()mi(|ues.  Aussi 
les  Astronomes  s'y  sont-ils  tons  appliqués  partieulièiement,  et  ils  sont 
déjà  venus  à  bout  de  donner  aux  Tables  du  Soleil  une  précision  bien  su- 
périeure à  telle  des  Tables  dçs  autres  Planètes;  mais  poui'  pouvoir  les 
perfectionner  encore,  il  est  nécessaire  d'avoir  uneTliéorie  exacte  et  com- 
plète de  tous  les  dérangements  (|ue  la  Terre  peut  éprouver  de  la  part  des 
.Planètes.  Nous  allons  donner,  en  suivant  notre  plan,  la  partie  de  cette 
Tliéorie  ()ui  concerne  les  variations  périodiques,  dépendantes  unique- 
ment des  distances  ou  commutations  entre  la  Terre  et  les  autres  Planètes 
prineipales. 

§  I.  —  Calcul  des  variations  de  la    Terre  dues  à  l  action 
de  Saturne. 

1.  Il  est  visible  (jue  la  toruiuie  de  ces  vaiialions  sera  la  même  que 
celle  des  variations  de  Mars  dues  à  la  même  action  de  Saturne,  en  ne  Tai- 
sant qu'y  substituer  à  la  place  des  quantités  relatives  à  Mars,  les  quan- 
tités analogues  pour  la  Terre;  ce  qui  revient  à  marquer  simplement  de 
trois  traits  les  lettres  mar(|uées  de  deux  dans  la  i'oiumle  du  n"  1  de  la 
Section  précédente. 

Ainsi  les  variations  iju'il  s'agit  de  calculer  seront  contenues  dans  la 
t'oriMule  suivante 

—  1 ar"'=     '-  ■  ,„  ^  ■+■  — r"'[r,  ;•'"  , ^    sm  (/>  —  j» 

\  m   I  —  4»')  f/r"'  .>,n'i  — 4«'  J  i        ri 

1  in  1  —  9/1-  dr"  3/i'i  I  —  9M'        ^  '   J  '         ' 

—  T    7 TT^  '  '   '     *•  ,  „.-^   -I-  y—, rr^  r'" \  r,  /•'"  ,    sin  4  ]>  —  p) 

I4n  i  —  ibn})  dr'"  4n=(i  — ibn'i       "^  J  '         ^ 
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111'^  hiiiucllc 


dp 
dp 


(^ 


r    él;iiil  la  distance  moyenne  de  la  Terre  au  Soleil,  et  /-ndie  de  Saliiiin- 
au  Soleil. 

2.   On  fera  z- =  — >  et,   prenant  pour  M  et  N  les  valeurs  ((PticspiMi- 

dantes  données  dans  le  n"  4  de  la  seconde  Partie  de  la  Théorie  des  varia- 
tions séculaires,  ou  déterminera  les  valeurs  des  (juantités 

eomuie  dans  le  n"  2  de  la  Section  précédente,  en  changeant  sinipleiueni  / 
en  r   dans  les  formules  de  ce  numéro. 
On  aura  donc  d'abord 

2  =  0,104821,     M  ^1,002749,     N  =^  o,o52338, 

et  de  la  on  trouvera 

(o)^i,o25i52  log.     0.0107882, 

(  I  )  ^  0,32 io44  9,5o65644. 

(2)1=0,041950  8,6227320, 

(3 1^0,004397  .7,643i565, 


ensuite 


/•"[/', /■'"]  ;=o.ior)iii  iog.  9.0216465, 

»•'"[;•,/•'"],  =  0,01  io33  8,0427070, 

r"'\_r,  r'"],^  0,000870  6.93941 1(>, 

r"'\r,  /•"']j=:  0,000091  5,9598912, 
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ni  tin 

'■'■'"'        1  ,„      =:  0,001 166  loe.     7,o66tiq86. 
ar 

,.,.«»  ^lîf£!l  =  o,o?.224Q  8,?4n3io5, 

'■■''"' —  I  m    ^  ^^  0,003479  7,54i4''69' 


ar 


•'■■'^^'':'',„  ''  =  o,ooo365  e.SGiS-tt-» 

ar" 


'^.  Or.  /(  olaiil  égal  à  1  —  z^,  on  aura 

«  r=  0,<)6(ioG3. 

cl  par  CCS  sultslitulioiis  la  l'or^iniilc  du  u"  1  deviendra 

—  'r[o,oo7i5i  siii  p'" — p  — 0,001807  sin?.  p" — p  — o,oo()ofi7  sin3f  ^"' — p  — ...]. 

Meltani  donc  pour  T  sa  valeui'  en  secondes  f3i",4'7*i  (""  '^.  Section 
précédente  1,  on  aura  entin 

('oiTfction  (le  l<t  longitude  de  la  Terre  ou  du  Soleil,  due  à  l 'action  de  Saturne 
et  dépendante  uniquement  de  la  distance  de  la  Terre  à  Saturne 

—  o".43<)?,  sin   ô  —  ï)    -+-  !>' ,  1 1  <ii  sina   ô  —  l)  i  +  o",()o4i  sin3   ô  —  l)    H- . .  . , 

le  lien  moyen   Ô  de  la  Terre  étant,  couime  l'on  sait,  a   iiSo  degrés  do 
celui  du  S(deil. 

i.  Les  inégalités  du  mouvcnicul  du  Soleil  dues  à  l'adiou  des  Planètes 
principales  sur-  la  Terr-e  ont  été  calculées  d'abord  pai'  l'eu  M.  Krrier  dans 
la  Pii'ce  (|ui  a  rcrrrporté  le  Prix  de  l'Académie  des  Sciences  do  Paris 
porrr  r^V).  il  n'y  ;i  (|ue  la  partie;  de  ce  calcul  (|ui  corrcerr)e  les  inégalités 
de  |;i  lorri^rlrrde,  (|rr'(Ui  prrisse  icgardei- comme  exacte,  c(dle  ipri  concerne 
les  variations  des  aphélies  et  des  cxierrtricites  étairt  l'ondée  sur  urre  ana- 
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lysi»  insuffisante,  comme  on  peut  s'en  convaincre  par  notre  Théorie  des 
variations  séculaires. 

Pour  les  inégalités  qui  dépendent  de  Saturne,  on  ne  trouve  dans  cette 

Pièce  que  le  terme sinf  Ô  —  ï)   ".  et  comme  la  masse  de  Saturne  \ 

est  supposée  de  j — •>  tandis  (|ue  nous  l'avons  réduite  à  tocU'  •'  f:iudra, 

pour  comparer  ce  terme  au  terme  correspondant  —  o",4392  sin(  Ô  —  ^ 

de  notre  formule,  diminuer  le  coetïicient  —  dans  le  rapport  de  33r)8  a 

3t)2i  ou  de  I  à  1,1117,  ^^  H"'  '^  réduira  à  o",^\c^%,  lequel  dilTl'rc  très- 
peu  de  celui  que  nous  avons  trouvé. 

Au  reste  on  voit,  par  les  autres  termes  que  nous  avons  encore  calculés, 
qu'en  effet  ce  premier  terme,  quelque  peu  considérable  qu'il  soit,  fst 
néanmoins  le  seul  dont  l'elTet  puisse  être  sensible. 

^11.  —  Calcul  des  'variations  de  la   Terre  dues  à  l'action 
de  Jupiter. 

5.  Ce  calcul  est  entièrement  semblable  à  celui  que  nous  venons  d'expo- 
ser, et  dépend  des  mêmes  formules,  en  changeant  seulement  les  lettres 
ï.  r,  p,  relatives  à  Saturne,  en  T',  r' ,  p'  pour  Jupiter. 

On  fera  donc  z  =  — r»  et  l'on  aura  (  n"  4,  seconde  Partie  des  Wina/ions 
r 

séculaires 

3  =  0,1922'JI,        M  =:  I  ,009263,        N  =:  0,OC)568t), 


d'où  l'on  tirer; 


(0)^1,08823(1  lofî.  0,031)7229, 

(  I  )  =  0,619059  9.791 7319, 

(2)^0,148080  9,1704964. 

(3)  =  o,o33o8i  8,5195786, 

'  4  )  =  0,0067856  7 ,83 1 5883, 
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r"'[r',r'"]  7=0,19408(1 
/•"[r',  /•'"]!=  0,037493 
/■'"[r',  »•'"]:=  0,0054 16 
/■'"[/•',  r'"],^  0,000871 
r" f  (•',  /  "1,  =  o.oooar)'") 


log.  9,2879938, 
8,5739495, 
7,7336483, 
6,939800 1 , 
6,4a332o8, 


fiirm 


.....^i[r',r"']_ 


ilr'" 
(Ir 
dr'" 
dr"' 
dr- 


:=  0,00741  J 
=  0,077  '  '^4 
0,020o33 
=r  o,oo5255 
=  o,()oo()i)i 


log.     7,8701.87. 

8,8872459, 
8,3017547, 

7,720557g, 

6,9962445, 


6.   .Miiintciiaiit 

«  =  I  —  z', 
et'  (jni  ildiiiicra 

n  ^=  0,91  56»)2  ; 

fl  hi  tuiiiuilf  (les  iiici^itlitcs  de  la  Tcii'c  ducs  it  .liipilci'  ilcvicndra 

—  T'[-i-  o,o36497  sin    ip'"—  p'  -  —  o,oi33t)4  siii2  y/"—  p' 

—  (>,ooo85o  sin  3  p'" —  p'    —  0,000126  i'\i\'\\  p"' —  p'    —  .  .  .  ]. 

Il  lit-  s'attira  donc  plus  (|uc  d'y  subsliUici'  |)oui'  T'  sa  valciii-  en  ticcuudi's 
i<)'V',2775  ^Soctioii  précédente,  n"?  1,  ce  (|ni  donnera 

Correction  di:  lu  longitude  de  la   l'evre  ou  du  Soleil,  due  à  l'action  de  Jupiter 
et  dépendante  simplement  de  lu  distance  de  lu  /'erre  l'i  Jnpilcr 

—  7  ", o54o sin     ô  —  ZI*  )  +  2", 5829 sin ■>.'  à  —  TC  ) 
-4-0. 1642  sin  3  ô  — ZT) -1-0",  02.43  sin  4iô  —  r)-i- 
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7.  Dans  la  Pièce  citée  (4)  les  inégalités  de  la  longitude  du  Sulcil  dm-s 
à  i'aclion  de  Jupiter  sont  représentées  par  ces  deux  termes 

—  7".o6sin   ô  —  Z'    -t- ^  ".67  sin-j   5  —  Z."  , 

les(|uels  s'accordent  assez  bien  avec  les  deux  premiers  termes  de  la  loi- 
muie  précédente,  la  valeur  de  la  niasse  de  Jupiter  étant  d'ailleurs  la  nièiue 

de  part  et  d'autre,  c'est-à-dire  — ;t-- 
'  1007 

Ces  mêmes  inégalités  ont  de  plus  été  calculées  par  Clairaut  dans  les 

Mémoires  de  V Académie  des  Sciences  de  Paris  pour  lyS'j;  et  elles  v  sont 

exprimées  par  les  termes 

—  7",  I  sin  ô  — Z."    -»-  ■?.",-  sin-2iÔ  —  ZT) 

qui  s'accordent  aussi  à  très-peu  \)i'v>  avec  les  deux  |)reM)iers  de  notre  toi- 
niule,  quoiqu'un  peu  moins  ([ue  ceux  d'Euler. 

A  l'égard  des  autres  termes  de  cette  formule,  on  voit  tju'ils  ue  sont 
presque  d'aucune  considération,  mais  il  était  nécessaire  de  les  connaître 
pour  être  assuré  de  leur  peu  de  valeur. 

^  lil.   —  (dlcid  des  variations  de  la   Terre  dues  à  l'aetioii 
de  Mars. 

8.  Ou  emploiera  encore  pour  ce  caicui  les  uiéuies  t'oruuiles  (|ue  dans 
le  §  I,  en  cliangeant  seulement  les  quantités  /■.  p,  T.  relatives  à  Saturne, 
en  r",  p  ,  T  pour  Mars;  on  pourra  même  le  simplifier  beaucoup,  en  dé- 
duisant iminediatenient  les  valeurs  des  (|uantites 

(le  celles  de 

déjà  données  dans  le  §  III  de  la  Section  troisième  pour  l'action  de  la  Terre 
suiMars;  nous  avons  donne  les  t'oiinules  necessairi-s  pour  cela  dans  le 


'»G2  THÉORIE   DES  V\K1\TI0NS   rÉIUOniQUES 

n"  2  (11'  la  Sertion  deuxième;  il  siillira  |)()iir  les  a|t|>li(|iier  au  cas  preseul 

il'v  ciiauger  r  eu  ;"  et  r'  en  r  . 

Faisant  donc  r-  =:  —  =  o,6563oi ,  ou  aura 
r 

/•'"[/•",/■'"]— 0,751819  log.     9,8761134, 

/•'"[/•",  /•'"],=  0,527995  9,7226800, 

/■'"[r",  /'"'jj^  o, 266188  9,4?.5io68, 

;■'"[/■",  r"']3=  0,147346  9,1683379, 

/■'"[r",  »•'"]»=  o,o859.y.(i  8,9305737, 

;■'"[/•",  /■'"]!=  o,o5o547  8,7086967, 

/■'"[/•",  /■'"]«=  o,o3o448  8,4835o38, 


et  ensuite 


..;■""  ^^^^y^=o,5?.899.  log.     9,7?.34483, 


c/[r",r"'],_ 


i,6i?.o4o  0,2078758, 


rfr'" 

;  ;•'"!  ^      .',»       =  1 ,879525  o,  1 3972t)6, 

^/fr"  r"'l, 
,  ^»/î     i    ' — Ji  —  1,069807  0,0291028, 

dr'" 

,,«2      l^    '  ''    -1'  rr:  0,798601  9,8996022, 

dr 

,."'v  i'i':!^'  =:  0,574695  9.7594374. 

dr 

,  ,.'"=  '-^''"'j^y = 0,409944         9,61 27245, 


9.   Ol- 

rt  =  i  —  z'  =  0,46881 5; 

■I  (le  lii  on  aura  |)(iur  les  inc^alilcs  durs  ii  Mars, 

—  T"  [  -t-  3,88 1  779  sin    :  //"—  p"  )  -(-  8 1 ,  i  70 1 90  siii  •.>,  (//"      //'  1 

—  1,925284  sin8  ]>'"-  l>"  )—    0,420867  sin4(/'"'— A'")—-- •]• 
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L;i  valeur  de  T"  masse  de  Mars,  telle  que  nous  l'avons  déterniinee  daii> 

la  Théorie  des  variations  séculaires,  est  de    „.,.  ,-,     en  parties  de  cellf  du 

1040082        » 

Soleil.  En  la  multipliant  par  l'arc  égal  au  ravon  pour  la  réduire  en  se- 
condes, elle  devient  o",  1 1 1731;  c'est  la  valeur  qu'il  faut  substituer  dans 
la  formule  précédente.  On  aura  donc 

Correction  de  la  longitude  de  la  Terre  ou  du  Soleil,  due  à  l'action  (te    Mars 
et  dépendante  simplement  de  la  distance  de  la  Terre  à  Mars 

—  o",4337  sin    ^  ô  —  cf  )  —  3",  4827  sina  ô  —  cf 

-+-  o' ,  aiSi  sin  3   0  —  cf  :  -(-  o",o47o  sin4(  Ô  —  cf   -t-  .  .  .  . 

10.   Dans  la  même  Pièce  déjà  citée  (4j,  on  trouve  pour  les  inégalités 
de  la  longitude  du  Soleil  dues  à  l'action  de  Mars  ces  deux  ternies 

—  o",4o3  sini  Ô  —  cf  )  —  3",23i  sin?.(  Ô  —  cf  1; 


mais  la  masse  de  Mars  v  est  supposée  de En  aui^nientant  (hun 

'  '  2000000  ' 

les  coelficients  o",4o3  et  3",2'3i  dans  le  rapport  de  1846082  à  aoooooo. 

ils  deviendront  o",437  et  3",5oo,  lesquels  s'accordent,  comme  du  voit, 

à  très-peu  près  avec  les  deux  premiers  de  notre  formule. 

A  l'égard  des  autres  termes  de  cette  formule,  on  voit  qu'ils  peuvent 

être  entièrement  négligés,  ne  pouvant  jamais  monter  qu'à  des  decimale> 

de  seconde. 

J^  IV.  —   Calritl  des  variations  de  la  Terre  dites  à  l'aetioii 
de   f  étuis. 

1 1 .  I.a  formule  de  ces  variations  sera  encore  la  même  que  celle  du  li  I 
en  y  changeant  seulement  les  (luantilésT.  r,  p,  relatives  à  Saturne,  en 
T",  r'\  p''  pourA'éiuis.  MaisNCiuis  elanl  inférieure  à  la  Terre,  il  faudra, 
pour  la  (li'terminati(Hi  des  valeurs  de 

r'" ['•'", '••'].     /-'"I '•'".'•"]- 


\iù  THÉOIUE    1>ES  \\I5I\TI0NS   PÉIUODIQLES 

cmplovcr  d»^s  lonmiles  scmhlahlcs  à  celles  du  §  III  de  la  Seelioii  |)re(e- 
•  Iciilc,  en  y  ehiini-eaiil  respeelivemeiit  r"  en  r'"  et  r'"  en  r'\  \nnw  ra|(|)(ii- 
ler  il  la  Terre  el  ii  Vénus  ee  (]ui  dans  ccl  cndniit  est  relatif  ii  Mars  el  it  la 
terre. 

Faisanl  donc   r    -'-^>    et  picnant  les  valeurs  eorrespundanles  de  M 
cl  N  dan>  le  n"  'f  de  la  seconde  i^ailie  des  Vorialions  séculaires,  on  aura 

z—o, 723330,     M  =  1,135763,     N       o,336i3i; 

d'où  l'on  tire 

o  )  :=  4<99''o4'i  log.     i),6ç)86?.64. 

(i  )=:  8,871529  o,947<t9'^5, 

(2)  =7,387485  0,8684966, 

(3)  =  5,956443  .    0,7749870, 

(4)  =  4'709397  0,6729654, 

(5)  =  3,675619  o,56533o5,  , 

6  .  =:  2,844299  0,4539753, 

(7)  =2,190188  0,3404813, 

(8^=i,685o46  0,^266118, 

(91=1,302760  0,1148644, 

(10)  ^=  1,021472  0,0092265, 

(111  =  0,824360  9,9161169, 

(12)  =  0,699867  9,84501 55, 


r"'[f"',  r"]  =:  i,i92«)()r  log.  o,o76(J26i, 

r"'[r"',  r'"],  =  o,94i9t)5  9,9740485, 

r"'[;-"',  /•"]2  =  0,527142  9>7"9'-82, 

r"'[r"',  r'"],  =  o,322858  9,50901 15, 

r"'[r"',  /•"],  =  0,206224  9,3i43386, 

r"'[r"',  /•■']!  =  0,134908  9,1300378, 


'Il  lin 
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;•'"[;■'",;•"'],.—=  o,o8c)j38  log.  8,()5c>.oo73, 
/•'"[;•'",  /-'^  ],  ---  0,05981^4  8,777i8(i?., 
;■'"[/■'",  ;■"],=::  o,o4oi  iq  S,(i()33!')(>2, 


rf/-'"    ~ 


3,575045     log.  0,553181 5, 


,'"a4^4lll  =  _5,,7,88(i  n,-,3.;48.,, 

,,,  d\r"',  /-'"l,      /   /  /-  -  . 

/•  ■ —^ — Y~!r, —  =  —  4>"4945"  0,(1(17  S()(ii, 

>•""''   ^'/r"-^'  =  -  3,l(i2854  ô,5o(.o7qo, 
(Ir  • 

»  ^['•"', '-^l,       ,.  .  -.,,.. 

/'  -— i — ^,— ;;; — -  =  —  3.,i5rb3'  (),3iS<)  n'ii , 
cil"                        ^          ' 

'■""  ^  ^'  ,'!  ^''  =  —1,8874?.!  0,9,- 58(i88, 
dr                             '  ^ 

''"'" — ^ — T-^, — -  =^  —  1,445683  o,  i(')()o-3i , 


f/,-' 


:=  —  1,104167       ■  0,o43o328, 


2  /■'"'      ^      '_,„ — ^  =  —  o,84353i)  e),<|2(iio5l. 


12.    I,;i  vmIcui'  (le  n  csl  ici  égale  ii    1 j-,   ce  (|iii  ilctiint' 

n  --  —  <),(i>553i. 
Par  l'os  sahsliliilidiis  la  toiimilc  des  iii('t;aliles  ducs  ii  \ Ciiiis  (Icviciidra 

—  I  "  [  +  <),82o8i'h)    si  11  y/"  —  p'"    —11,  i(i8->()8  si  11  ■?.  i/>"  —  /<" 

-  1 ,37()7i()sin  3:^'" — /'"    —   o,4i8ii)S  sirri  //"— /'" 

—  n,  i()()(i7()  >iii  5  (y/"  —  />"    —  o,o7i)>2()  siiid  /'—/>"    —...}. 


uni  THÉOIUE   DES   VAHlATlONS   l»ÉK10l)K)Li  ES 

lil  inoUaiil  poiiiï",  unisse  de  Vénus,  sa  valeur  en  secondes  o",  73989, 
eonune  dans  le  n"  17  de  la  Seelion  précédenle,  il  viendra 

Coiifi-tinn  ili'  lu  loii^iliitl)'  (l<-  lu  l'i-iri'  ou  du  Soleil  dut-  ù  l'iKlion  <lf  /  /'iius 
l'I  (It-pi-nilnnli-  uniijuiniful  de  lu  distuiui-  de  lu  '/'ci rr  ù  I  t'-iius 

—  7",  al^.i    sin  (  ô  —  9  )  -I-  8",  ?.(134  sin  3  ô  —  9 

-t-  i",o?.o8sin3(  Ô  —  9  )  +  o",3or)4  sin  4'  Ô  —  9  ; 

-*-  o",  it5i  sin5'  Ô  —  9  ;  +  o",o')8(;  sinti  Ô  —  9    -f  . .  . . 

\\S.  I^es  ineiiaiites  du  uiouvenienl  du  Soleil  produites  par  l'action  de 
\i-nussur  la  Terre  (uit  déjà  été  calculées  plusieurs  l'ois:  nous  niions  l'ap- 
porter ici  les  résultats  de  ces  dillV'r<'uts  calculs,  [Kuir  les  comparer  ii  ceux 
du  nuire. 

On  trouve  d'ahoid  dans  la  Pièce  déjà  citée    4    la  t'oiiuule 

—  5",  75  sin   Ô— 9    -t-(>",o7.  sin?.   ô  —  9  . 

Mais  la  niasse  de  Venus  v  est  suniiosee  de   ,-  , — r     en  iiarliesde  celle  du 

'  '  |047t>v>.         ' 

Soleil,  iiii  lien  (|iic  nous  l'avons  l'aile  de  — „- Il  t'aiulra  doue  aii^nien- 

^7  777  * 

1er  les  coellicieiils  5", 70  el  6", 02  dans  la  raison  de  ces  deux  valeurs, 
pour  [louvoir  comparer  la  ('(uinule  précédente  à  la  nôlre.  Par  là  ils  de- 
vieiiiienl  8",'i4H  el  H",y'|i,  les<|uels  sont,  eoiniue  on  voit,  assez  difTé- 
reiits  de  ceux  des  deux  premiers  termes  de  notre  l'ormiile  pour  (|n'on  ne 
puisse  atlriliuer  celle  dilléreiice  (|n'ii  (|utd(|ue  erreur  dans  les  calculs.  Oi' 
j'ai  mis  dans  le  mien  assez  de  soin  el  de  [irécision  pour  pouvoii'  répondre 
de  son  exactitude. 

Ces  mêmes  incf^aliles  ont  ensuite  été  calculées  par  Clairanl  dans  les 
Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris  (lour  i7J'i.  Il  y  donne  la 

lurmule 

—  I  o"  si  n   ô  —  9  ;  -+- 1 1  " ,  *)  si  II  ?  '  ô  —  9  ) 

+    i",4  sin'i!  ô  —  9  ; -f  o",4  siii4   Ô— 9. 

en  supposant  la  masse  de  \ Cmis  de  -  •  , de  celle  du  S(deil.  Il  faudra 

if)n()f)i 
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(loiic  (liiniimcr  les  loclliciciits  de  cclt»'  Inniiiile  (hiris  le  r:i|)|)()il  des  iioiii- 
l)r('s  '•^7<^777  ;i  r()S()()i,  iiour  pouvoir  l;i  (•(im|»;iicr  ;ivcc  l;i  notre,  et  cllr 
devicndrii  ;ilor,s 

—  7",  i4    siiii  Ô  —  9  ;  +  8", 21  sin?.(  Ô  —  9  1 
)    i",oo  siii3(  Ô  —  9  )  -+-  o",-ji.9!5in4:  Ô  —  9  », 

l;i(|ii('lk'  s'accoidc,  ;i  (|iiclqut's  ceiilii'mcs  de  seconde  près,  ;ivee  celle  <|Me 
nous  avons  tronvée;  de  sorte  que  cet  accord  peni  servir  de  confirnialion 
à  rexaclilude  de  (ouïes  les  deux. 

Au  reste  Clairaul  n'avait  adopté  pour  la  niasse  de  \  énus  la  valeur  rap- 
portée que  pour  siniplitier  sa  l'ormuie  en  réduisant  le  coenieient  du  pre- 
mier terme  à  10",  et  atin  d'en  faciliter  |)ai'  là  la  eoni|)arai.son  avec  les  ol»- 
sei'vations.  L'ahite  de  la  Caille  remaripia  hientol  (]ne  la  Tahie  consiruile 
"  sui'  la  formule  de  (llairant  donnait  des  résultats  trop  forts,  et  en  substitua 
dans  ses  Tables  du  Soleil  une  autre  (|ui  peut  se  réduire  à  cette  formule 

—  8",  ■?.    sini  Ô  —  9  I  +  9", 5  sin  ■'.(  ô  -  9  ^ 
-I-  i",9,  sin3(  Ô  —  9  )  -h  o",3  sin4>  Ô  —  9  , 

laquelle  ne  dillere  île  celle  de  (ilairant  (|u'en  ce  (|ue  Ions  les  coeHicienls 
sont  diminués  dans  le  rapport  de  100  à  H  <. 

Mayer  a  conservé  la  même  Table  dans  son  Recueil  des  Tcthles  solaires. 
mais  en  réduisant  encore  les  valeurs  des  é(|uations  aux  deux  cin(|ui('mes: 
car  la  plus  grande  é(iuation,  cjui  dans  la  Table  de  la  (faille  esl  de  \W . 
n'est  plus  que  de  (>"  dans  celle  de  Mayei'. 

Ainsi,  suivant  la  Caille,  la  masse  de  Vénus  sérail  de  —r~n — '  t't  suivant 

24?.D79 

Mavei'  elle  ne  sérail  (jue  de  ^-^.,r,=^-   (]elle  (iiu'  mms  avtins  adonlec  esl 
'  oo(>b8o  '  ' 

entre  ces  deux-ci.  mais  beaucoup  plus  pri's  de  la  picmière  (pic  de  la  se- 
conde; l't  l'on  peul  voii',  dans  la  seconde  PaiMie  de  la  Théorie  des  rtind- 
lions  séculaires,  comiiicnl  nous  avons  été  condnils  ii  celle  delcrmiualion. 
qui  a  d'ailleurs  ravanlage  de  doiiuer  des  rcsiillals  conformes  aux  obser 
vaTums  rclalivcmeni  ii  un  des  principaux  poinis  de  la  Tbéoiie  du  S>(dcil. 
le  mouvemeul  de  son  apogée. 

■jn. 


t!is  iiiKdiiii.  i»i:s  vvKivrioNs  Pi:iU()i»ioiii:s 

I  'i.  I)i'|uiis.  Ii'ii  M.  Kiilcr  ;i  (Idiiiic  (hiiis  les  (.'omrneiildircs  de  l'cters- 
lioKig  deux  .Mciimircs  doiil  li-  luit  csl  de  moiilrcr  rinsiinisaiit'i'  de  lit  mc- 
iIhkIc  dfs  siM'ics  d;iiis  l:i  dcici'miiiation  des  pcrliirliations  de  la  Toi're  caii- 
sci's  |)ai'  l'aclioii  de  \ Cmis,  cl  rincxactiliidc  des  Tal)l('s  (juc  la  Caille  et 
Maver  en  uni  ddiiiifcs  d'apii-s  les  foriiiules  (iiie  Claiiaiil  avait  trouvées 
parcelle  iiiellinde.  Voyez  le  loiiie  XVI  (\i'i>  No^'i  Comme  ntarii  ci  la  |»i'e- 
mièif  Partie  des  Ir/r/  [tour  177B.J  I, 'Auteur  y  calcule  les  perturbatiuiis 
dont  il  s'aiiil  par  la  luclliode  des  quadratures,  ou  soniuialions  aritlinié- 
ti(|ues,  (i  il  parvicut  à  une  Table  toute  diU'érente  de  celles  dont  nous 
vcudMs  de  parler,  iioii-sciilciucut  pour  la  valeur  des  équations,  mais  aussi 
par  lapporl  ii  leur  uian  lie.  Il  iuiporlail  non-seulement  à  l'Astronomie, 
mais  a  l'Analyse  lueuie,  de  ileeoiivrii'  la  cause  d'une  si  grande  dilï'érence 
entre  les  résultais  des  deux  uietliodes,  suiloiit  |)arce  (|ue  la  méthode  des 
si'ries  est  C(uuuie  la  liase  de  toutes  les  l'eclierches  sur  le  système  du 
iiiiiiiile,  el  que  si  l'on  elait  (ddii;e  d'ahaiidonuer  cette  uiélliode,  on  sei'ail 
l'irce  aussi  de  renoncer'  ;i  loule  Théorie  iicuerale  sui'  rell'et  de  ratti'acli(Mi 
uiulnelle  des  l'hiiii'les. 

lleureiiseuieul  on  a  reniiinu  (pic  (elle  dillcrcnce  11e  Nciiail  (jue  de  la 
iiianit're  d'applicpiei'  la  nieiliodc  des  (piadratures  à  la  (jueslion  dont  il 
s'ai-il,  cl  l'eu  M.  i>cxell  a  l'ail  voir  dans  la  seconde  Parties  iU's  Actes  de 
l'ilershoiiii^  pour  i77<)  ipi'cii  l'aisaul  entier  ilaiis  le  calcul  toutes  les  cii-- 
cdiistances  nécessaires,  il  résnltail  de  celle  luelhode  une  Tahie  des  p<'r- 
luihations  de  la  Terre  assez  couronne  ii  celle  (pie  donnent  les  t'ormules 
(ledniles  de  l'autl-e  llietliodc. 

Kntiii  .M.  Fuss  a  calcule  de  nouveau  ces  perlurhalions  par  la  méthode 
des  séries  dans  la  première  l'artic  des  Actes  |)our  17^0,  el  il  est  arrive  ii 
des  résultais  (pii  s'ac( ordciil  avec  ceux  de  M.  Lexell.  ainsi  (pi'avec  la 
Tahie  (le  l'ahhe  de  la  Caille  dcdiiilc  de  la  t'orinule  de  Clairaiil. 

I.a  cDiiriiriuile  (pie  nous  avons  trouvée  eiitic  celle-ci  el  la  notre  peut 
s<'i'\irde  coiiiiiinarKin  ;i  ces  ((iiiclusioiis,  el  ii  assurer  davaiilai^c  la  légi- 
liiiiile  de  la  iiielliode  des  séries,  sur  hupudle  loiite  la  Théorie  des  vai'ia- 
tions  du  niouveiiienl  des  PlaiiJ'Ies  esl  l'ondec. 
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^  \  .   —  Calent  des   vai-iations  de  la  Terre  dins  à   l  actitui 
de    AJercnre. 

15.  Ce  i';ilcul  dépend  des  mêmes  tViriiiiiles  (|iie  celui  du  ();ii;ii;i:i|ilic 
préeédenl,  en  y  changeant  seulement  les  (|u;intiles  T'^,  /  ",  p" .  idalivcs 
il  Venus,  dans  les  (|ii;intit('s  T'.  /'■,  /j'  l'tdalivt-s  ii  Meicilic. 

On  fera  done  s=  -tt?  et  l'on  aura  par  le  n"  4  de  la  scioudc  Pat  lie  des 
Variations  séculaires 

î  — 0.387100,     M  ^1,037828,     .N  =  o,i8q8'j4. 

De  ta  ou  lire  les  valeurs  suivantes 


ensuite 


iiifin 


(  o  )  ^=  i,435gi() 
I  j  ^  1,576071 

a    =  0,747647 
1  3  )  ="0,334310 

4)  =  0,144943 

r''[r"',  r"]  =  1,040991 

;•'  [r'",  Z''''],  =:  0,120172 
/■'•[/•'", /•']3  =  o,o38885 
;•"[/■'",  /•'],  =  o,oi3i66 


•.  ;••- — !^-j i  =  —  ■',2(>I7j4 

'. /-'^ — t — i !~  =:  —   1,731  010 

fil" 

.,-^^IÇl^  =  -  0,755787 


o,  1  37  I  3oi , 
o,  1973757, 
9,8736965, 

9,5241494. 

9,161 1973, 


0,01  7447  I 

9.6139864 

9,079801 7 

8,5897774 

8,1.94463 


ô,3-,44435.    X 

o,243?.()6o. 

9,8783995, 
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(/\r"',  r'I;,  ....  1  -  c     ■}■> 

?. r"     *■        — '-    .-    -   (>,i?.iioo  log.     çj.Sotjii-jo, 


f//' 


>/•"    '■   ■    — i- =  —  o,i3b39o  9,i347o?.5, 


l(».    I.;i  \;il('iir  de  //  est  (xpriiiicf  ici,  cuiiiint'  dans  le  paragraplii'  [wc- 

1  '      1 

<  cilfiit.  |tar  I  — T'  de  sorte  (|ii  un  aura 

ra  =  —  H,  iS'^.D-S. 

Kl  di'  la  on  aura  |i(iiir  les  inégalités  dues  à  Mercure  la  torn)ule 

—  T"  [o,'57(')(o4  sin  p'" ^  p"   —  o, 009766 sinai//" —  /'*  i —  ...] . 

Kn    sulistituaiit    [lour   T^,    masse    île    .Mercui'c,    sa    valeur    en    secondes 
()",  loiiSiS,  coninie  dans  le  n"  1!»  de  la  Section  précédente,  on  aura 

Coricvlioii  lit'  la  loiii^itudf  (If  la  Terre  ou  i/ii  .Soleil,  iliie  à  lac/ion  de  Mercure 
et  dépendante  de  la  distance  de  la  Terre  à  Mercure 

—  o'  ,o383sin   ô  —  ??    -+-  o'  ,<ioii)  siii?, i  ô  —  ?  )  -H. .  . . 

On  voit  (|ue  cette  correction  est  insensible;  aussi  ne  l'ai-je  calculée 
i|ue  paice  (|U*elle  ne  l'avait  pas  encore  été,  et  pour  ne  laisser  aucun  vide 
dans  la  Théorie  dont  il  s'agit. 


SECTION  CIXQllKMK 

Ot     L  ON     IIO.NNE     I.KS     VARIATIONS     PÉIUOIIIOIES    Dl      M  O  l   \  K  M  K  N  T     I)  K     V  F.  \  l  S 
IIKPE.NDA  NTES    DE    SA     niSTANCE     M\      VCTIIKS     l'I.WÉIKS. 
/ 

La  Théorie  de  Vénus  est  une  des  plus  importantes  apri-s  c(dle  de  la 
Telle.  Car  celte  Planète  pai'aissanl  tri's-souvenl  et  avec  l)eaucou|)  d'éclat, 
l'Ile  peut  elle  d'un  grand  usage  pour  v  comparer  la  Lune  dans  l'ohser- 
vation  îles  longitudes  en   mer.    D'ailleurs   la   célélirilé   de  ses  derniers 


DES   MOUVEMENTS    DES   PLANETES.  ïll 

passages  sur  le  dis(|ue  du  Soleil,  et  les  recherelies  nombreuses  que  les 
observations  de  ces  passages  ont  occasionnées  relativement  à  la  déter- 
mination de  la  parallaxe  du  Soleil,  ont  augmenté  encore  l'inlcict  i|Uf 
cette  partie  de  l'Astronomie  peut  inspirer  par  elle-même.  Klles  ont  sm- 
tout  fait  souhaiter  de  connaître  parfaitement  les  inégalités  du  mouve- 
ment de  Vénus,  pour  être  en  état  de  mettre  dans  la  détermination  dont 
il  s'agit  toute  la  précision  dont  elle  peut  être  susceptible.  C'est  donc  une 
recherche  très-nécessaire  aux  progrès  de  l'Astronomie  (|ue  celle  des  dé- 
rangements que  cette  Planète  peut  éprouver  de  la  part  des  autres  IMa- 
nètes  en  vertu  de  leur  attraction  mutuelle;  elles  Astronomes  ne  pour- 
ront que  me  savoir  gré  du  travail  dont  je  vais  exposer  les  résultats  dans 
cette  Section. 

^   I.  —   Calviil  des   vai iatioii.s  de    l  ciiiis  dues   a   I  action 
de  Saturne. 

1.  Nous  pouvons  em|)runler  des  Sections  précédentes  les  rormiiles 
nécessaires  pource  calcul.  Ainsi,  en  changeant  seulement,  dans  celle  du 
n"  1  de  la  Section  quatrième,  les  (juantités  r\p\  relatives  à  la  Terre, 
dans  les  quantités  analogues  /".  />'',  relatives  a  \'enus,  on  aura  pour  les 
variations  dont  il  s'agit  la  formule  générale 

.„|         I  (/['S '""Il         3-f-«'         ,         ,       3-l-2n-i-rt- r""  I   . 

—  I     r  ■-'.''    --S H -■ ^  ''      '■,  '"'K T. T-. —    SMii  «'*■—»/ 

l«  I — n-  ar'^  «=(i — n- )  iv{\  —  n-)     r-    \         '         ' 

-i-f  •  ,v. '/['■> '■"]=  5-1-4'»'  ,vr         ,vi    I     • 

—  I j-~  ?■'•'-  —S H -.. /    ,    '       '■.  '       -     Sin  ?,!/>"—  «1 

L?.n:i—  (/)')  </;•"  ?,  «•(!— 4")  I 

—  I    -— -■-'./■'"       /  ,.        +  r-l ^  '     ['■'  '      '    sni3i/>'-  -  o 

•i-f  '  v>"^[''' '■"]*  3-f.i6«'  vi   I    ■    '     ,« 

4«('  — '"«  «'  4«('  — '"") 


(juclli 


\--l  TIIKOKIK    l»r.S    \Mil\TntNS    1>  K  lU  Ol»  I  O  T  KS 

r'^  rhilil    lu   .lislMllcr   lllo\,Mlll.'   «Ir  \run^  :ill   Soleil,  ri   /■  (cllr   (!.'  S;itmil.' 
:iii  Siili'il. 

•2.    l'niir  l:i  (lclciiniii;ilii>ri  do  (|ii;iiililrs 


(Il"  '         '  <//• 


III  .illIM  li'S  lllriiio  ruilillllis  (|ur  (l:ilis  le  II"  2  (le  hi  Si'cHoll  I  Idi^icllir.  rli 
li;ili-c';illl   /•    «'Il  /■"  . 

I':il-~;iiil  (loin-   r  —  '     ,  on  ;iili;i  |i;il'  lu  ialilr  du  ll"  'l  df  l;i  sccolldf  l';u  lie 
It  >  \  (i/uifio/is  secu/cures 

z   -(.,..■;  IH-Mi,      M        1,001  p;.'      N-    o.oS^.SHi, 
•I  de  l;i  on  Iroiiveiii 

o  )  ^-  1,0110  Mil  lof;.      ii,oo")()i  i(). 

{ I  )  =  (),a-.>.ç)i)34  <),:>(ii(ioi7. 

I  2  )  r=  o,o?.iH?.((i  8,'î38().(()4, 

i3)       o,o()?.7-ç)4  7,4)'5()5i<), 


•IIMIlle 


llllll 


/■'>[/•,/•■«]        :0,07J<p.l)^  log.       H,H»o',. ..,(,, 

/■"[/•,  /■"],  =;  o,oo')7('ii  7,7()o4ç)5>, 

r'"  [;•,  r"]i  --  o,oo()5-.'7  (i,5i  3H3.<c.', 


,,..u      L^ i  —  0,000  iSq  lof^.      ('>,()4-.'it)7<>, 

rlr"' 

,r/[r,  r"],  ^  .    ,      , 

•,;i>-_i-_ J  :=o,oii  )7,>  n,o()a4on|. 


>.r'''     -  .- 


^=  0,001  i  11)  7,lAoi4(>o, 

fJ/.IS 
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3.  Or 

«  =  I  —  z'  =^  0,9791  ?.3; 

ainsi  la  t'ormulc  ci-dessus  deviendra  |)ai'  ces  substitutions 

—  T[o, 00307/1  siii  /'"■/')  — 0,000648 sin 2 ('/>"  — /)    —...]. 

De  sorte  qu'en  y  mellant  pourT  sa  valeur  en  secondes  Gi'^/ii-jC),  on 
aura 

('oiieclion  de  la  longilude  de  l'énus  due  il  l'aelion  de  Saturne  et  dépendaitle 
de  la  distance  héliocentrique  de  ces  l'Ianètes 

—  o",  1888  sinf  9  —  5  I  +  o",o398sin2t  9  —  I)  )  -1-  ...  . 

Cette  correction  étant  fort  au-dessous  d'une  seconde  peut  être  négli- 
gée dans  tous  les  cas;  mais  il  était  nécessaire  de  .s'assuier  par  le  calcul 
qu'elle  pouvait  toujours  l'être,  ce  (|ue  personne  n'avait  encore  fait. 

^   fl.  —   Calcul  des    variations   de    J  citas  dttcs   ii   V action 
de  Japitct . 

4.  Pour  ce  calcul  il  n'y  a  qu'à  changer  dans  la  formule  du  n"  1  les 
(juanlités  r,  p  et  T,  relatives  à  Saturne,  en  r' ,  p' ,  T'  pour  .lupiler. 

Faisant  donc  3  =  —  ?  on  aura  par  la  Tai)l('  citée 
r  ' 

z  ^  o,i3i)o7('),     M=^i,oo484'i     N  =1  0,069370, 

Cl  de  là  on  trouvera 

(0)=  1,044870  loi;.     o,()i9()6>.2, 

(  I  )  =  o,43'.>,8oi  9,6362879, 

(2)  =  0,075106  8,8766746, 

(3)  =  0,012641  8,1017814, 

(4)  ^  0,0060826      7,7805045, 


V. 


»7i  iiii.iHiii;  iii.>  \\i!i\iiii\s  i'i.iîi(>i»ioui:s 

flIMlill- 

/'"f/',r")  -    11,1  ><)-")(')  lu;;.     t),i  (jjdij^, 

(■"[;■■.;■"],        c.,oi.|.iS|  fi,>,S()('i(H)7, 

/■'"[(■',  ;■''];—   o,()09(kV>  •j,'<ii-K(")o5, 

/•"  I  (■',  /•''],  =-  o,o<io?,?3  (i,3.J7(>7<>3, 


'iiliii 


>/  ■>.  _   __ ^    o,()<).>- JO 


lof;.    7,4;i.)n 


■}  I     ■       -    \         '^  o,()<ir)->  1  •■  7,()i||lii, 


''  /    ,>  =<),<)OI    )()!  7,  I  7!)  H)()(), 


ô.  I,;i  \;ilcur  (le  n  étant  tmi jours  r\|)iiiiic('  |iar  1  -  z- ,  t'ilc  sera  dans 
II'  (a>  iircscnl 

l'I  la  IdiiiiiiIc  (les  ini'^aliti'S  ducs  \\  Jupiter  deNJendi'a 

T' [<), 0100(17  siii  i>'^  ~  i>     —  i<.<>n\\' \  >\\t'  1'"       j)' 

^ll•ll;||||  dniK    |iiiui-  1'  sa  va  I  eu  i'  eu  seeiuules  i()V'.  ';!"'"'•.  il  \  ieiidia 

(  III III  lion  ilr  ht  litii^iliiilc  tif  l  /lins  dm-  l'i   l'iKliiiii  ilr  Jii/iilii    il   i/rni-ni/iiiili- 
ili-  lu  ilislitnif  lirhiiiiiiliiiiiii-  ili-  n-s  l'hinrlrs 

—  '  .>»i  "1  siii    9  —  7.'    -t- o".K()J7 -iiti  >    9  — '£'    -f- o",>  1  •>li  siri  5   ?       T    -(-.... 

On  \oi|  i|u'il  u'\  a  (jue  le  preiuier  liTUle,  (|ui  de|iend  de  la  distance 
■-illl|de  i\f  NcUli--  :i  .lu|iiler.  (jui  |Hlis^e  être  >eusil)le:  elH  oie,  claul  au- 
de^s(iii>  lie  î  ^ccoudi'S,  il  {XMil'ia  elle  liciiti-ic  tani  i|ile  l'eNaclillldc  de-. 
oliM'i  \;iiioii-  lie  |ionii:i  |i:is  ;iiicindre  a  la  |)ii'(isi(Ui  do  secondes. 
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^   ni.  —  Calcul  des  variations  dr    f  ('nus  ducs  à   l'action 
de   Mars. 

6.  On  changera  dans  la  mènu'  funiuilf  du  n"  1  Ifs  (|iuintiti's  r.  p,  T. 
relatives  à  Saturne,  dans  le.s  (|uanti[és  r",  p",  T  re!ati\es  :i  Mars,  el  l'on 
suivra  du  reste  le  mènie  procédé  dans  le  calcul. 

Mais  on  pourra  abréger  ce  calcul  en  partant  des  quantités  tiuf  nous 
avons  déjà  calculées  dans  le  §  IV  de  la  Section  troisième  pour  l'action  de 
Vénus  sur  Mars,  et  employant  les  formules  données  dans  le  n"  -2  de  la 
Section  deuxième,  comme  nous  en  avons  usé  dans  le  §  111  de  la  Section 
précédente. 

Ainsi,  faisant 

z  =z  — -  z^  o.  1 3i)07(>. 


ensuilt' 


r-[r", /•■>]  =o,5o5488 
/•"[r",  r'"],  :=  o,3.47'5".) 
r'''[r",  r"']3  =  0,089106 
;■"'  [r",  r"]:,  =;  o,o3543i) 
r'''[r",  r'^]i  =^  o,oi473i) 
r^'[r",  r"]s^  0,006269. 


,^,.^  (l[r".  r'- 
dr'" 


^  o,  142387 
—  o,5yt)8?.8 


2;>>_L_^ i-   =0,3l)S53l 

dr'" 

2  1-'^'— ~ -  o,?,3o4H) 

dr'" 

.j^  i-tr:  __L — ■_   ^-  o,  I?.t)0>3 

dr'" 
or" 


log.      q, 703- 108. 

i).393';839, 
î^'9499o59. 
8,5493r>47, 
8.1684840. 

:.:9*':4'4. 


9,oSl7.)x 
9,77.Si)'i)7, 
g,6oi)46a  I . 
9.3625it<3, 
9,  io(i44;i<.(. 

8.82-20I?. 
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7.  La  v;ilciir  (le  «  étanUMicore  t'xpiiiiK'c  |)iir  i  —  r- ,  elle  sera  ici 

H  =:  0,675.915, 

et  la  rdiiiHile  (les  iiu-galitcs  ducs  à  .Mars  deviendra 

"—  T'  [0,7  i5i()4  sini/>'"  —  p"  )  —  o, 943534  sin  »;/»'■'  —  p" ]  —  . . .]. 

De  sorte  qu'en  y  substituant  |)(tur  T",  masse  de  Mai's,  sa  valeur  en  se- 
eundes  o",  1  i  i  7,  on  aura 

Correction  de  Itt  longitude  de  l  (-nus  due  à  l'action  de  Murs  et  d/'pendante 
de  la  distance  héliocenlrique  de  ces  Plun/'les 

—  o",o799sin^9  —  cf  ) -1- o",  loliosiii?-  9  —  cf)+.... 

(xtle  corroelion  ne  montant  pas  même  à  une  seiomle,  on  |)ourra  Ion- 
jours  la  regai'der  eonime  nulle. 

Ji)   IV.    —    Cfilciil  des    vaiiatioiis   de    1  éiiiis  dites  à   l dctioii 
de   la    Tel  te. 

8.  On  suivra  encore  dans  ce  calcul  le  même  procédé  et  les  mêmes  for- 
mules (|ue  dans  celui  du  paragraphe  précédent,  en  changeant  seulement 
les  quantités  r" ,  p" ,  T",  relatives  à  Mars,  en  / '",  />",  T",  et  fai.sant  usage 
des  valeurs  déjà  calculées  dans  le  §  IV  de  la  Section  précédente  pour 
l'action  de  Vénus  sur  la  Terre,  d'après  les  formules  données  dans  le  n"  2 
lie  la  Section  deuxième. 

On  aura  doni- 

z-  r=  —■-  :=  o,7?,333(); 

el  lie  la  on  liouvera 

/■"[/•'",;•"']   ;=  o, 8(55.904  lo{{.     9,93 '«)( )•.),(), 

/•■•[;•^  /•"],  =  0,681373  9,833385(), 

r"{r'",  r"],=  0,3819.98  9,58i-,.6j5, 

,.,.  j^,."'^  ,..v  j^  _  o,2:i3533  9,3683480, 
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eiisuitf 


9.   Or 


/•"[r'", /•"'],  ^  0,149168  log.     9,1786751, 

;•"[;•'",  r"]i  r  ;  0,097588  8,9898743, 

/•■'[r'",  /■■'']5  =  0,064765  8,8118438, 

/'"[r'",  ;■"],:=  0,043828  8,6867227, 

/'"[/•'",  ;•"■],=  0,029019  8,4626867, 


,..  d[r"',r-] 


■■  0,860  i3o 


;  2,378254 


'■'       —    ,     — ^  =  2,166498 


1,820720 


..r-"-^l^P^^  =1,475006 

j^lV.   L        J_    _.    I       1-0062 

dr^"'  ' 

d\r'\  r"]e  ^     ^ 

,,.IVJ   L_^ J_    ^0,916176 

,„  d\r\  ;•-], 
i/'"^ — i^-^ ^  ^0,712027 

>  ;•"■  — i^-T ~  =  o,552i  iq 


log.  9,9845641, 
0,8762546, 
0,3357567, 
0,260243a, 
0,1687988. 
0,0682088, 

9'9^'9'/9"' 
9,8524965, 
9,7420826, 


71  =  I  —  ;=  =  0,584817; 


(l(Hic,  l'ii  taisant  ces  dill'erentes  sul)stitutions,  la  t'ornmlc  des  variations 
(Ini's  à  la  Terre  ilevienilra 

_j«r_^_  3^009896    sin^/»" —  />"'! -i-i8,25ooo4  sin2(^"  —  p'"  ' 

—  11,584334  sin 3 (/>"  —  />'")  —   1,687289511141/'"  ~  p" 

—  0,551945  sin 5, /?" —  /j"")  -     o,23i838  sin6;/;'   —/>"—.. .]. 
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Ainsi,  en  lUcUaiil  poiii'  T\  masse  ilc  la  Terre,  sa  valeur  en  seeondes 
o",  jfl'i  "),  (in  ani;i 

Coiifclion  df  la  longitude  de  l V'nits  due  à  l 'action  de  la  Terre  et  dépendante 
de  la  distance  héliocentrique  de  ces  Planètes 

—  4".  5?.  17  sirii  9  —  ô  )  — io",3o3o  sin3(  9  —  Ô  > 
-f-  6", 5399  sin  3 1  9  —  Ô  -+-  o", 953,5  sin  4  (  9  —  ô  j 
-i- o",3i  i()sin5  9  —  Ô  ! -I-  o",  i3o8  sin6(  9      ô)+.... 

I((.  M.  (le  Lalande  clail  JMS(|ii'ii  présent  le  seul  (|ui  eùl  clierclié  ii  dé- 
Icimincr  les  inciialites  |iéii()(li(|iies  de  Vénus;  eneore  s'élail-il  contente 
(le  calculer  ecdies  qui  d('[)en(leut  de  l'aelion  de  la  Terre,  connue  les  plus 
sensibles,  à  cause  de  la  |)roxiniilé  des  orhiles  de  ces  deux  Planètes. 

S(tn  calcul  se  trouve  parmi  les  Mémoires  de  l' Académie  des  Sciences  de 
Paris  pour  1  7()o.  et  il  donne  pour  résultat  ces  deux  termes 

—  9",tj  siir  9  —  Ô  1  —  23", o  sin  ?.(  9  —  ô  ), 

(jin  icpiindenl,  comme  on  voit,  aux  deux  premiers  termes  de  la  formule 
(pie  nous  venons  de  trouver,  mais  avec  des  coellicieuts  pres(]ue  deux  t'ois 
plus  i;rands. 

dette  dillércnce  dans  les  coelïicients  vient  de  celle  dans  les  valeurs 
ailo|)lc('S  |)iiiir  la  masse  de  la  Terre.  M.  de  Lalande  s'en  est  Wnw  il  la  va- 
leur (loniicc  oar  Ni'wlon.  Nuiiudle  est  de     ,--,=r"   en  iiarties  de  la  masse 

du  Soleil,  au  lieu  (|ue  nous  l'avons  réduite  à      .g,  .  ■  d'après  les  delermi- 

nalions  les  pins  exactes  des  parallaxes  du  Soleil  et  de  la  Lune.  {Voyez  le 
n"  ()  de  la  seconde  Partie  de  la  Théorie  des  variations  séculaires.)  Il  faudra 
donc,  pour  ci)in|)ar('r  les  deux  premieis  termes  de  noire  formule  ii  ceux 
(|ne  M.  de  Lalande  a  trouvés,  augmenter  les  eoellicients  de  ceux-là  dans 
le  lapport  de  ificjaSa  à  3(),V3Gi ,  ce  qui  les  réduira  à  ceux-ci 

—  9",  759 sin  ;  9  —  ô    —  3.2". 237  sin 2'  9  —  ô  i, 

(|ui  s'accordent,  comme  on  voit,  aux  disii'un's  de  sec(uide  près,  avec  ceux 
de  la  foruuile  de  M.  de  Lalande. 
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Mais,  outre  les  deux  termes  dont  il  s'agit,  notre  formule  en  contient 
encore  un  dont  le  coelïicient  est  assez  eonsidérable  pour  ne  pouvoir  pas 
être  négligé,  comme  >!.  de  Lalande  l'a  fait.  C'est  le  terme 

6",539ysinS(9-Ô), 

(jui  doit  influer  d'aulant  |)Ims  ilans  la  valeur  de  la  loniuili',  (|iril  est  de 
signe  contraire  aux  deux  |)remiers.  Ainsi  la  Table,  (|ue  M.  de  Lalande  a 
donnée  dans  les  Mémoires  cités  et  dans  la  Connaissance  des  Temps  de  i  -{>■>. 
pour  les  inégalités  de  Vénus  dues  à  l'action  de  la  Terre,  doit  être  recal- 
culée d'après  la  formule  (|ue  nous  venons  de  trouver. 

^   V.  —   Calcul  des   variations  de    T  émis  ducs  ii   l'action 
de  Mercure. 

11.  La  formule  du  n"  1  servira  encore  pour  Mercure,  en  y  chaiigeanl 
seulement  les  quantités  r,  p,  T  en  /-^,  p'^ \  P;  mais,  comme  cette  Planète 
est  inférieure  à  Vénus,  il  faudra  déterminer  les  valeurs  des  quantités 

par  des  formules  analogues  a  celles  du  §  III  de  la  Section  ti'oisii'Uie,  après 
y  avoir  changé  les  quantités  /■"  en  /■"'  et  r"  eu  r"".  pour  les  rapporter  au 
cas  présent. 

On  fera  donc  z  -^  — ?  et  l'on  aura  d'aboid  par  la  Table  du  ii"  i  de  la 
seconde  Partie  des  Variations  séculaires 

z  =:  o,535i(i4,     M  =  i,o7?,y8fi,     N  =  o,257(i2''); 

d'où  l'on  trouvera 

(oi  =  2,107096      iog.  o. 3236844. 
(  I  )  =  3,035496  0,4822297. 

(2)=  1,950567  0,2901609. 


V8()  THÉORIE   DES  VARIVTIONS  l'KlUOniQUES 

l3)=  1,192407       'og-  "."7<'4'44' 

(  4  )  =  0,708704  9,85o4648, 

(5)  =  o,4i38i7  9,6168083, 

(6)  =  0,3.39042  9,3784742, 


'iitiii 


,.,vj^,.iv^  r']  =  1,086081  log.  o, 0358622, 

/•"[/•'*,  /"],  =  0,606705  9,7822615, 

/"«[;•",  r"]',— 0,246589  9,3919731, 

/">[/•'%  /-"jj^  0,110767  9,0444097» 

;•"[/•■>,;•'],  =  O,o52o84  .     8,7167062, 


t;'«î    ,  \!       =  —  2,589705  log.   o,4i32.5o3, 

,,.,,.•  ilL^ — k  —  —  2,771835  0,4427674, 

2,..v»  fliÇiSlh  ^  _  ,,6385i4  ô,2i445o2, 

?■/■""     '■     \^  ^^  =  -0,961669  9,9830257, 

2/'"  '  ■       ,  '             =  —  0,557815  0,7464901, 


1  2.   Lii  vnlciir  de  //  sfra  ici 

n  =r  1 j-  =  —  1 ,554288  ; 

2' 

cl  l;i  rininulç  (les  iiicg;tlil(\s  ducs  ;i  .Mciciirc  (Icviciidrii 

—  T.'[ 0,1 36642  sin  ip^  —  p"  I  —  0,066733  sin2  /;•■  —  />"■) 
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Siil)slilii;iiil  |)(imT\  masse  de  Mercure,  sa  valeur  en  seeoudes  <>' ,  lorcS, 
on  aura  ddiic 

Conection  (h-  la  lotij^itude  de  Vénus  due  à  l'action  de  Mercure  et  dépendanle 
de  la  distance  héliocentrique  entre  ces  Planètes 

—  o", o 1 39  sin  (  9  —  ?  )  -f-  ()",  oofiS  sin a (  9  —  $    -+-.... 

Couiiiie  celte  curreclioii  esl  toujours  au-dessous  d'un  dixième  de  se- 
conde, elle  peut  ètie  réputée  nulle  dans  tous  les  cas. 


SECTION   SIXIEME 

Oi      I.  ON     DONNE     LES    VAIUATIONS     PÉniODigUES    DU    MOUVEMENT     DE     M  E  lU.  L  H  E , 
DEPENDAiNTES    DE    SES    DISTANCES    H  É  H  OC  ENTR  I  QC  ES    ACX    ACTUES    PLANÈTES. 

-Mercure,  par  sa  petitesse  et  par  sa  proximité  du  Soleil,  est  de  toutes 
les  Planètes  principales  celle  (jui  attire  le  moins  notre  attention.  .\!ais  les 
Astronomes,  occupés  à  examiner  toutes  les  parties  du  grand  édifice  du 
Système  du  monde,  et  pour  (|ni  tout  plienomène  céleste  est  également 
précieux,  mettent  la  Théorie  de  Mercure  sur  la  même  ligne  (ine  celle 
des  autres  Planètes,  et  y  attachent  même  d'autant  plus  d'importance 
(ju'elle  présente  plus  de  difficultés.  La  rareté  des  ohservatious  de  celle 
Planète,  qui  ne  peuvent  être  faites  que  dans  ses  passages  sur  le  Soleil,  et 
surtout  rinsnfïisance  de  celles  que  les  anciens  nous  ont  transmises,  ont 
r<'tenu  jus(|u'ici  la  Théorie  de  Mercure  dans  un  étal  d'imperi'eclion  (pie 
r(d)servation  du  dernier  passage  n'a  (|ue  tro|t  contiiine.  (^ette  Tlie(uie 
demande  donc  encore  les  recherches  des  Astromuues,  et  celles  (|ui  loiit 
['(dijel  de  celle  Section  p(uirronl  y  élre  utiles,  en  ollrant  le  calcul  des 
priiu'ipales  inégalités  periodi<|iies  dues  it  la  gravilaliou  univei'selle. 

t;^  I.   —   Cdlciil  (les  lutridlitiiis-  de    ]l('i'(iii(  diic.^  à  Sdliiriic. 

1.   Mercure  étant  comme  \enus  iiilerieiii- ;i  Salurue.  ou  aui'a  p(Mir  les 
vai'ialions  clierchers  une  l'ormule  soiililalde  ii  cell"  du  5;  I  de  la  Srcliou 
precedeule,  en  v  chaugeaul  seulement   les  t|uantites  /".  //\  r(dali\es  ii 
\.  *ii 


V8i  TllKOUIK    l)i:S   NMllATK^NS   PKUIO  DIQUES 

\  l'iius,  dans  les  quantités  aiialoi^iu's  /  ' ,  p"  rclalivcs  à  MiTcmv.  Coltf  toi- 

nuilf  sera  ilone 

r         I  f/fi-, '-'Il  3-i-«=       .r       .1        S+'M  +  n'/"!    . 

_  •• 3,.v2_i_! — L  +       _  ;•"[/•,/■'], sm  i>-  —p 

|„   i_;r  (/;••  H'(i— «•)  '  n'\i^n-       ;-  J 

...I  '  'A'".  ''']:  3  -H  4"'  Vf  >i   1      • 

|art(i-4n=  dr"  3«Mi-4«')      ^  J  ' 

|_3n(i-9«»!  f/'"  3/i»{i— 9»=)      ^  1  '^       '^ 

..V  «  ..«^['N '•']'    ,        3  4-i6«'  ,        o    1     •     '      . 

—  I      . ?= —  "}>  I  „        +  T-^ 7^-r  '      '■-  '      .      sill  1  I  />'  —  II' 


(l;iiis  l;i(Hi('lle 

/■'  étant  la  distance  moyenne  de  Merenre  au  Soleil,  et  /•  celle  de  Saturne 
an  S(deil. 

•2.   On  delei  iniiieia  toujours  les  {|uantités 

'•['■'"l-     '   ['•''^ '■'         d^'     "     -  rfT^'--- 

par  des  l'ornniles  seinhialtles  ii  etdles  du  n"  2  «le  la  Sectinn  Iroisièuie,  en 
V  changeant  /"  en  r'' . 

Ainsi,  en  faisant  :  =  —■>  on  aura  d'abord  par  la  Talde  du  n"  4  de  la 

seconde  Partie  de  la  Théorie  des  variations  séculaires 

z  :=  o,o4o'J7(j,      M^^i,ooo4ii,      N --  0,0?.O284, 
de  là  on  trouvera 

(0)^1,003714  log.       <).()nl(uK)<), 

(  I  )  =  o,i2?.io6  y,o8(i73(>4, 

(  2)  =;  0,006253  7,795c)9i2, 

(3)  =  0,002257  7,35353i6, 


pnsiiitf 
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;•' [r, /•']=:  0,040593  log.     8,6084480, 

i-'[r,  ;•'],  =  0,001647  7,2167936, 

r''[r,  r"];^  o,oooo4«)  5,6931140, 


fiitiii 


d\ r,  r'I  ,  ,  ,         ,-  .^ 

■ir''- — ^^Y^ — i=  0,0001(17  log.     6,22245*'3> 


dr 


„d[r,r''], 

^         dr      =0' "03299 


.")iS38tio. 


..,d[r,r']. 


dr 


0,000204  6,3oc)4i7?. 


3.  Or 

«  =  I  —   Z'  r=:  0,(^1)1827  ' 

clone,  faisant  cessulj<tilutions  ilans  la  t'oinuile  précédente,  elle  deviendia 

—  T [0,000625  sin  p"  —  p)  —  0,000094  sin2(^'  —  p  ^  — . . .]; 
de  sorte  <[u'en  mettant  pour  T  sa  valeur  en  secondes  61",  '^l~iK  on  ani:i 

Correction  de  la  longitude  de  Mercure  due  à  l'action  de  Saturne  et  dépendante 
de  la  distance  héliocenlrique  de  ces  Planètes 

—  o",o384  sin   5  —  ï)    +  o",oo58  sin2(  5  —  i)  ^  + . .  . . 

'^  W.   —  Calcul  (les   vai'Hit toits  île  Mcrriiic  ducs  à  ./itpif<-r. 

4.  On  changera  dans  la  formule  du  n"  1  les  quantités/,  p.  f,  nda- 
tives  à  Saturne,  dans  les  quantités  r',  p' ,  T  relatives  à  .lupili'r.  ••(  l'on 
suivra  du  reste  le  même  procédé. 

Faisant  donc  ;  =  — .  on  aura  par  la  Table  cilée 
r  ' 

2  =  0,074428,     M  =  i,ooi385,     N  =  0,03718s, 


.'t8i  TIIKOUIE    DES   VVKIATIONS  I»  K  K  lODIQU  ES 

l'I  (le  lii  un  li'onvcr;! 

(o)  :=  i,oi?.573       log.  (),()<)54?-63, 

(i)  =  0,225621  t),  353371)4, 

(  2  )  =  0,020948  8,321  i4?f>, 

(3)  — o,ooi3i5  7,1189588, 


tînsiiitf 


/■'[/•',;■"]  r^  0,074531  log.     8,8723395, 

/■'[/■', /'^],      o,oo555i         .  7,744383i, 

/"'[''',  ''"Ij  "   o,ooo3i  I  (1,4922547, 


l'iiliii 


" — ^rî — ^  =  0,0004 1 5  log.    6,(1179434, 


dr 


!•"         *■      , i-  O.DIIljri  0,01711)70, 

rffr',  r"}-,  ,  ,,.,-  ,. 

r"         , ^-;  0,001240  7,i)qii3i(i, 


5.   Ea  valeur  île  «  étant 

«  =  I  —  3'  :^  o,979()9'"i, 

on  trouvera  poui'  la  iornuile  des  variations  donl  il  s'at^it 

—  T' [ 0,002944  sin  p"  —  />' 1  —  o,oo()(h  3  siir>i /;•  —  p'    — •  •  •  !• 

|-]n  mellant  poiirT',  niasse  de  .lupiti'i',  sa  valeur  en  sccundes  i<)')",  '^■'j']^, 
on  ailla  elilin 

Correction  (h-  la  loiii^iludt'  de   Mi-rci/ri'  dur  à  /'dclioit  de  .1  itpilcj  i-t  d(^pf>id(inln 
de  la  distdrici'  /itdioci-n/iiijin-  de  ci'.s  l'hmètes 

—  o",569osin    ?  —  F)  H-  o',  1 184  sin2(  ?  —  ï*    +  . . .  . 
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t^   [II.  —   ('(dciil  des  variations  de  }ïcr<iirc  ducs  n  Mars. 

().  On  emploiera  toujours  les  mêmes  l'ormiiles  (|ue  dans  le  §  I,  en  y 
changeant  simplement  /,  />,  T  en  r" ,  p" ,  T",  pour  subslitner  aux  quantités 
relatives  à  Saturne  les  quantités  analogues  relatives  à  Mars;  et.  eomine 
les  valeurs  de 

'•['••']'      '■['•''] "      -rTT''       '      ■''"        dr"       '■■■ 

ont  déjà  été  calculées  dans  le  §  V  de  la  Section  Iroisiènie.  un  en  pourra 
déduire  immédiatement  celles  de 

par  les  formules  données  dans  le  n"  2  de  la  Section  deuxil'me. 
Ainsi  faisant 


z  =  —  ^  0,9,34054, 


on  aura  d'abord 


;•'[;■",  r']  =  o,2583o9  log.     9,4121381), 

i'[;-",  »•«],=  0,066171  8,8206682, 

/■'[r",  /•'']3=  0,012642  8, 1018183. 


ensuite 


,  cl\ r",  r"]                  ,.    .  ,           r,     ,   ..-    , 

j.,2  _Lj J-=  0,01-075  log.     8,2473,n)4, 

dr' 

r"— ^=— r i-=o,i3()i3b  i),i43.|3i)3, 

dr'                     ■  ■              ■    . 

,..2  _L_J 1^^0,052024  8.7162037, 

dr" 


'iS(.  TIII'OIUI:   DES  VAKIATIONS  PÉUIODIQUES 

7.   Or 

n  —  I  —  z"  ^  o.tS'^nj.'j-  ; 

(loue,  t;ii^:iiil  ces  iliUcrt'iitcs  subslilulions  d;ins  la  roniiulf  générale,  elle 
(li'\i('ii(lra 

—  T"[o,o8i6()3  sin(/>'  —  ;/'  )—  o,o3()2'>,3  sin  ?,(/>'  —  />")  —  .  .  .]; 

par  (■()iisc(iiiciil,  LMi  mettant  pour  T",  masse  de  Mars,  sa  valeur  en  se- 
rondeso",  I  I  17.  il  viendra  pour  la 

Corifclion  de  lu  loiigiliule  de  Mercure  due  à  l'action  de  Murs  et  dépeii</uiile 
de  la  distance  Itéliocentrique  de  ces  l'ianèles 

—  o",oo9i  sinf  ??  —  cT  )  -t-  ()",()()44  Sin2(  $  —  cf  )  + . . . . 

_^  I^  .  —   Cdicul  des  vdiiations  de  Met  cm  c  ducs  à  l<t  Tciic. 

.S.  (le  calcul  dépend  encore  des  mêmes  formules  que  celui  du  jiara- 
graplie  précédent,  en  changeant  seulement  les  quantités  /•",  //',  T'  eu  /  ", 
p\  T  \  et  faisant  usage  des  valeurs  déjà  calculées  dans  le  §  V  de  la  Sec- 
lion  quatrième. 

On  fera  doue,  couiuie  dans  cet  endroit, 

z  =  -77  ^  o.SSt  100, 
;■  ' 

el  l'dii  aura 

/•*[/'"',  /•']  ^-  o,4o?.96H  log.     i),(')o'j?.7o3, 

;•'[/•"',  /''],=:  0,1 5<)i 5 1  f),?,()i8o()(), 

/•«  [  /•'",  ;■'],:=  o,o465 1 8  8,(i676?,4i), 

/•'[/•'",  /'"Jj^:  0,Ol5o59.  8,I77(300(), 


■usiiite 


"  .  ,, =  0,359525  9,5557291, 
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,.vj  _L_^_ — J^  —  o,u)()5?.8  log.     9,3oooo:i8, 


f/r' 


ar" 


9.  Mais 

M  =  I  —  z'  =  0,759157  ; 

donc,  faisant  ces  substitutions  dans  la  formule  des  variations  de  Mei'curc 
elle  deviendra 

—  T'" [0,0931 34  sinp"  —  p'"  \  —  0,834493  siii  a  p^  —  p'")  — .  .  .\. 

D'où,  en  mettant  pour  T",  masse  de  la  Terre,  sa  valciif  en  secondes 
()",  564549.  on  aura 

Correction  de  la  longitude  de  Mercure  due  à  l'action  de  la  Terre  et  dépendaiile 
de  la  distance  héliocentrique  de  Mercure  à  la  Terre 

—  o",o52o  sin    $  —  ô  )  +  o  ",  47  '  i  sin  2  (  ?  —  Ô  )  +  . . .  . 

^^  V.   —    Calciii  des  vaiidtiotts  de  Mcrcitic  ducs  à  V  art  ion 
de   T  ('mis. 

10.  Les  formules  qu'on  a  employées  jus(|u'ici  serviront  encore  pour 
ce  calcul,  puisque  Mercure  est  également  inféiieur  à  Vénus.  On  changera 
donc  sim[)lcment,  dans  la  formule  du  Si  I.  les  ([uantiles  /■.  /;.  T  en  r",  //'. 
T"',  et  l'on  partira  des  valeurs  dcja  calculées  dans  le  si  \  de  la  Secliori 
cinquième,  pour  avoir  celles  de 


•omuie  ou  en  a  usé  ci-dessus. 
On  fera  ainsi 


zz=  —  --  o,535it)4. 


i8S  THÉOiUE  DES    \MU  VTIONS   PEIU  ()  DIQIES 

l'I  l'un  li'i)ii\ri':i  (riilionl 

,.v|^,.,v   ,.>j       o,5«i?.:îi  log.     <),7ti434<)o, 

,.1  j^j.iv^  ,.v-j^  _  o,33,4i5':*  y, 5107483. 

/•>[/•■*,»•'].,      o,i3uil)5  (),  i?.o45i)i), 

/•*[/■"■,  r*]3- 0,039278  iS,77?.8i)(i'"), 

/■'[/''\  !■''], r^  0,09.7873  8,44'~>i;t'^"' 

a ;•'- _L_^^ — 1=0,523454  log.     9,34<)i88?., 

,,.vî  _i_^! — i- -;  0,83^07»)  (),()■.>!  727b, 

„  rffr", /-"Ij           ,•        '/  u    ' 

2 /•"      '•    , ^    o,(il2r)j4  «), 707^201), 

^„  dlr'",  /■"la          2  ,•     -  ■         .-           / 

2#-'=  — !^T ^  ^^  o,3qboi)j  9,^97791)4, 

ar^                    "      '  .... 

,  d\r'\  /•'],              ,       ,.  .,u..      - 

2|.'!__t — — J-  :=  0,242'-7n  1),  )S:)i95o, 

ai"  •           • 


■tisiiilc 


11.   Or 

re  =:  I  —  z'  zTT.  o,6o85o2  ; 

(loue  la  fnrmulp  des  variations  dont  il  s'aj^it  deviendra 

—  ï"[  -t-  1, 339359 sini/^'  —  p'"  I  —  2,7oG()69.sin2 1/^"  —  />" 

—  0,237901  sin3(/)'  —  p'"}  —...]. 

Di-  sorte  (ju'en  siiljstitiiaiil  pour  T".  masse  de  Vénus,  sa  valeur  en  se- 
condes o",  73980)2,  on  aura 

Correction  de  la  longitude  de  Mercure  due  à  l'arlion  de  f  ('■nus  el  dé/undunle 
de  la  dislance  hêliocenlrique  entre  ces  l'Iant-tes 

—  ()",f)«)iosin   $—9,-1-  2",oo26sin2!  ?  —  9    -♦-  o",  1760  sin3  ?  —  9    -1-  ... . 
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12.  Les  inégalités  de  Mercure  dont  nous  venons  de  donner  le  caleul 
sont,  comme  l'on  voit,  trop  petites  pour  (|u'on  y  puisse  avoir  égard  dans 
l'état  d'imperfection  où  les  Tables  de  celte  Planète  se  trouvent  encore. 
Mais  ce  calcul  était  nécessaire  pour  s'assurer  de  la  vi-riiaMc  v;ilfui-  <le  ces 
inégalités,  et  il  sert  d'ailleurs  à  compléter  la  Théorie  (|ue  nous  nous 
sommes  engagé  de  donnei'  sur  les  variations  périodiques  des  Planètes 
dépendantes  uniquement  de  leurs  dislances  liéliocentri(|ues. 


Dans  plusieurs  passages  du  Mémoire  qui  précède.  Lagrange  laisse  entrevoir  le  projet  qu'il 
axait  formé  de  compléter  son  travail  par  le  calcul  des  inégalités  périodiques  des  Planètes,  qui 
déjiendent  des  excentricités  et  des  inclinaisons.  L'illustre  Auteur  n  a  pas  donné  suite  à  ce  projet, 
et  il  en  fait  comprendre  la  raison  dans  la  seconde  des  deux  Notes  suivantes  qu'il  a  publiées  dans 
le  Recueil  de  l'.Académie  de  Berlin,  et  que  nous  croyons  devoir  reproduire  ici. 

Xnie  de  l'Eiliteiir.  ] 


AVERTISSEMENT  DE  M  DE  LAGRANGE  SUR  LN  MÉMOIRE 
DE  M.  DU  VAL  LE  ROI. 


(  Nouveaux  Méiunires  de  V Académie  myalc  des  Sciences  et  Bellr\-l. étires 
de  Berlin,  année  1787.] 


Ce  Mémcflre  doit  être  regardé  comme  un  Supplément  à  ceux  que  j'ai  donnés 
en  1782  et  1784,  et  (|ui  contiennent  l'application  de  la  Théorie  des  rariatioiis 
séculaires  et  périodiques  aux  anciennes  Planètes  principales.  J'avais  entrepris 
depuis  d'étendre  cette  application  à  la  nouvelle  Planète  découverte  par  M.  Iler- 
schel;  mais,  pendant  que  je  m'occupais  de  ce  travail,  M.  du  Val  le  Roi  me  fil 
l'honneur  de  m'(;nvoyer  celui  qu'il  venait  de  faire  sur  le  même  objet;  et  je  vis 
avec  plaisir  que  son  Ouvrage  remplissait  le  but  que  je  m'étais  proposé  et  ren- 
dait le  mien  inutile.  C'est  par  cette  raison  que  je  prends  la  liberté  de  le  pré- 
senter à  l'Académie;  je  désire  qu'elle»  le  trouve  assez  intéressant  pour  mériter 
d'avoir  place  dans  le  Recueil  qu'elle  publie. 
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A\  i;in  issi;mi:nt  slu  un  skc.om)  MÉ.MOïKii  dI'  m.  du  val  lu  hoi. 


(NiHivrtiii.v  Mriiio/irs  t/r  /'.Icntlciii/r  rnrole  (1rs  Srieiin's  i-l  Hctlcs-l.vtli 
(le  Bvrtiii,  années  1792  el  1793.) 


Dans  la  premic're  Partie  de  la  Théorie  des  variations  périodiques  des  Pla- 
nètes, imprimée  dans  le  volume  de  1783,  je  me  suis  conlonlé  de  donner  le  dé- 
veloppemeiUde  mes  formules  gént'rales  pour  les  variations  indépendantes  des 
excentricités  et  des  inclinaisons;  et  dans  la  seconde  Partie,  imprimée  dans  le 
volume  de  1784,  j'en  ai  l'ait  l'applicatio'n  aux  six  anciennes  Planètes  principales. 
La  découverte  d'une  septième  Planète  exigeait  une  Addition  à  ce  travail,  ainsi 
i|irà  celui  sur  les  équations  séculaires.  Cet  objet  se  trouve  rempli  dans  le  Mé- 
moire de  M.  du  Val  le  Hoi  imprimé  dans  le  volume  de  1787.  Dans  le  suivant, 
le  même  Auteiu-  donne  d'abord  un  développement  complet  de  mes  formules 
pour  les  variations  périodi(|ues,  el  il  en  fait  ensuite;  l'application  à  la  nouvelle 
Planète;  de  sorte  que  ce  Mémoire  contient  en  même  temps  une  Addition  à  son 
premier  Mémoire  et  un  Supplément  à  mon  Mémoire  de  1784;  c'est  à  ce  double 
litre  que  je  l'offre  à  r\cad(''mie,  el  que  je  désire  qu'il  puisse  aussi  avoii'  place 
dans  son  Hecueil. 
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DES  ÉQUATIONS   DU   MOUVEMENT   DES  PLANÈTES. 


(  Nouveaux  Mémoires  de  l'Jcadéinic  royale  des  Sciences  et  Belles-Lettres 
de  Berlin,  année  1783.) 


La  détermination  du  mouvement  des  Planètes  est  non-seulement  le 
Problème  le  plus  grand  par  son  objet,  mais  encore  celui  auquel  le  calcul 
s'applique  avec  le  plus  de  succès;  parce  que  les  Planètes  sont  si  éloignées 
les  unes  des  autres  qu'on  peut  taire  abstraction  de  leurs  (jualilés  physi- 
ques, et  ne  les  regarder  que  comme  des  points  qui  s'attirent  dans  la  simple 
raison  du  carre  inverse  de  la  distance. 

Newton,  auteur  de  ce  Problème,  l'a  résolu  couiplétemeni  pour  le  cas 
où  l'on  ne  considère  que  l'attraction  de  deux  Planètes;  il  a  trouvé  (|u'elles 
décrivent  alors  l'une  autour  de  l'autre  une  ellipse  dont  les  aires  sont  pro- 
portionnelles au  temps.  La  masse  du  Soleil  est  si  grande  relativemenl  à 
celle  des  Planètes  principales,  (|ue  l'attraction  muluelle  de  celles-ci  ne 
peut  avoir  qu'un  effet  très-petit  en  comparaison  de  celui  de  l'action  du 
Soleil.  Aussi  le  mouvement  de  ces  Planètes  autour  du  Soleil  est-il  sensi- 
blement le  même  que  si  elles  n'éprouvaieni  (juc  l'attraction  de  cet  astre. 
Mais  la  comparaiscui  des  observatious  anciennes  avec  les  modciiics.  cl 


'»9'.  ItKCTlFlCATlON  l)i:S  MKIIlOllKS  l'OlK  L'INTEGRATION 
surtout  la  précision  qu'on  a  mise  dans  les  (Icrniôros  ont  tait  apercevoir 
dans  ce  mouvement  des  inégalités  qu'il  est  naturel  de  rapporter  aux  al- 
traotions  parlicuiitM'es  des  Planètes;  el  la  détermination  de  ces  inégalités 
est  devenue  dans  ces  derniers  temps  rolijel  priiici|)al  des  recherches  des 
(jéoml'lies. 

Si  le  Prnlili'iiir  (le  (leux  corps  (|ui  s'attirent  en  laison  inverse  du  carré 
de  la  dislance  est  susceptihle  d'une  solution  rigoureuse,  celui  de  trois 
corps  (|ui  s'attirent  de  la  même  manière  s'y  refuse  entièrement.  .Mais  les 
orhiles  des  Planètes  sont  non-seulement  ;»  très-peu  près  eUipli(|ues.  elles 
approchent  encoTe  heaucoup  de  la  ligure  circulaire;  et  celte  circcuistatuc 
fournil  le  moyen  de  les  calculer  par  a(iproximation  ;  caria  supposition 
(le  l'orhite  circulaire  el  du  mouvement  unil'oinie  donne  les  pi'cmiers 
termes  des  séries,  et  les  suivants  se  déduisent  successivement  les  uns  des 
autres,  en  employant  à  chaque  correction  les  valeurs  trouvées  par  les 
corrections  précédentes. 

(Cependant  il  se  rencontre,  dans  l'application  de  celle  méthode  aux 
Planètes,  une  diiliculté  (jui  peut  en  rendre  l'usage  inexact;  c'est  (ju'elle 
introduit  dans  l'expression  du  rayon  vecteur  de  l'orhite  des  termes  (|ui 
ne  renlèrmenl  pas  seulement  des  sinus  ou  cosinus  de  l'angle  parcouru, 
on  de  l'angle  pioportionnel  au  temps,  mais  encore  des  puissances  entières 
de  ees  angles.  Or,  si  ces  termes  devaient  entrer  dans  la  valeur  du  rayon 
vecteur,  il  s'ensuivrait  que  ce  rayon  serait  susceptihle  d'augmenter  à 
l'infini,  ce  <|ui  étant  contraire  aux  ohservalions  jetteiait  des  doutes  sur 
la  Théorie  de  la  gravitation.  D'ailleurs  le  même  inconvénient  a  lieu  dans 
des  cas  plus  simples  que  celui  de  l'orhite  des  Planètes,  et  dans  lesquels 
on  peut  démontrer  rigoureusement  que  la  valeur  de  la  quantité  cherchée 
est  resserrée  entre  des  limites.  Cette  expression  du  rayon  vecteur  est 
donc  fautiv(  eu  général,  et  ne  pouiTait  servir  tout  au  plus  que  pour  un 
iern|is  plus  (in  moins  long,  au  hout  duquel  les  termes  qui  renferment  des 
arcs  d(,'  cercle  seraient  encore  a.ssez  petits  pour  que  la  série  ne  cessât  pas 
d'élre  convergente. 

La  iliiricullé  dont  il  s'agit  se  présente  aussi  dans  la  Théorie  de  la  Lune; 
mais  les  Géonif'tres.  (|ui  ont  travaillé  les  premiers  après  .Newton  à  celle 
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Théorie,  reconnurent  d'abord  qu'elle  ne  venait  que  du  mouvement  de 
l'apogée  de  cette  Planète,  et  parvinrent  facilement,  d'après  cette  consi- 
dération, à  se  débarrasser  des  arcs  de  cercle  par  le  secours  de  la  méthode 
des  coelRcients  indéterminés. 

Dans  la  Théorie  des  Planètes  principales,  les  arcs  de  cercle  du  rayon 
vecteur  dérivent  encore  de  la  même  cause,  c'est-a-dirc  des  mouvements 
de  leurs  aphélies;  mais  ces  mouvements  n'étant  pas  uniformes,  comme 
celui  de  l'apogée  de  la  Lune,  sont  bien  plus  ditliciles  à  déterminer,  sur- 
tout parce  qu'ils  se  trouvent  combinés  avec  la  variation  des  excentricités, 
et  qu'il  y  a  entre  tous  ces  éléments  une  dépendance  mutuelle 'qui  em- 
pêche qu'on  ne  puisse  les  calculer  séparément  pour  chaque  Planète.  Feu 
M.  Euler,  dans  la  Pièce  de  174^  '^i"'  ^'^  Théorie  de  Jupiter  et  de  Saturne,  a 
regardé  les  arcs  de  cercle  qu'il  avait  trouvés  dans  le  rayon  de  l'orbite  de 
Saturne  comme  dus  à  une  équation  séculaire;  dans  celle  de  \-^^o.  sur  le 
même  sujet,  mais  qui  n'a  paru  qu'en  1769,  ayant  eu  égard  à  la  fois  aux 
mouvements  des  aphélies  de  Saturne  et  de  Jupiter,  il  n"a  plus  rencontre 
d'arcs  de  cercle,  mais  l'analyse  par  laquelle  il  cherche  à  déterminer  ces 
mouvements  est  néanmoins  incomplète  et  insuffisante. 

Lorsque  je  travaillais  en  1765  à  la  Théorie  des  satellites  de  Jupiter,  je 
fus  arrêté  par  la  même  dilRcullé:  et  j'imaginai,  pour  la  résoudre,  une 
méthode  particulière  d'intégrer  par  approximation  les  equaliiins  ditic- 
rentielles,  laquelle  me  donna  directement  les  rayons  vecteurs  des  orbites 
sans  arcs  de  cercle.  Je  découvris  ainsi  les  vraies  lois  du  mouveuieni  des 
aphélies  et  des  variations  des  excentricités,  pour  un  inniiiM.'  tjiifliduque 
de  Planètes  qui  agissent  les  unes  sur  les  autres;  et  je  trouvai  de  la  même 
manière  celles  du  mouvement  des  nœuds  et  des  variations  des  incli- 
naisons. J'en  fis  ensuite  l'appiicaliDn  à  Jupilei'  cl  a  Siilurne.  Kniin  je 
cherchai  a  déterminer  directement  les  variations  de  ces  éléments;  et  j'ai 
rempli  cet  objet  dans  toute  son  étendue  dans  la  Théorie  des  rariafions 
séculaires  des  éléments  des  Planètes,  que  je  viens  de  diiniier. 

Cependant,  comme  la  méthode  ordinaire  d'ajjproximation  a  lavaulage 
de  la  simplicité  et  de  la  facilite  du  calcul  dans  la  recherche  des  inégalités 
|)ériodi(|ues-des  PJanl'Ies.  il  était  a  désirer  i|u"on  piil  I;!  d. ■livrer  de  l'iii- 
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coiivénii'iU  (le  donner  des  mes  de  eerele  dans  les  intégiides  (jiii  ne  doivent 
point  en  avoir,  ou  du  u)oins  ([u'on  trouvât  moyen  de  eliasser  les  termes 
(jui  contiendraienl  ces  ares,  et  de  les  l'aire  servir  ii  la  détermination  des 
variations  séculaires  des  éléments  de  l'orhile. 

M.  de  La|)laee  s'est  occupé  de  cet  ohjet,  et  il  a  donne  dans  les  Mcmoires 
(le  r Académie  des  Sciences  de  /'(iris  une  méthode  ini^énicuse  pour  taire 
disparaître,  par  la  variation  des  constantes  arliilraires,  les  arcs  de  cercle 
i|ui  |>araissent  dans  les  intéi;rales  approchées  des  é(|ualions  dill'éren- 
tii'llcs,  et  (|ui  ne  se  trouvent  puint  dans  ces  é(iuations.  Mais  cette  mé- 
thode est  l'ondée  sui'  une  mélaphysi(|ue  (|ui  ne  me  parait  |)as  porter  dans 
resi>ril  toute  la  salislaclion  (pi'on  pourrait  désirer;  et  elle  se  trouve 
d'ailleurs  eu  dclaut  lors(iuedaus  rinlc^rale  une  des  constantes  arliiU'aires 
multiplie  l'arc  sous  les  sii;nes  de  sinus,  de  cosiiuis  ou  d'exponenlielles; 
ce  (pii  est  le  cas  des  é(|ualions  du  mouvement  des  Planètes,  considérées 
(laii^  tdutc  leur  généralité. 

J'ai  reciuMui  iH'aumoius  qu'on  pouvait  toujours  éliminer  rigoureuse- 
ment les  arcs  de  cercle  des  éciuations  dont  il  s'agit,  en  l'aisanl  varier  les 
constantes  arhitraires  suivant  les  principes  (|ue  j'ai  employés  dans  la 
T/iéorie  des  intégra/es /xirticaliéres;  et,  comme  la  méthode  (jue  j'ai  trouvée 
pour  ce  Probli'ine  peut  s'étendre  à  d'autres  questions  du  même  genre  ol 
servir,  en  général,  ii  l'avancement  do  l'Analyse,  j'ai  cru  devoir  la  déve- 
lopper à  part  et  indépendamment  de  son  ap|)licatii)n  aux  orhites  des  IMa- 
nèles.  C'est  à  quoi  est  destiné  ce  Mémoire. 

1  .  Soit  |ii(ipi>see  une  e(|Uatii)U  diUerentielle  d'un  (irdre  (pielc(Ui(|iie  // 
eiilie  deu\  variaMes  vel  r.  dans  la(|Uelle  la  variahie  ,r,  dont  la  dill'érencc 
est  constante,  n'entrt'  point  sous  une  l'oriiie  algéhiiipie  ;  el  supposons 
que  son  intégrale  compU'tc  soit 

r  =;  \  -+■-  V.Z-  -+-  Zjc'  -+-  Vx'  -I-  .  .  . , 

X,  ^  ,  Z étant  des  rouclions  de  .r  en  sinus,  cosinus  el  c\|)(Uienti(dles, 

el  de  //  constantes  arhitraires  «.  b,  c,...:  en  sorte  qm-  les  dillerences  de 
ces  l'ouctions  rehitivement  à  .r  ne  conlieuneul  jamais  cette  Variahie  sous 
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une  forme  algébrique,  soit  d'ailleurs  que  celte  intégrale  soit  rigoureuse, 
ou  seulement  approchée,  pourvu  que  dans  ce  dernier  cas  elle  satisfasse 
à  l'équation  différentielle,  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  réduire  en  série 
ses  fonctions  transcendantes. 

Différentiant  successivement  n  fois  cette  intégrale,  on  ;iiir;i 

dy       ld\   _   ^.\       (d\  .  (dZ      ,,., 

</=r      [d'\  dY  \        ■(/=¥        ,dZ       ^,.\ 


Et  ces  valeurs  de  v,  -i-î---»  -r=-  satisferont  à  rétiualiiui  ditVcifiitielle, 
dx  dx"  ' 

quelles  que  soient  d'ailleurs  celles  des  constantes  arbitraires  a,  h.  c 


2.  Or,  comme  cette  équation  ne  contient  point  .i- siais  une  forme  al- 
gébrique, il  faudra  que  dans  la  substitution  des  valeurs  précédentes,  les 
termes  qui  se  trouveront  multipliés  par  les  différentes  puissances  de  a- 
disparaissent  d'eux-mêmes;  donc  aussi  les  premiers  termes  de  ces  va- 
leurs, lesquels  ne  sont  point  multipliés  par  x  et  ne  contiennent  point  .r 
sous  une  forme  algébrique,  devront  satisfaire  seuls  à  la  même  équation. 

Donc  elle  sera  satisfaite  par  ces  valeurs 


dr 

d\ 

dx 

dx 

d' r 

f/'X 

d\' 

dx'- 

~  dx' 

-+-  a 

dx 

iL, 

Kl  comme  les  quantités  o,  h,  c,...  qui  entrent  dansées  valeins  demeurent 
indéterminées,  elles  pourront  y  être  supposées  constantes  ou  variables  à 
volonté.  En  les  supposant  constantes,  les  valeurs  dont  il  s'agit  ne  peuvent 

subsister  ensemlile .  [)uis(iue  celle  de  -~  n'est  [Miiiit  la  ditieieiititllf  de 

celle  de  V,  el  ainsi  (le>  autres;  mais  en  rendant  le^  mêmes  (|uantites  </. 
V.  b3 
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h,  c,...  variables,  on  pont  satisfaire  à  ces  eondilions;  et  il  ne  s'agira  que 
(le  faire  en  sorte  (|iie  la  dill'érentieile  de  la  valeur  de  v,  en  y  faisant  tout 

variei'.  soit  e^iale  à  la  valeur  de  '-^dx,  (lue  la  dilTérenlielle  de  la  valeur 

de  -j-i  en  faisant  tout  varier,  soit  émile  à  la  valeur  de   ,  -dx,  et  ainsi  de 
ax  ^  dx' 

siiilc  jus<|u';i  la  dilVérentiidle  de  -,— r;»  qui  devra  être  égale  à  la  valeur 

■    </">•,  .    ,  .  ,  ... 

i\e-p-jdx\  ee  (|ui  donnera  n  e(|ualions  de  eondituin,  (|ui  serviront  |)ar 

consé»|uent  à  déterminer  les  n  arbitraires  a,  b,  c,...  devenues  variables. 
Alors  j^X  sera  également  l'intégrale  de  ré(|ualion  dilférenlielle  pro- 
posée. 

3.   Les  é(|ualions  de  condition  seront  doue 

ay  z=  -j—  dx  -\ T-  da  H — .^^  db  4- .  .  . 

dx  da  db 


(g-)"- 


.dr       d'\  ,        f/Y   ,  d'\     ,         d'\     ,,  d\    ,        d\  ,, 

a  ~  ^=z  -=-—  dx  ■+-  -,--  dx  -+-   , — r--  da  +   ; — rr  db-h  .  .  .-h  ^—  da  +  -rj-  db  +  . . . 
dx        dx'  dx  dx  da  dx  db  da  db 

(d'\         d\  \    , 

=  \-d^^^d^-^''^^)'^^' 

et  ainsi  de  suite. 

KHaeaiit   les  ternies  qui   se   détruisent  dans  ces  e(|uations.  elles  dc- 
viciiiiciil 

d\   ,        d\   „  ^  , 

-r-  da  -h  ~j,   db  -h. .  .  =  \ dx, 
aa  db 

I  d'\        dY\    ,        I  d'\         d\\   ,,  [d\  \    , 

[dF-da^dâ)''''-^[d^db^db)''''^--=[d^^'^j''''' 

et  ainsi  de  suite. 

ï.   Kn  eonsideraiit  la  forme  des  é(jualions  précédentes  el  leur  dériva- 
lion  de  l'intégrale 

X—\-i-\x-+-  Zx'  ■+  \x'  +. .  ., 
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on  verra  que  pour  les  trouver  il  suilit  :  i"  d'égaler  la  diUérenlielle  de  l'in- 
tégrale, prise  en  faisant  varier  seulement  les  eoustantes  arhilraiies  a, 
h,...,  à  la  difî'ércntielie  de  la  même  intégrale,  prise  en  ne  faisant  varier 
que  l'are  do  cerele  x\  2"  de  dilléreutier  suceessivement  cette  équation 
n  —  I  fois  en  faisant  varier  oc  partout  et  regardant  a,  h, . ..  comme  con- 
stantes; 3"  d'effacer  partout  les  termes  multipliés  par  l'arc  de  cercle  x  et 
ses  puissances. 


Ainsi  l'on  aura  d'abord 


\  da 

d\ 

X  -f- 

dL 

= 

(X  + 

aZx 

-h3V.r= 

-f- 

ensuite 

/(/\       d\  dl  ,    ,. 

da  -k-      -75 — I — Ti-  X  -\ — rr  ^'  -+- .  .  .     do 


dh        db  dh 

.)dx. 


/  d'X  d'Y  d'L  \    ,         f  d'\  d'\  dZ  \    „ 

\dx  da         d.cda         dd  j  \dc  db         dxdli         dh  j 


,P\       ,dZ  \ 

dx^  d.i-  I 


et  ainsi  de  suite  jusqu'à  la  n       i'""""  différentielle. 

EtTaçant  donc  partout  les  termes  multipliés  par  .t .  l'intégrale  se  ré- 
duira à  j-~-  X;  et  l'on  aura,  poni'  la  déteiruination  des  //  (|nantilés  a,  h, 
c....,  les  é(|uations  du  pi'cinier  ordit' 


-r—  fin  +  -7-  dl>  -t-  .  .  .=  \  dx, 
du  (lu 

ld\ 


(  d'X        d\\  fd'X        d\\    „  ....  „,    , 

\dxtlti       (Kl  J  \(tx(lb       dh  J  \d.i  J 

f  d'X  d'\         dl\   .        f  d'\  (l'\  dT\  ,,  {d'\        ,ri      ,.,,\   , 

\dx-(lti         dxda         diij  \(lx-db         dx  db         db  I  \dx-  (Ix  ! 

et  ainsi  de  suite,  le  nombre  de  ces  é(|uatious  étant  égal  ii  l'exposant  de 
l'ordre  de  ré(iuatiou  diUérenlielle. 
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Lorsque  oellt'  équalion  n'est  que  du  premier  ordre,  il  suiïira  doue  de 
n'avoir  égard  dans  l'intéi^rale  (|u'au  ternie  (jui  contient  la  |)remière  puis- 
sance de  l'arc  ar.  puis(inc  la  prcniii're  é(|uatiou  de  condition  ne  dépend 
(|ue  des  quantités  X  et  Y;  lorstinc  ré(|uatiou  dill'éicntielle  sera  du  second 
ttrdre,  il  faudra  avoir  égard  de  plus  dans  l'intégrale  au  terme  multiplie 
par.r-,  puis(|ue  la  seconde  é(|ualion  de  condition  dépend  aussi  de  la  (|uan- 
lile  Z:  et  ainsi  de  suite. 

5.  Selon  M.  de  Laplace  [Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris, 
I  777,  page  387  j,  les  équations  de  condition  seraient  simplement 

-^  (la  -¥-   -fj-   (II)  -i-  .  .  ..=:\  (Ix, 

(la  (In 

d'\     ,  d'\     ,,  dY    , 

'/«  +  :rrjr  db-h. .  .= -r- dx. 


dx  da  dx  db  '  '  '       dx 

d'X    ^j^         (P\    j^  —'IH.  fi-c 

dx'da  dx'db  '"         dx' 


Diiuc  sa  mclliodc  ne  doniic  des  r(''sultats  exacts  (lUe  lors(|ue  ces  é(|ualions 
se  IriiMvent  avdir  lieu  en  même  temps  (|ue  celU's-ci 

d\   ,         d\   „  „  , 

aa  -+-  -TV-  db  -\- .  .  ■=^  f.Ldx, 


da  dh 

l_d'\_       dZ\    ,        f  d'Y     ,    dl 
\  dx  da       da 


(^-^''-('i-v),.. 


t).  La  mélli()de(|ue  nous  venons  d'exixjser  peu!  s'appliipier  égalemeul 
a  plusieurs  é(|uations  didérentielles  du  même  genre  entre  plusieurs  va- 
riables X,  y,  z,....  Les  valeurs  complètes  de  j',  :,...  l'ournironl  aiois 
chacune  autant  d'équations  de  condition  entre  les  diiïéiculcs  constantes 

arbitraires  a,  h,  c devenues  variables,  qu'il  y  aura  d'unités  dans  l't-xpo- 

saul  de  la  plus  haute  dillérence  de  chacune  de  ces  vai'iables  dans  les 
é(juarnuis  difTérentielles  proposées.  De  s(ule  (|uc  le  nombre  des  é(|ua- 
lioiis  de  condition  égalera  toujours  cfdui  des  (|uanlilcs  a,  h,  c, .... 
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Il  est  visible  aussi  que  ces  équations  seront  toutes  (lidéreulielles  du 
premier  ordre;  par  conséquent  leur  intégration  entraînera  de  nouveau 
un  pareil  nombre  de  constantes  arbitraires,  de  manière  (|ue  les  intégrales 
trouvées  seront  toujours  complètes  après  l'évanouissement  des  arcs  de 
cercle  et  la  substitution  des  nouvelles  valeurs  de  a,  b,  c, 

Toute  la  difliculté  consistera  donc  à  déterminer  ces  valeurs  par  l'inté- 
gration des  équations  de  condition;  mais  dans  plusieurs  cas,  et  surtout 
lorsqu'on  ne  demande  que  des  intégrales  approchées,  cette  intégration 
dépendra  des  méthodes  connues. 

Au  reste,  quoique  de  cette  manière  les  arcs  de  cercle  disparaissent 
d'abord,  ils  pourront  néanmoins  reparaître  dans  les  nouvelles  valeurs  de 

a,  è,  c,...;  et  cela  arrivera  même  nécessairement  toutes  les  fois  que,  par 
la  nature  des  équations  diUérentielles,  ces  arcs  devront  se  trouver  dans 
les  intégrales. 

7.  Enfin,  pour  le  succès  de  l'élimination  des  arcs  de  cercle,  on  doit 
éviter  le  cas  où  l'une  des  constantes  arbitraires  se  trouverait  jointe  à  la 
variable  .r  dans  les  fonctions  algébriques  de  l'intégrale;  cette  forme  de 
l'intégrale  est  toujours  possible  puisque,  la  variable  x  des  fonctions  al- 
gébriques disparaissant  dans  l'équation  dilTérentielle.  la  constante  qui  y 
serait  jointe  disparaîtrait  aussi  d'elle-même;  mais  en  rappliquant  la  mé- 
thode que  nous  venons  de  donner,  on  trouverait  une  intégrale  de  la  même 
forme.  En  elTet  soit 

y^\!  -\-  \'\  X  -f-  a  ;  +  Z';  X  -I-  a)'  -t-.  .  . 

l'intégrale  trouvée,  a  étant  une  des  constantes  arbitraires,  et  les  autres 

b,  c,...  étant  renfermées  dans  les  fonctions  X  ,  Y', — 
Par  la  règle  du  n"  4.  on  aui'a  d'abord  l'eiiuation 

\f'^'       '/V'  ,      dZ'  ^^  1  ,, 

[\'-hiZ'(x  +  ai  +  ...]da+^-j^  +  -^'X  +  a)-i--j^  x-^aV-h...  |  ,//>-+-..  . 

■-=  [Y'-i-  iZ'  X  -I-  a'  -H. .  .]  clx, 

ensuite  les  (lilférentielles  de  celli'S-ci  en  faisant  vaiier  .r  seule,  etc. 
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Or  il  t'sl  visible  (|u'un  satisfera  a  toutes  ees  é(|ualions,  en  général ,  en 

l'ai  sa  ni 

(la  =  dx,     db  =^o,     de  —  o,. . ., 

ce  qui  donnera 

a  =  \ -h  X,     ei     /',  c, ...  constantes; 

et  ces  valeurs  suljsliluées  dans 

j=:X'-l- Y'a  +  ZV-H... 

it'prodniront  la  nn'me  expression  de  v  trouvée  d'ahord. 

8.  Les  éijuations  ditrerenlielles  des  monvenienls  des  Planètes,  dans  le 
svsliMne  de  la  gravitation,  sont  du  geiu'e  de  celles  dont  nous  venons  de 
traiter;  ainsi,  par  la  variation  des  constantes  arbitraires  de  leurs  inté- 
grales, on  pourra  faire  disparaître  de  ces  intégrales  les  arcs  do  cercle 
(|ne  la  méthode  ordinaire  d'approximation  \  introduira.  Or  ces  con- 
stantes arbitraires  ne  sont,  connue  on  sait,  que  les  éléments  des  orbites 
eHipti(|ues;  par  conséquent  on  aura  de  cette  manière  la  variation  de  ces 
éléments.  Pour  mettre  dans  ce  calcul  toute  l'exactitude  nécessaire,  il 
faudra  faire  varier  à  la  fois  toutes  les  constantes  arbitraires  dont  le 
nombre  est  double  de  celui  des  é(iuations  dillérentielles  primitives, 
puis(|ue  celles-ci  sont  toutes  du  second  ordre;  et  comme  dans  les  ex|tres- 
sions  des  coordonnées  par  le  temps,  la  variable  (jui  cx|)rime  le  temps  se 
li'ouve  multipliée  sous  les  signes  de  sinus  cl  cosinus  par  un  coellicieni 
<|ui  dépend  de  la  dislance  moyenne,  il  faudra  par  conséquent  faire  varier 
aussi  ce  coeiricient  eu  faisant  varier  la  distance  moyenne;  ce  n'est  (]ue  de 
(•(■Ile  manière  (|n'on  pourra,  par  reliminalion  des  arcs  d(!  cercle,  bien 
déterminer  les  variations  séculaires  de  la  distance  moyenne,  et  s'assurer 
qn'idles  doivent  être  nulles,  comme  nous  l'avons  trouvé  par  des  prin- 
(•i|)es  directs  et  rigoureux.  Nous  nous  bornerons  ici  ii  a|)pli(|ucr  la  mé- 
tliudc  précédenli'  à  (|mdqnes  autres  é(|uations. 
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9.   Soit  proposée  l'équation  ditrércntiellt' 

d-f       I    rfr'  i         dr-  .    , 

dx'        y  dx'       (  I  -I-  ir  i  dx'  •'  •' 

dans  laquelle  /est  un  coetficient  fort  petit. 

En  eliereliant  à  l'intégrer  par  approximation  suivant  les  mélliodes  or- 
dinaires, on  rejettera  d'abord  les  termes  affectés  de  /,  et  l'on  aura 

d'^y        i  dy-  

dx^       y  dx''         ' 

dont  l'intégrale  complète  est 

y=^  ae'", 

a  et  è  étant  deux  constantes  arbitraires. 

On  fera  maintenant 

r=;  ae'"  -\-  iy', 

et,  substituant,  on  aura  après  la  division  par  i  une  equalion  du  uiénie 
ordre  en  j',  pour  laquelle  il  suffira  de  trouver  une  valeur  satisfaisante 
de  cette  variable,  puisque  l'expression  de  y  contient  déjà  les  deux  con- 
stantes arbitraires  a  et  b. 

En  négligeant  de  nouveau  les  termes  affectés  de  i  on  liouvera 

y'  =  à-e'''"  —  «ê*'x-. 

Faisant  ensuite 

y' T=à'e^'  —  aé'x"  -H  iy'\ 

et  opérant  de  la  même  manière,  on  trouvera 

aef"  x'' 


y"  =  a'e""  —  ■}.a'e^'"x-  -\- 

et  ainsi  de  suite. 

On  aura  donc  pour  la  valeur  de  j  la  série 


huiuelle  contient,  comme  on  voit,  l'arc  de  cercle  .t   (|ui  ne  se  linuve 
point  dans  l'équation  dilférenlielle. 
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10.  Poui-  le  liiin'  (lisj)araitr<'  s'il  est  possible,  on  reinar<|iu'ra  d'ahoid 
(|ue,  ré(iiiatioii  (lill'i.'i('iitit'llf  n'étant  (|ui'  du  sriond  ordre,  il  sullit  d'avoir 
egai'd.  dans  l'intoiiiaU-,  aux  termes  ijui  contiennent  .r  et  .r-.  I£t.  eoinpa- 
rant  celle  (|u'on  vient  <le  trouver  avec  la  l'oimule  i>énerale  du  n"  I,  ou 
aura 

X  =  ae*'  -(-  ia-e"'"  ■+-  i'a'e^'  -h  . .  .,     Y  =  o,     Z  =  —  /' a <;*'  —  2 Oà'e^'  —  ■  ■  -, 
(l'on  l'on  tire  '3    ces  deux  é(|uations  de  condition  en  a  et  b 

yt'"  ~  t.iae"-'"  -\-  '5ra'e''"-\-...da  ^   a  x  é" -\- ■?.  i  a- x  e-*" -'r  Zi'a^xe''"+...)(lb  :=  o, 

(ef"  +  ^iaé''"  +  <^i^ a' e^' -^ . .  .)bda  + \axe'"-¥  ^ia' x e^*" -\- ^^i' a? x e'^'  + .  .  .)b(lh 
-I-  ae'" -\-  ■}.ià'e^ -\-  Zi^a'e^' -\- . .  .)db  =  —  i(iae^-+-  a/'a'e»''-*-...)  dx. 

I.a  première  se  réduit  à 

'/«  -t-  axdb  =  o, 

et  la  seconde  devient  pai'  là 

ae*'  -H  ti  ci'e^'  -I-  3/'«"e'*'  +  .  .  .   r/i  =  —  7.11  ae'" -h  zia'e''"  -h.  .  .]dx, 

lai|uelle  donne  i-videmnieut 

db  =  —  ii  dx, 

d'où  l'on  ti?e.  en  intégrant, 

6  =r  B  —  7.1  X. 

Substituant  dans  la  premii-re  vaieni'  de  dh,  ou  aura 

da  , 

—  -^  ■?.!  X  dx. 
a 

el  de  là 

a  =;  A  e'  •■  ' , 

A  el  B  élaul  les  deux  nouvelles  constantes  arbitiaires. 
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L'intéatralf  sans  arcs  de  ceirle  sera  done 

savoir,  en  iMellaiil  puiir  a  et  h  les  valeurs  (|n'oii  vient  de  liouver. 

y=  AeB'-"'+  iA'e'''-'-"''+  /'A'e^"' "  ""' + 

lîn  ellet  l'intégrale  exifcle  de  l;i  proposée  est 
_       Ae»—"' 

On  voit  donc  que,  si  B  a  une  valeur  négative  et  /  une  valeur  positive 

<  -1  la  valeur  de  v  sera  toujours  positive  et  <    _  .    >  tant  (|ne  x  sera 

positive,  quoi(|ue  la  première  intégrale  avec  des  arcs  de  cercle  eût  pu 
d'al)oi'(l  faire'croire  que  cette  valeur  ne  sciait  [idinl  reuieruiée  dans  des 
ijornes. 

11.  Lorsque  l'équatiofi  différentielle  contient  elle-niéuie  des  arcs  de 
cercle,  il  semble  que  l'intégrale  devrait  en  contenir  nécessairement;  il 
y  a  cependant  des  cas  où  cette  conclusion  serait  fausse;  ainsi  il  est  im- 
portant d'avoir  aussi  un  moyen  pour  les  faire  disparaître  des  intégrales 
de  ces  sortes  d'équations  différentielles. 

Il  est  évident  que,  si  l'on  a  une  e(|ualioii  dilférentielle  d'un  ordre 
quelconque  n  entre  v  et  .r,  dans  l;i(|uellc  .r  entre  sdu.»^  la  forme  algé- 
brique. (Ml  pourra  toujours  en  di'diiire  une  écpiarKui  de  l'ordre  /( -I- i . 
qui  ne  contiendra  aucune  fonction  algébri(|ue  de  .r;  car  il  n'y  aura  qu'à 
éliminer  l'.r  de  ces  fonctions,  par  le  moyen  de  la  proposée  et  de  sa  diffé- 
rentielle. Il  n'v  aura  donc  (pi'ii  regarder  cette  éiiualioii  de  l'ordre  «  +  i 
comuH'  l'equatiiin  doniicc.  cl  :ippli(|uci  à  son  inlcgralc  la  méthode  ex- 
posée. 

Mais,  sans  cherclici'  celte  nouvelle  e(iualinii,  il  miIHim  de  considérer 
(|ue,  dans  la  dilférenlielle  de  l'equalion  proposée,  les  Jonctions  algébri- 
(|ues  de  .r  ne  peuvent  venir  (|ue  d<'s  lonctiiuis  de  la  même  esptM'e  »|ni  se 
trouvent  dans  \,\  proposée;  car  ou  suppose  toiij(iiii>  ipie  riiitegrale  iic 

V.  tJ4 
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lonlit'iil  pdiiil  (le  fonctions  transcendantes  de  x  qui  puissent  en  donnei' 
(l'alj^éhritjues  par  la  dillerenliation  (  1  ;  or,  si  la  proposée  contenait  de 
pareilles  fonctions,  elles  devraient  aussi  se  rencontrer  dans  l'intégrale. 
Ainsi,  en  éliminant  Wr  des  fonctions  alij;éltri(|ues  ii  l'aide  de  l'écjuation 
propctsée  et  de  sa  dilféi'entielle,  on  aura  le  niénie  résultat  (|ue  si  dans  ces 
foiKiioiis  il  y  avait  x -\- h  à  la  |)lace  de  ,r,  h  elaiil  nue  constanle  (piel- 
<()n(|ue.  D'où  il  s'ensni4  (|ue,  si  dans  l'é(|uation  ditl'érentielle  donnée  de 
l'ordre  n  on  cliange  l'.r  des  fonctions  aigéhri(|ues  en  x  -\-  h,  on  aura  une 
é(|iiation  (|ui  sera  i'iutégi'ale  complète  de  celle  de  l'ordie  n  +  i  sans  y 
l'omtions  ali^ébricpies,  h  étant  la  constante  arbitraire.  La  valeur  coni- 
pll'te  de  >'.  (|ui  satisfera  à  la  pro[)osée  apiès  la  substitution  dont  il  s'ai^it, 
sera  donc  aussi  l'intégrale  Unie  et  eompléle  de  celle  (|ui  n'aurait  contenu 
aucune  fonction  algébrique  do  .r,  les  constantes  arbitraires  étant  A,  «. 

h,  c Ainsi  le  Problème  rentre  dans  celui  (|ne  nous  avons  résolu. 

Il  est  clair  au  reste  (|u'ou  ani'ait  égaleinenl  l'intégi'ale  conipli'le  dont 
il  s'agit  en  substituant  immédiatement  .»■  +  h  à  la  place  de  x  dans  les 
fonctions  algébri(|nes  de  l'iiilégrale  de  la  proposée;  mais  on  tomberait 
aloi's  dans  le  cas  don!  nous  avons  parle  dans  le  n"  7,  cl  (|u'il  l'aul  éviter. 


12.  Lois  donc  (|ue  l'ar'c  r  entrera  dans  l'é(|ualiou  dillerentielle  de  .r 
il  y.  et  qu'on  voudra  éliminer  cet  arc  de  l'expression  complèl(!  de^,  il 
l'audia  counnemer  par  substituer  dans  les  fonctions  algébriques  de  x  dé 
re(|uatioii  ditférenlielle  x -\- h  an  lieu  di'  r,  h  étant  une  constante  arbi- 
traire; ensuite  ou  eu  chcrciicia  l'intégrale  ii  l'ordinaire^  ayant  soin  de 
faire  en  sorte  (jue  la  constante  //,  entre  aussi  dans  les  fonctions  transcen- 
dantes qui  multiplient  les  puissances  de  x\  on  opérera  enlin  sur  cette 
intégrale  par  la  règle  du  n"  i,  en  faisant  varier  toutes  les  constantes  ar- 
bitraiies  A,  a,  h,  c,...  v\  supposant  que  ré(|uatiou  <lil1érentielle  qui  y 
répond  soit  d'un  oïdie  plus  élevé  d'une  uuilé  que  la  pi'oposée. 

Si  l'on  avait  deux  ou  plusieurs  é(|uations  dillérentielles  en  x,y,  z 

Iesf|uelles  coulinsseut  aussi  l'arc  x  sous  la  lorme  algébri(|ue,  on  substi- 
tuerait paieilleineiil  r  4-  h  il  la  place  de  j-  dans  les  fonctions  algebri(|nes, 
et  l'un  tiaiteiait  les  inleiirales  par  la  uieine  ruelliode,  en  supposant  seu- 
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It-meiit  qu'une  des  équations  dili'érentielles  soil  d'un  ordre  plus  clt-vc 
d'une  unité  qu'elle  n'est  sous  la  Corme  donnée.  (]:ir  il  est  visihl»'  {|u"om 
pourrait  toujours  éliminer  des  équations  proposées  les'f'oin  lions  ;dgé- 
hiiques  de  a;  par  le  moyen  de  la  dillerentielle  d'une  (|uel('on([ue  de  ces 
équations,  et  que  l'élimination  aura  lieu  également,  en  y  cliangeant  x 
en  X  -i-  h. 

Cette  méthode  sera  utile  dans  la  Théorie  des  Planètes  pour  déterminer 
les  variations  de  leurs  éléments  en  ayant  égard  à  l'action  d'un  milieu  peu 
résistant. 

13.  Poui' en  montrer  l'usage  par  un  cxcniple  tri's-simpic,  soient  les 
deux  é(]uations 

dy  dz 

-r-  =    I  +  ?. ?ar )  2,      -,-=  —  (  I  -i-  f.ix  ]  y, 
dx  tl.r 

dont  on  sait  que  les  intégrales  exactes  et  complètes  sont  de  la  l'orme 

y  =  A  sin  (  X  -(-  i.r-  -\-  a  ',      z  ^  A  ces  :  x  -+-  ix-  ■+-  a  . 

Si  on  les  intègre  ])ar  approximation,  en  regardant  /  comme  un  cdclli- 
cient  très-petit,  et  négligeant  d'abord  les  termes  afl'ectés  de  /.  on  trou- 
vera que  les  intégrales  contiendront  des  puissances  de  r.  Pour  pouvoir 
donc  faire  disparaître  ces  fonctions  algébriques,  on  commencera  par 
substituer  ,r  +  ^  au  lieu  de  .r,  et  faisant,  pour  abiéger, 

I  -I-  ■?.  ih  —  m, 
on  aura  ces  transformées 

dy  dz 

~~  =  inz  -(-  ■?.i.vz,         ,     ^    -    m  y  -+-  ■?.ixy. 
dx  dx 

V.n  intégrant  d'aboi'd  c(dles-ci 

dy  dz 

dx  dx 

on  trcuive 

y  ^=  u  sin  ni X  -\-  h  cos  III X,     z  ■:    ii  ro^mx  —  h  s\imii  x. 

64. 
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Fais;iiil  t'iisiiilc 

}':    a  si  II /M  JT  -+-  b  coswi.r  +  />',     s  ~  acosmx  —  fcsinw.r  ■+-  iz', 

(III  lioiivci'a.  ;m\  <|ii;mlilt's  dt"  l'onln'  de  «près, 

y' :^  x'a  cosni.f       lis\\>iiix\     z' =^  —  x'I  asinm.r -h  h  cosmx), 

•■t  itinsi  lie  suite. 

Pour  éliminer  de  cescxprcssiuiis  de  j  et  r-  les  arcs  r,  on  l'era  varier  les 
trois  tonslantes  a,  h,  h,  en  regardant  l'une  des  deux  é(|ualions  dilléren- 
tielles  comme  du  second  ordre.  On  aura  doue  d'altord  pour  re\|)ression 
de  V,  comparée  avec  celle  du  n"  4, 

\  -    rt  sin/)i/»- -4- /*  fO'i/H.r.     Y  =  o,     Z  ==  /  r/ fos/H.r  —  6  sinm.r-  , 

fl,  supposant  ré(|uatioii  eu  v  du  second  ordre,  on  aura,  par  les  i'ormules 
du  même  numéro,  ces  deux  équations  de  con<lition,  dans  les(|uelles' 
dm  ^  2  /  dh , 

si  11  mx  (la  -+-  coani.r  il  h  +  r>  i  x  a  cofimx  --■  h  sin/H.t'  \  dh  t=   o, 

m  cos m xda  —  m  siii  m xdh  -  7. imx {a  sin m x  ■+-  b  cos m x)(J/i 
-t-  t>/(«  cosm.r  —  b  s'mmxi  dit  =  ?.  j(«cos»ia-  —  b  siii  w^)  <lx. 

Kiisuilc  rexpression  de  --  comparée  avec  la  même  formule  du  u"  i 
(lnmiera 

X  .—  «  cos»i.r  —  b  sinm.r,     Y  :=  o,     Z  =r  —  lia  sin  w.î-  +  b  cosmx  , 

d'iiii  l'on  lire  l'<-(|u:iti(iii  dr  coiidilioii 

(•os«i.ï  cla  —  sin'wj-  db  —  ■}.ix\a  siuma:  +  b  cosiiix ,  dit  =;  o. 

(iette  éipialiuii  (((iiipHiéc  ;i  la  seconde  des  deux  |)rece(leiites  la  réduit,  à 
y.iia  cosnix  —  b  siii//rr   dit  =  7.i( a  coainx  —  hsintiix!  dx. 


il  II  :rzz  dx. 


DES  ÉQUATIONS  DU  MOUVEMENT  DES  PLANÈTES.        5()<» 
Et  la  même  t'-qualioii  ('■laiil  ajoutée  à  la  première,  ou  rctraucliée  apri's 
les  avoir  multipliées  respeeliveuuMit  par  suimx,  cosma-,  ou  réciprociiic- 
uient,  il  vieudra  ces  deux-ci 

(la  —  7. ixb  dh  =  o,     dli  -h  2 ixa  <lh  —  o. 

Donc,  en  intéerant,  on  aura 

A  =  H-+-.T,     «  =  Bsin(/ar' -!-(3),     6  =  B  cos(  «\r' +  (3), 

H,  B,  j3  étant  des  constantes  arbitraires. 

Ces  valeurs  étant  substituées  dans  les  expressions  de  y  et  ;  sans  arcs 
de  cercle,  savoir 

j  =  asin[^i  +  a//i).r]  +  6  cos[(i  -I-  ■?.ili)x'\, 
z  =  acos[(i  +  2(7().r]  —  6  sln[(i  -t-  iih)x'\, 

les  transforment  en  celles-ci 

j=  B  cos[(i  -I-  ii\\)x  ■+-  ix-  —  (3],      z  —  —  B  sin[',i  -+-  2/11  ix  -\-  ix'  —  ^\ 

11  V  a  ici  une  constante  arbitraire  de  plus  (ju'il  ne  faut:  poui'  la  déter- 
miner, il  sulFit  de  substituer  ces  valeurs  de  j  et  ;  dans  une  des  deux 
équations  diiï'érentielles.  Cette  substitution  donnera 

I  -I-  2  i  H  -)-  Q-ix  ^=  I  -+■  lix; 

donc 

Il  =  o. 

Par  conséquent  les  vraies  valeurs  seront 

j—  B  cos(x  -f-  ix''  —  (3),     3  =  —  Bsini.r  -*-  /^=  —  j3  :, 

les([uelles  s'accordent  avec  les  integiales  exactes  données  ci-dessus,  en 

faisant 

|{  =  A,     |3  =  9o<'  — a. 

On  pourrait  être  surpris  que  des  intégrales  sim|)UMnent  approchées  aient 
donné  des  intégrales  rigoureuses  par  l'élimination  des  arcs  de  cercle;  la 
raison  en  est  (|u'en  continnaul  l'appi'oximalion.  on  n'aurait  Inuivc  (|uc 
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ili's  IfiiiH's  miiltiplics  pai-j;',  x" (|ui  n'auraiont  par  cnnséquoiil  rien 

ajiuilf  aux  rt'snilats  précérlents  '  V  . 

li.  Non-sciilcmciil  on  pcnl.  par  la  variation  des  constantes  arhi- 
Iraires.  faire  disparaître  Tare  dans  les  t'onclions  algéliri(iues  de  l'inte- 
lïrale.  eoninie  on  vient  de  le  voir;  on  penl  aussi  par  ce  moyen  sul)slituer 
au  même  aie  une  (juantité  quelconque  à  vcdonlé;  pour  C(da  il  n'v  a  qu'à 
donner  aux  prin(i|ies  de  la  melliode  précédente  toute  l'étendue  dont  ils 
sont  susc(q)lil)les. 

Soit  une  é(|ualion  dillerentielle  entre  les  variables  v  et  x,  dont  l'une  x 
ne  s'v  tronvi'  point  sons  la  l'orme  ali(él)ri(|ue;  et  soit 

U  =  o 

son  intégrale  complète  et  tinie  on  seulement  d'un  oidre  intérieur  de 
n  unités  à  celui  de  l'équation  dillérentiidle,  en  sorte  ipie  le  nombre  des 
constantes  arbitraires  a,  h,  c,...  soit  aussi  n;  enfin  supposons  <|ue  cette 
intégrale  ne  contienne  .i  que  sous  la  l'orme  algél)ri(|ue,  et  sous  celle  de 
sinus,  cosinus  et  exponentielles,  de  manii-re  (jue  |)ar  rapport  à  ces  l'onc- 
tions  transcendantes  elle  soit  assujettie  aux  mêmes  conditions  que  la  l'or- 
miile  du  u"  1  . 

On  sait  (jue  l'équation  dillerentielle  dont  U  =  o  est  l'intégrale  coinr 
pli-te  ne  peut  être  autre  chose  (|ue  le  résultat  de  l'élimination  des  n  eon- 
slanles  arbitraires  a,  h,  c,...  |)ar  le  moyen  des  n  +  i  é(|uations 

U  =  o,     f/U  =  o,     rf'U  =  o,...,     il"\}=zo. 

Or,  puisipie  les  fonctions  algél)ri(|ues  de  x  qui  entrent  dans  IJ  et  dans  ses 
ditiéicuces  ne  se  ti'ouvent  plus  dans  ré(]uation  dillerenticdle,  (dies  doi- 
vent disparaître  d'elles-mêmes  dans  cette  élimination.  Par  consé<juent 
elles  disparaîtront  aussi  si  l'on  y  met  x^-'i  à  la  place  de  x,  ^  étant  une 
(|uantité  quidcoiupu-.  Donc  l'intégrale  U=o  satisfera  également  à  l'é- 
quation dillerentielle  proposée,  en  augmentant  la  variable  x  des  fonc- 
tions algébriques  de  cette  intégrale  d'une  (piantité  indéterminée  é, 
pourvu  (|ue  les  équations  r/U  ^=o,  d^lj  ^  o,...,  f/"U  =  <>  subsistent  aussi 
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en  y  faisant  la  même  substitution.  Or  c'est  ce  (|u'on  peut  uljlcuii'  |);it  hi 
variation  des  n  constantes  arbitraires  «,  b,  c, 

15.  Dénotons,  en  général,  par  la  caractéristique  o  lesditlérences  prises 
en  faisant  varier  seulement  ces  constantes  ainsi  que  l'indéterminée  i, 
tandis  que  la  caractéristique  ordinaire  ^représentera  les  ditlerences  re- 
latives aux  variables  y  et  x.  11  est  clair  que  l'équation 


après  la  substitution  de  a* -(- ç  à  la  place  de  a- dans  les  t'onclions  ali>é- 
briques,  donnera  par  une  ditlérentiation  complète 

rfU-i-  (3U  =  o. 

Or.  puisque  par  l'hypothèse  les  fonctions  transcendantes  de  x  qui  se 
trouvent  dans  U  ne  peuvent  donner  de  fonctions  algébriques  dans  la  dit- 
férentiation,  il  s'ensuit  qu'on  doit  avoir  le  même  résultat,  soit  qudii  Mih- 
stitue  d'abord,  dans  les  fonctions  algébriques  de  x  qui  entrent  dans  L . 
a- -h  2  à  la  place  de  x,  et  qu'on  ditlerentie  ensuite  par  rapport  à  .r  et  v. 
soit  qu'on  différentie  d'abord  par  rapport  à  ces  variables,  et  (|u'on  sub- 
stitue, dans  la  différence  d\],  x+'i\\  la  place  des  .r  algébriiiues.  Dune 
il  faudra  que  l'équation  précédente 

f/U  -I-  dU  =  o 

se  réduise  à  celle-ci 

f/U  ^^  o, 

et  [»ar  (■onsc(|uciil  (|Ui'  l'on  ail  en  nièine  temps 

oU  =  o. 

De  même  la  dillcn'iitialioii  riiiii|ilctc  de  i'c(|iKititUi 

f/U  =  o 

donnera  celle-ci 

</r/U -t-ô</U  =  o, 
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lH(|iit'llt'  (lfvr;i  se  réduire  ii 

ili'  sdilr  (]iril  faiuli'ii  (|iif  l'on  ;iit  en  même  temps 

Kii  cDiitiiunuit  ce  raisoiiiiemeiil  pour  les  ditrerences  des  ordi'es  suivauls 
juscprau  ri"'""^,  on  Imuvera  de  la  même  manière  les  é«|ualions 

or/=Ur=o,     o</^U  =  o, ...,     or/"  'U^o. 

()i  on  sait  par  la  Théorie  des  variations  i\KW  o  cW  est  la  mèn)e  chose 
(|tie  r/oU,  que  of/'L  est  la  même  elH)se  (pie  rf'rîU,  et  ainsi  de  suite,  puis- 
i[ue  les  faraeléristiijues  d  et  5  se  rapportent  a  des  variables  indépen- 
dantes entre  elles. 

Donc  les  écjuations  de  condition  pour  que  l'inléi^rale  U  =o  satisfasse 

encore  ii   l'écpiation   dillérentielle   |)roposée,   après  la  substitution   de 

.r-4-|  à  la  place  de  .r  dans  les  l'onctions  alii;ébriqnes  de  cette  intégrale, 

seront 

oU^o,     doV  =  n,     d'èV^o,...,     d"-'6V^o; 

et  comme  le  nond)i'e  de  ces  e(|ualions  est  //,  et  par  consé(juent  éi;al  ii  ce- 
lui des  constantes  arbitraires  a,  b.  c,...  devenues  maintenant  variables, 
on  y  pourra  satisfaire  par  la  détermination  de  ces  variables;  et  la  (|uan- 
tité  I  demeurera  par  conséquent  indéterminée,  et  pourra  être  supposée 

tout  ce  (|u'oil  vniidra. 
16.   Kn  supposant 

comme  dans  le  n"  4.  et  faisant  api'ès  tontes  les  dillereriliations 


on  aura  les  mêmes  résultiUs  (pie  dans  ce  numéro 
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et  que  if  ne  coiiticniie  (]ue  des  sinus  et  cosinus.  Van-  de  cercle  .r  dispa- 
raîtra toujours,  (juelle  (|ue  soit  la  fonction  i;  et  l'introduction  de  cette 
indéterminée  |)oiin;i  (|iii'l(|uerois  facililcr  riiitéi;ialiuii  des  f(|uati(iiis  en 
a,  h,  c,  . . . . 

17.  Il  est  visilde  au  reste  que  cette  méthode  s'a|)|)li(|ue,  en  général,  à 
autant  d'équations  intégrales  qu'on  voudra;  chacune  de  ces  é()uations 
telle  que  L"  -  o  donnera,  a[>ii's  la  suhslilution  de  i  —  :  à  la  place  de  .r 
ilans   les   fonctions   algél)ri(|ues.    les   e(|uati(ins   de   condition  fîL=  o, 

d^V  =  o Il  continuant  les  différentialions  de  5U  ius(|u'a  ce  que  les 

plus  hautes  différences  des  autres  vai-iahles  v.  :, . .  .  y  soient  iPun  m-dre 
immédiatement  inférieur  à  celui  (huit  elles  sont  dans  les  é(iualions  diffé- 
rentielles. Le  nomhre  de  ces  équations  sera  ainsi  égal  à  celui  de  toutes 
les  constantes  ai-hitraires.  et  la  ([uantite  :  demeurera  tmijours  iiulelei- 
minée. 

Kntin,  si  les  e(|uations  dillerentielles  cdiitenaieiit  aussi  a* sous  la  forme 
algébrique,  on  prouverait  également  par-  les  principes  exposés  dans  le 
n"  11  qu'il  n'y  aurait  qu'à  substituer  a—/?  au  lieu  de  r  dans  les  fonc- 
tions algélii'iques  de  ces  é(|uatiuns.  en  regardant  une  des  intégrales 
ciunme  due  ;i  une  e(|iiatioii  ditfei'entielle  irou  oiilre  plus  élevé  d'une 
unité  que  n'est  celle  (|ui  repond  directement  a  celte  intégrale,  et  faire 
varier  ensuite  la  c(uislaute  h  en  même  temps  (|ue  les  autres  constantes 
ai-hitraires  iiitriulnilcs  |)ai-  les  iulegraliMiis. 

18.  Nous  avons  siippnse  iuM|u'ici  ipie  les  funclious  Iransceudanles 
de  J~  dans  les  intégrales  sont  telles  (|ue  leurs  dilférentielles  ne  contien- 
nent jamais  celle  variable  sous  la  forme  algebri(|ue;  c'est  ce  ipii  a  tmi- 
jcMiis  lieu  lors(jne  ces  fiiuelions  ne  i-enferment  (\\\r  des  sinus.  de,s  cosinus 
cl  des  exponentielles  d'arcs  pnqjorlionncis  ;i  .i".  .Mais,  si  la  variable  .i"  se 
Irouvait  sous  ces  mêmes  signes  élevée  à  d'autres  puissances  (|ue  la  pre- 
mii'l'e,  ou  si  des  logarithmes  de  cette  \aii;ihlr  cutiaieiil  aussi  dans  lis 
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rnnclioiis  «Idiil  il  s';igil.  il  l'sl  clair  (|ii('  la  inciin-  vaiiahlf  se  Iroiiwrail 
SDiis  la  loriiic  aliit-hriquc  dans  les  tlidV'rt'nrH'ilcs  de  ces  Idiiclioiis;  par 
iMiii.s('(|iii'iil  1111  ht'  juMiiiail  |)liis  siip|nist'i',  cil  gciicral,  cdiniiic  iKiiis  l'avons 
l'ail,  (|iic  les  valeurs  des  ditrereiitielles  smil  les  mêmes,  sdil  (|iic  la  siilisli- 
liilidii  de  j-  -h  £  an  lien  de  .r  dans  les  fonctions  ali;éiiri(|ues  se  l'asse  avant 
ou  après  la  dillcrcnlialion.  Il  laiidrail  donc  alors  avoir  égard  dans  l'aiia- 
Ivse  du  II"  15  il  la  dill'erence  de  ces  valeurs;  ce  (|ui  ne  sera  pas  dillicile 
d'après  les  principes  que  nous  avons  exposés. 


SUR    UNE 
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D'INTERPOLATION. 


SUR  UNE 


MÉTHODE  PARTICULIÈRE  D'APPROXIMATION 


D'INTERPOLATION. 


[Nouveaux  Mémoires  de  V Aradèniie  nnnlc  îles  Sciences  et  Belles-Lettres 
rie  Berlin,  aniu'c  1783.) 


L()rs(|ut'  rincDiiiiiK'  ([u'oii  chciclic  ol  doiincc  p;ir  une  ('(iiiMlidii  (l'une 
forme  délormincc.  on  peut  toujours  hi  trouver,  soit  rii^oureuscmcnt,  soi! 
par  ditïï'rfntt's  mi'lliodfs  d'approxini;ition.  .Mais  il  |)out  arriver  (|ue  la 
roi'uie  de  re(|Uation  soit  elle-nièuie  iudéteiMuinee;  eu  ce  ea.s  aucune  des 
méthodes  eoumies  ue  peut  servir;  c'est  pour(|uoi  je  me  (latte  ([ue  les 
Géomètres  me  sauront  (|uel(|ue  gre  de  leur  eu  eommuniiiiUM  une  t|ui  a 
l'avantaiie  de  pouvoir  èlic  prati(|uee,  uou-seuleiueul  eu  eniplovaul  des 
opérations  anaivliiiues.  mais  aussi  ii  l'aide  de  simples  o[(erations  nu'ca- 
ni(|ues,  et  (|ui  reulerme  d'ailleuis  une  méthode  d'inteipolation  applicahle 
à  un  grand  nonihre  «le  (lueslious. 

I.  Soit 'i  .r  une  l'ouctiou  inconnue  de  .r,  pour  la  deleruiinalion  de 
la(|uclle  on  ait  une  équation  (|uoleoiu|ue  entre  o{x)  et  çiiX ;,  eu  sup|io- 
saiit  X  (h)nnée  en  x  d'une  manière  (|ueleon(pu\  On  suppose  (|ue  poui-  une 
valeur  donnée  de.r  ou  ('(MUiaisse  celle  de  '^  .r  1,  et  r(Ui  demande  la  \  a  leur 
de  (f{x ]  eorrespoudaiile  ;i  nue  aiilrc  valeur  dcuMiee  (!<■   v. 
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2.   Soit 

(III  ;iiir;i  (loue  iiiir  r(|u;ili()ii  l'iilrc  ,r  cl  X.  cl  une  iiiilrc  ciiti'c  i  cl  N  ;  cl  l'on 
^)ourrii  rcprcsciilcr  ces  eciiiiitioiis  par  deux  coiirhcs,  dans  l'iMw  (Icstjucllcs 
■rscia  l'abscisse,  X  l'ordonnée,  et  dans  l'antre  v  sera  l'ahscisse  et  Y  l'or- 
donnée. 

.'i.    Si  l'on  lail  X        r,  il  csl  clair  (|n"on  anra  anssi  Y  -=  y;  alors  re(|na- 
lion  entre  œ  el  X  se  changera  en  une  é(|uation  en  a-  seul,  par  la(|uelle  on 
déterminera  x;  el  de  inènu'  ré(|uati()n  entre  v  et  Y  se  réduira  eu  uneé(|ua- 
lioii  en  >'  seul,  la(|iicllc  serviia  ii  déleriuiucr  j)'.  Nous  dcuolerons  pai' «  * 
cl  ,3  les  valcui's  de  x  el  y  trouvées  par  ces  deux  ecjualious. 

4.  Si  la  rclalion  cuire  ./cl  X.  au  lieu  d'élrc  donnée  |)ar  une  é(|uati((n 
algél)rii|uc ,  clait  siiuplcmcnl  rcprcsi'ulcc  jiar'  une  courhc  (l(Uil  ./cl  X 
t'nsscut  les  deux  ((Hudouuccs,  ahus,  pdiir  avoir  la  valeur  de  c/.,  il  faudra 
clierehei'  uu'cani(|iu'uicnl  le  poinl  de  la  courlie  doul  l'aliseisse  el  l'or- 
donnée seront  cigales.  (Jn  trouvera  de  uicuic  la  valeur  de  ,'5  dans  la  conrlie 
dont/  et  Y  seront  les  coordonnées. 

.î.  Itouc,  puis(|iu'  .r  ry  donne  y-ij'i;.  il  s'cusuil  (|uc  j?  =  î< -4- ç  !  eu 
supposant  ;  une  (piantitc  assez  pclile    diinnera 

_)•=(3-^y£^-o£•'-t-.  . .  ; 

i-l.  prenant  ç  assez  petite  poui'  (|ue  ;'-.  'P .  .  .  .  puissent  être  uéi^ligecs,  on 
aura  siuiplcnu'nt 

Ainsi,  pour 

JT  =  a  -(-  H, 
lin  aura 

en  supposant  =  si  petite  (pic  les  puissances  :-,  ^^...  puissent  cire  censées 
nulles,  en  ci^ard  an  dc^ré  de  piécision  aiiipud  on  vcul  poiler  le  calcul. 
Mais  il  faudra  dclcnuiiici' le  lucHiiicul  y:   el    |)i)ur  cela  il  esl   lu-ccssaire 
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(le  supposer  connue  une  valeur  de  r  correspondante  a  une  valeui-  (|iiel- 
eonque  donnée  de  r.  Voici  donc  coninienl  on  parviendr;i  ii  crilc  dtictnii- 
nalion. 

6.   Soient  a  cl  h  les  valeurs  connues  et  données  de  .r  d  ».  en  suilc  (|Uf 

.r  ^  a 
donne 

y  =  b. 

Qu'on  cherche  hi  valeur  de  X  répondante  à  x  =  a.  cl  (pi'nn  la  désigne 

par  A;  qu'on  fasse  ensuite 

^  =  A 

et  qu'on  cherche  la  valeur  correspondante  de  X.  laquelle  soit  A':  (|u'on 
fasse  de  nouveau 

et  qu'on  désigne  par  A"  la  valeur  correspondante  de  X;  <|u'(ni  c(uitinuf 
k  faire 

a:  =  A" , 

et  ainsi  de  suite. 

Qu'on  fasse  les  mêmes  opérations  par  rapport  à  v  et  Y;  c'est-à-dire 
que  j'  ^=  h  donne 

(lu'ensuite  )- --  H  donne 

(lue  de  plus  v  =  B  donne 

Y       B". 

et  ainsi  de  suite. 

On  aura  de  cette  manière  deux  suites  correspond:!  m  les 

a.  A,  A',  A".  A'" 

6.   B,  B,  B\   B" 

telles  t|ue.  si  x  est  supposé  é-jal  a  un  teime  (iueleou(|ue  de  la  preinii-re. 
le  teirue  correspondant  de  la  secondi-  scia  la  valeur  emi es|„ind;inle  de  v. 
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7.   Or  je  tcmiii(|iK'  (|iit',  si  les  Icrines  de  la  série 

a.  A,    V,  A',  A",... 

n|)|)itKliciii  |)('ii  il  |Kii  (le  l'égalité,  ils  doivent  approcher  en  niéiiie  temps 
lie  la  (|iiaiitite  y.  Iroiivee  ei-dessus  ('ir,  ear,  piiis(Hie  «  est  la  valeur  de  a- 
ipii  icikI  X  -.( .  il  s'ciisuil  (|ii('  si  par  exemple  \  —v  on  aura  aussi  .\"~  c<, 
pai'  eonse(|nenl  A  =.\'  et  vice  versa. 

Kt  eomme,  lorsque  .r=:  X=a,  on  a  aussi  v=Y  =  /5,  il  s'ensuit  encore 
(|iir  le>  Ici  mes  de  la  séi'ic 

//,  B,  ir,  H  .... 

appruclicroiil  ;iussi  en  incmc  temps  de  l'egalite  cl  de  la  (pianlile /5. 

1-Ji   poiissaul   donc   les  deux  servies  assez^  loin  poin'  (|u"on  parxienneii 
des  leruies  A      ,  H    '   peu  dillcrcnls  de  c/.  cl  de  [j,  on  poin-ra  supposeï'  (5  ) 

A"-  —  a-\-  c,      B'"-  =z  j3  -I-  y ;. 

De  l;i  un  ania 

i        \  "    -  y..      W    -  (3  -h  y  i  A'"  ■  —  X   ; 

(rmi  l'on  lire 

'         A'"-  —  a 
\iusi  i°<iii  ('(inriailra  la  valeur  dn  coellicicnl  y. 

S.    Si  la  seiie 

n.    V.   A'.   A'..  .  . 

■  ■tait  diveiiiiMitc,  al(us  (die  sei'ail  converi^entc  de  l'autre  colc;  il  faudrait 
dune  coulinner  cette  série  en  sens  ((uitraire  suivant  la  même  loi.  c'esl-ii- 
dire  eu  suite  (|ue  clia(|iu'  terme  soil  une  lunction  de  c(dui  (pii  le  pn-cc- 
deia  a  i;aut  lie,  |(dle  (|m'  X  l'esl  dr  r. 

Ainsi  l'on  fera  dans  ce  cas 

\  ^  u, 

et  l'on  clierchei "i  la  valeur  de  t   i\\\\  en  resiille  cl  (|u'imi  ooiinncra  ti  :  on 

lera  ensuite 

X  -  «', 
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et  l'on  cherchera  lu  valeur  résultante  de  a\  qu'on  noriinicra  a",  et  ainsi 
de  suite.  On  fera  de  même 

Y  =  6,    r  =  b', 

ensuite 

Y  =  6',    r=b\ 

et  ainsi  du  resif. 

On  aura  ainsi  les  deux  séries 

a,  a',  a",  a'", . .  . , 

qui  seront  convergentes  vers  les  quantités  a  et  ^,  et  serviront  par  consé- 
quent à  déterminer  la  valeur  de  ■/,  en  faisant 

a""-  —  X  -hl     el     h'"-  =  |5  -+-  yi  : 
d'où 

'        a"'  ••  —  a 

9.  Au  reste,  lorsque  les  relations  entre  x  et  X,  et  entre  y  et  Y,  sont 
données  algéhriquement,  on  pourra  trouver  les  valeurs  arithméti(|nes 
des  termes  des  séries  proposées  aussi  exactement  (ju'on  voudra  pai'  les 
rèa;les  connues.  Mais,  si  ces  relations  ne  sont  représentées  ((ue  par  des 
courbes,  il  faudra  alors  chercher  mécaniquement  les  termes  dont  il  s'ai^ii. 
en  prenant  les  ordonnées  correspondantes  aux  abscisses  données,  ou  les 
abscisses  correspondantes  aux  ordonnées  données;  opération  cpii  n'a  au- 
cune difficulté  lorsque  les  courbes  sont  tracées  avec  exactitude. 

10.  Cela  posé,  ((u'on  cherche  rnaintenaul  la  valeur  de  v  corropou- 
dante  à  une  valeur  quelcon(|ue  donnée  de  a\ 

Soit  m  la  valeur  donnée  de  or;  (ju'ou  fasse 


et  qu'on  cherche  la  valeur  correspondante  de  X  (|u'(Ui  nommera  M  :  (|u'cui 
fasse  ensuite 

V.  fi<^ 
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cl  (jiir  M   soil  l:i  valeur  correspomlaiih'  de  X;  (|ii'oii  fasse  eiietire 

et  que  M"  soil  la  valeur  de  X,  et  ainsi  de  suite. 
Ou  aura  de  cette  uiatiière  la  série 

w.  M,  M'.  M" 

Nuiueile,  si  elle  leud  vers  Téo-alité,  sera  iiécessairenieiil  ciiuvert'cute  vers 
la  quantité  a  pai'  la  même  raison  que  nous  avons  vue  plus  haut  (7  j.  On 
parviendra  donc  dans  ce  cas  à  un  terme  tel  que  M"  ,  le(|uel  sera  peu  dil- 
lerent  de  «-  en  sorte  qu'on  pourra  faire 

M  '    =  a  +  ;  ; 

et  alors,  ce  terme  étant  pris  pour  x,  la  valeur  correspondante  de  y  sera 
/S-f--/:  '5j.  Ainsi   lorsque  M"     sera  presque  égal  à  «,  on  aura,  pour 

y  -  ;3  +  y  M'"-  —  a). 

Supposons  que /«  soil  la  vaieui'  clicicliee  de  v  correspoïKlaiilc  à  .i-  =  w. 
que  de  même  N  soil  la  valeur  qui  en  résulte  pour  V,  el  (|mc 

.>•  =  N 

(I(U1U(' 

Y  r=  N', 

(|u'crisuil(' 

.r  =  N' 

iliiiinc 

Y  =:  N", 

el  ainsi  de  suite,  il  est  claii-  (|ue  les  termes  de  la  série 

//.  N,  N',  \',..  . 
seront  les  valeurs  de  y  i'e|Miudanles  aux  valeuis 
m,   M,   M',  M',... 
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Ae  X.  Donc  aussi  .\      sera  la  valeur  di    v  qui  répond  »  x  ^  W:  par 

eonséquciit  on  aura 

N"'-~(3-hy(M"'-—  a  . 

Cette  valeur  de  N  ■    sera  donc  (Minnue,  et  de  là,  eu  i-enioulant  jiar  des 
opérations  contraires,  on  trouvera  tous  les  ternies  préeédenis  de  la  série 

H.  N,  N',  N",...,  N'"-; 

et  l'on  parviendra  ainsi  à  la  valeur  ehereiiée  n. 

11.   Si  la  série 

/«.  M,  M  ,  M  ... 

ne  tend  pas  vers  l'egalite,  et  par  conséquent  ne  couveiiie  pas  vers  la  va- 
leur de  V.,  il  faudra  alors  la  continuer  en  sens  contraire,  c'est-à-dire  lor- 

mer  la  série 

m,   m' ,  m" , .  .  ., 

en  taisant,  connue  dans  le  n"  8  ci-dessus, 

X  =^  m, 

et  de  là 

X  =  m', 

ensuite 

X  =  m', 

et  de  là  _ 

x^  m", 

et  ainsi  de  suite.  La  série 

m,   m' ,   ni' , .  .  . 

étant  convergente  vers  a,  on  la  poussera  jus(iu';(  un  leruu'  m      peu  dif- 
férent de  «,  et.  faisant 

X  =  m"-  =  a  -I-  £ , 

on  aura 

r  =  p  -*-  7  £  =  jî  -t-  y  »'"'•■■  —  a  I  ; 

c'est  le  ternie  correspoudaut  dans  la  série 

H.   «'.   ri  , .  .  .,  n'"- 
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lormrc  suiviinl  tcltc  loi,  que 

iliUlllr 


ciisiulc 

V  r.   n' 


iIdiimc 


l'I  ainsi  de  suite.  Ainsi,  en  rcmontanldi'  ci-  tciiiic  ((tiiiui  vers  le  pircc- 
(lt'ti(,  on  liuiivciM  l;i  v;il(n\r  cIutcIk'c  de  ///. 

12.  Nous  avons  supposé  que  rfciualioii  (loiinéf  cnli't'  'f{x)  et  yfX), 
("osl-à  (lire  cntir  r  et  Y  ^2;,  était  iiidépciulanlc  de  .r;  mais  il  n'i-st  pas 
ilillicilc  de  voir  que  la  iiiéiiic  iik'IIumIc  peut  scivir  ci^alcmciit  l(irs(|ii(' 
(  illr  t(|uation  contiendra  aussi  .r  d'une  nianièic  (in(d('on(|ue  :  seulenienl 
ou  ue  pouria  pas  dans  ce  cas  représenter  la  relation  entre  y  et  Y  par  une 
courlie;  uiais  il  faudra  uecessaireuieiil  (|ue  cette  rcdaliou  soit  exprimée 
;di;(d)ri(pu'nieul.  Il  ne  s'ai^ira  alors  (jue  de  substituer,  ii  clia(|ne  opéra- 
liou,  dans  re(|uation  entre  r,  y  cl  Y,  la  valeur  de  r  déjà  trouvée  dans 
['(qieraliou  corri'spondantc  et  relative  à  x;  ainsi,  apri's  avoii'  trouve  la 
valeur  a  de  .«■.  hupu'tle  rend  a;  =  X,  on  mettra  cette  valeur  pt)ur  .r  dans 
l'ecination  en  r  et  V,  et,  faisant  y  =  Y,  on  en  tirera  la  valeurpde  v:  el 
ainsi  du  reste. 

Kutiu  il  poui'rait  arriver  (jne  7  se  trouvât  =  o;  alors  pour 


un  aurait    5 , 

et  le  l'rnldi-me  serait  toujours  résoliilde  par  les  mêmes  principes. 

I.J.  La  nn-tliode  mw  nous  venons  d'exposer  n'est  autre  chose  dans  le 
fond  qu'une  i;énéralisation  de  c(dle  (|ni  a  été  employée  |)ar  Hrij^gs  dans 
la  construciioM  de  sa  Table  des  lo<;(tnflimçs.  {Voyez  son  Ouvrai;»'  intitulé: 
\rillinu'li((i  h'^milhmicd.     Otte  uu'tliode  <le  i5rii;^s  est  peu  connue,  et 
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dans  la  foule  des  Aulciiis  (|iii,  dans  ce  siècle-ci,  (int  liaite  des  loga- 
rithmes, il  n'y  en  a  peut-être  [tas  un  (jui  en  ail  lail  usai;!',  ou  nièrue  men- 
tion; ils  ont  presque  tons  suivi  la  mellidde  imliiecle  et  de  tàtcunieineiil, 
qui  est  à  la  vérité  préférable  lors(|u'il  s'agit  de  ((uisliiiire  des  failles; 
mais  eelle  de  Briggs  a  l'avantage  d'être  tout  à  fait  directe  et  de  donner 
immédiatement  le  logarithme  de  chaque  nombre  sans  le  faire  dépendre 
d'aucun  autre  logarithme.  Comme  elle  est  applicable  à  plusieurs  ques- 
tions qui  pourraient  échapper  aux  méthodes  connues,  j'ai  cru  devoir  en 
enrichir  l'Analyse,  en  la  généralisant  et  la  présentant,  ainsi  (|ue  je  viens 
de  le  faire,  avec  toute  l'étendue  dont  elle  est  snsceptilile. 

A/>p/icalioii  aux  /oi^aril/mics. 

14.  Pour  donner  un  exemple  de  cette  melliodc,  nous  (■iMiisifons  la 
(|uestion  même  des  logarithuies,  comme  renfermant  l'applicatitin  la  plus 
simple  ([u'on  en  puisse  faire;  et  ntuis  partirons  aussi  de  la  pi'opriété  la 
plus  simple  des  logarithmes,  celle  (|iu'  le  logarithme  d'un  caire  est  égal 
au  double  du  logarithme  de  sa  racine. 

On  aura  donc  dans  ce  cas  f  Ij  , 

ai  .ri  =:  loi;.»', 

et,  comme  la  propriété  donnée  consiste  en  ce  i|ne 

log.r':^  9.  log.f, 
l'équation  entre  ï-'a:    et  91  X)  sera 

<f(x')  =;  7.<p{x), 

donc 

et,  faisant  (2j 

9^^)— J'y     !p(X)  — Y, 
on  aura 

Y  :    ■?.}-. 

Ainsi  le  lieu  de  reiiiiatinn  entre  .»  l't  \  l'sl  une  paialnde,  et  celui  de 
ré(iuation  entre  v  et  ^   csl  une  siniplc  li-iic  dniiic. 
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K;iisiiiil  inaiiiti'iiiiiil  X  =  .»-.  on  ii 

X  =:  x^ ,     donc     X  =^  \  ^  y.\ 
•'I,  l'iiisiiiil  Y  =  1',  on  il  f3) 

r  =  aj-,     donc     v  =  o  =  (3. 

15.  A  l't'iiard  des  valeurs  de  x  cl  v  (|n'iin  doil  supposer  connues  el 
(|ue  nous  avons  désignées  para  et  h  (6j,  elles  dépendent  du  svstèrue  de 
loj>arilhmcs  qu'on  veut  adopter.  Dans  celui  de  Biiggs,  qui  est  le  système 
reçu  généralement,  on  l'ail  logio  =  i  ;  donc  ,r  =  lo  donne  v=  i:  |)ai' 
c()nsé(|uent 

«  =  lO,       6  =:  I  .  . 

Ainsi  la  série 

«,  A,  A',  A",... 

dcviemlra 

lo,    lo',    lo*,    io%  .  .  . , 

et  la  série  correspondante 

*  A,  B,  B'.  B',... 

sera 

I,  2,  4,  8,.... 

Kl  réciproquement  la  série 

rt,  rt',  a",  d' ,. . . 
sera 

lO,     y/  10,     ^  10,     ^  lO,  . . . , 

et  la  correspondante 

6,  b\  b'\  b"',... 

sera 

I      I      I 
■'    a'    4'    S'""' 

On  voit  ici  que  la  série 

a,  A,  A',  A",... 
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t'st  tlivergenle,  mais  (ju'aii  ((iiiliairc  la  si'iïf 

a,  a' ,  d" ,  a"' , ...  ' 

esl  convergente  cl  approclic  {\i'  plus  en  plus  de  la  valeur  de  «  =  i.  Ainsi 
il  faudra  employer  cette  dernière  série  pour  trouver  la  valeur  de  y  f8j. 

16.  On  extraira  donc  la  racine  carrée  de  lo,  ensuite  la  racine  carrée 
de  cette  racine,  et  puis  la  racine  carrée  de  celle-ci,  et  ainsi  de  suite  jus- 
qu'à ce  qu'on  parvienne  à  une  racine  très-peu  diliércnle  de  l'unité.  On 
formera  ensuite  les  termes  correspondants  de  la  série 


par  une  continuelle  hissection  de  l'unité.  On  poussera  ces  séries  jusqu'aux 
termes  à"'  et  />'"  tels  que  a"  —  i  et  //"■  soient  des  fractions  assez  pe- 
tites pour  que  leurs  carrés  soient  comme  nuls.  Ainsi,  en  emi)l(iyaiit  le 
calcul  décimal,  si  l'on  a  fixé  le  nombre  des  décimales  auquel  on  vent 
porter  la  précision,  il  faudra  que  les  quantités  dont  il  s'agit  se  trouvent 
exprimées  par  des  nombres  ((ui  aient  avant  les  chitTres  ou  notes  signifi- 
catives autant  de  zéros  qu'il  y  aura  de  ces  cliilTres,  afin  (|ue  les  carrés  de 
ces  nombres  tombent  hoi-s  des  limites  fixées. 

Briggs,  avant  emplové  ^2  décimales,  a  poussé  le  nombre  des  extiac- 
tions  successives  jusqu'à  :")4,  t^l  il  a  tui  pour  dernière  racine  le  iiniiibir 

1 ,00000  ooooo  ooooi)  la'Si  91493  ^oo3?.  35, 

c'est  le  terme  a""  de  notre  série  a  .  a",  a\  — 

Il  a  trouvé  ensuite  par  54  bissections  continuelles  de  l'unile  le  noniltre 

0,00000  00000  00000  oTfiS I  1 1 f) 1 2  3 1 9.5'j  S?', 

qui  est  par  (•oiise(|iieiil  le  Icniie  1/"  de  la  seiie  h  ,  h  ,  h  

.Ainsi,  |)iiis(|ue 

x  =  I,     (3  =:  o, 

on  aura 
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s;iv()ir 

o,555i  11512312Ô7827 

'^     I  .^^Si  «11  ^oS  ^oo'i?,  35 

et'  c|iii  se  réduit  ii 

y  =  0,454''  ')l4'^'  0"3?.5  18. 

il.  Celte  valeur  (le '/ rtaiit  aiusi  tiouvée  servira  pour  cloleniliner  les 
losiarilliiiies  de  tous  les  nombres.  Car.  si  le  nombre  donné  dont  on  clier- 
elle  le  loi^arillime  est  m,  il  n'y  aura  qu'a  former  la  série  m,  m',  m",... 
par  de  seiiihlahies  extradions  de  la  racine  carrée,  en  sorte  (|ue 

m'  ^=  V  m ,     ffi"  =  V  v'"*  »  •  •  •  ' 

et,  dès  (|n'on  sera  parvenu  ainsi  ii  une  laçine  (Ui  terme  m       (|ui  auia 

avant  les  notes  décimales  signilicatives  autant  de  zéros  (|n'on  veut  av(Mi' 

de  ces  notes  significatives,  on  aura  sur-le-champ  le  terme  correspon- 

daiil  fi'      de  la  série 

n,  n' ,  n' , .  .  . 

des  logaritlimes  par  la  formule  (  1 1 J 

«'"■■■  =  (3  +  y  [m'"-  —  a,i. 

Or  les  termes  de  cette  dirnière  série  sont  formés  comme  ceux  de  la  série 

/),  h\  />",... 

par  une  dissection  c(Uitinuelle  du  premier  terme  n\  en  sorte  que,  nom- 
mant >.  l'exposant  du  terme  n"'   .  on  aura 

///         '* 
■r- 

et  par  conseciuent 

«  =  a'  X  n'"-. 

Donc,  puis(|iie 

(3  — o,     a--i, 

on  aura 

n  =  a"'  X  y  m'"-  —  1  ). 

Ce  sera  le  lou;aritlime  du  nombre  m. 
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18.  Brisrars  a  détermine  ainsi  les  loiiaritlnnes  de  2,  de  3  et  de  nlusienrs 
nombres  premiers;  mais,  pour  faeiliter  le  calcul  des  extradions  des  ra- 
cines carrées,  au  lieu  d'opérer  sur  le  nombre  2,  il  opère  sur  la  lo*"  puis- 
sance de  2  qui  est  1024,  et  qui  étant  divisée  par  1000  donne  le  nombre 
1,024.  ilont  l'extraction  des  racines  carrées  est  beaucoup  plus  facile. 
Prenant  donc  i  ,024  pour  le  nombre  proposé,  il  trouve  par  47  extractions 
successives  le  nombre 

1,00000  00000  00000  i685i  boS^o  53949  77, 

(|ui  a  les  conditions  demandées;  ainsi,  mettant  ce  nombre  a  la  place  de 
m  dans  la  formule  précédente  et  faisant  À  =  47.  on  a,  pour  le  loija- 
litbme  n  du  nombre  m  =  1,024, 

n  ^=  1"  X  0,00000  00000  00000  i685i  (10570  5394'.)  77  y. 

c'est-à-dire  en  substituant  la  valeur  de  ■/  trouvée  ci-dessus    1(> 

n  =  2"  X  0,00000  00000  00000  071 18  5593690623  >i3()8; 

et  de  là  on  aura  enfin 

n  ---  0,01029  99-''^^  ^9^^  '  95265  ^=  log  1 ,024. 
Ajoutant  maintenant  à  ce  logaritbme  celui  de  1000  (|ui  est  1.  mi  aura 
3,0102999566  3981 1  95265  =  log  1024  =  log2"'  =  10  logJ  ; 
donc,  divisant  par  10,  on  aura 

*  logs  —0,301029995663981  i95>(i. 

19.  Nous  avons  vu  que  la  valeur  du  coeflicient  constant  •/  dépend  du 
système  de  logarithmes  qu'on  veut  employer,  c'est-à-dire  du  logaritbme 
qu'on  veut  assigner  à  un  nombre  donné  (15;;  il  peut  donc  y  avoir  tel 
système  de  logarithmes  dans  lequel  la  valeui'  de  ■/  sera  l'unité:  et  il  est 
clair  que  ce  système  sera  le  plus  simple,  du  moins  par  rapport  ;i  la  le- 
(  herche  des  logarithmes  pai'  la  méthode  présente.  Dans  ce  systi-iue  donc 
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\o  loi;arilhme  n"'■^■  d'un  noml)rc  m"  ,  Irès-peu  différont  de  rninlc  sera 
simplement  m"    —i  (17),  c'est-à-dire  qu'on  aura 

log(i  +  ?l  =  ^, 

l(iis(|ue  E  est  uge  ((uantité  intininient  petite.  C'est  la  pr(>|>riété  coinuie 
des  logarithmes  hyperboliques.  Et  de  là  on  voit  on  même  temps  eomment 
ees  sortes  de  logarithmes,  qu'on  appelle  aus^  naiiirels,  ont  pu  se  pré- 
senter les  premiers  à  leur  inventeur  Ne|)er,  (pioique  d'ailleurs  notre  sys- 
tème décimal  paraisse  indi(|uer  naturellement  les  logarithmes  tabulaires 
ou  de  Briggs,  dans  lesquels  ruuité  est  le  logarithme  de  lo. 

Ainsi,  dans  les  t'ornuiles  du  n"  16,  n'"  —  i  sera  le  logarithme  hyper- 
bolique de  a"\  et  si  l'on  nomme  //  le  logaiilhme  hyperboliiine  de  a  on 
de  lo,  le  terme  h""  de  la  série 

h,  li\  //",... 

des  logarithmes  correspondants  aux  nombres 

«,  a' ,  a" , .  .  . 

sera  évidenuiient  //"/?,  puisque  ces  termes  |)ro(è(leiil  par  une  bisseclion 
continuelle.  On  aura  donc 

/<-'/;  =  ,<^'>  _  ,, 

et  de  là 

. a"-" —  I  _  I 

(le  .sorte  que  le  nombre  réciprocpie  dn  nombre  /  du  systi'me  tabulaire 
sera  le  logaritlnue  hyperbolique  de  lo;  et  l'on  aura  par  ce  moyen 

20.  Au  reste  cette  melliode  de  trouver  le^  log;nitbmcs  peiil  être  faci- 
lement li'aduite  en  ionnule  an  moyen  du  riiéorènie  de  .Newlon  pour  la 
("ormation  des  (juissaiiccs  des  binômes,  (iar.  suivani  le  n"  17,  on  a 


n  =  logw       2'  X  •/(  \  '"  —  '  /■ 


D'APPROXIMATION   ET   D'INTERPOL VriON.  o:ll 

liiisqiif  2'  est  un  très-grand  nombre.  Donc,  si  l'on  fiiit 


en  sorte  (jue  r  soit  une  fraction  fort  petite,  on  aura 

y  ;  m'  —  I) 
log/n  = : 

Soit 

m  ^  I  -t-  z;  ~ 

on  aura  par  le  Théorème  cité 

i[i  —  i)(/—  2) 


2.3 

et  lorsque  «est  un  nombre  très-petit,  on  a,  en  rejetant  les  tern)es  affectés 
de  i^,  i^, 

donc 

log.  +  Z     =y(z_lV|-...); 

et  si  l'on  fait  7=1.  on  a 

log  tiyp  i  -h  z)  =  z \-  ir  —  ■  ■  -, 

( Dinnie  nii  If  trouve  par  le  Calcul  intégral. 

21.  Réciproquement  donc,  puis(|ue 

y(m'  — I) 
logm  =  i -. > 


et  de  là 


i\osni 
m'  —  I  H 2 — 


-•(-^)^ 


(J7. 
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donc,  dévoloppnnt  cette  puissance  par  la  même  formule  et  laisanl  en 
même  temps  /  inliniment  petit,  on  aura 

log/H       (log»j)'       ilogmi' 


;h  =  I  -(- 


y  -y.y'  ?..3y' 


ce  qui  s'accorde  avec  ce  que  l'on  sait  d'ailleurs. 

Hallev  est,  je  crois,  le  premier  qui  ait  donné  celle  manière  egaicmeni 
simple  cl  ingénieuse  de  parvenir  aux  expressions  analyti(|nes  des  loga- 
rithmes par  les  nombres,  et  des  nombres  par  les  logaritlimes.  Voyez  les 
Tninsdctiu/i.i p/ii/osnp/iif/i/es,  n"  21  G., 

22.  ,1e  Unirai  par  l'aire  remarcpier  ipie  si  l'on  eli've  la  (jwantile  r  -+-  z 
à  une  puissance  (pielcon(|ue  /,  et  (|u'on  veuille  avoir  la  série  (|ui  exprime 
cette  puissance,  ordoiniée  par'  ra|iporl  ;m\  puissances  mêmes  de  l'expo- 
sant /,  on  aura 

(  I  +  z  )'  =  1  +  /  i;  H H H-  .  .  .  , 

7.  7..  i 

'Ç  élaiil  le  logaritlnne  hypcrborniue  de  1  -l-  ;. 
(Jar.  faisan!  dans  la  série  du  luiméro  précédent 

m  ^  (  I  4-  2  )',    y  =  « . 

on  aura 

Uv^m  —  lot;  lijp(i  -(-  2)'=  /  loghjpi  \  -\-  z  ]  =  tt; 

donc,  etc. 
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CENTRE  DE  GRAVITÉ. 


SUR 


UNE  NOUVELLE  PROPRIÉTÉ 


CENTRE   DE   GRAVITÉ. 


yiiincaii.i  Mi-iiiiiiit\  lie  V Aiiiiieinu-  ii>uilc  tU:\  .SiunceM  et  Belles-Lellr 
de  Berlin,  année  1783., 


On  sait  quf  le  leiitre  de  giavilé  d'un  eui|)s,  ou  d'un  système  ou  asseui- 
hlage  quelconque  de  corps,  est  un  point  autour  duquel  le  système  est 
toujours  en  équilibre  en  vertu  de  la  gravité,  quelle  que  soit  sa  situation 
autour  de  ce  point:  et  suivant  les  principes  de  Statique  il  faut  (|uc  la 
somme  des  moments  de  tous  les  poids  élémentaires  du  système  par  rap- 
port à  un  plan  (juelconque  passant  par  le  point  dont  il  s'agit,  c'est-à-dire 
la  somme  des  produits  de  ces  poids  par  leurs  distances  au  plan,  soit 
nulle.  Or  on  démontre  facilement  par  la  Géométrie  que,  si  cette  pro- 
piiclc  a  lieu  par  rapport  à  trois  plans  perpendiculaires  entre  eux,  elle 
aura  lieu  aussi  par  rapport  à  un  autre  plan  quelconque;  ainsi  la  recher- 
che du  centre  de  gravité  se  réduit  uni(|uement  à  trouver  un  point  tel  (|uc 
la  somme  des  moments  par  rapport  à  trois  plans  perpendiculaires  et  pas- 
sant pai-  ce  plan  soit  nulle.  C'est  aussi  de  cette  manière  qu'on  detei  iniiic 
le  centre  de  gravité;  mais  quoique  la  considération  des  plans  par  rap- 
port auxquels  la  somme  des  moments  doit  être  nulle  facilite  cxtréme- 
uii m  cette  détermination,  on  n'en  doit  pas  moins  la  legaider  comme 
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élrangère  en  c|uel(|m'  façon  à  la  nature  du  centre  de  gravité;  et  puiscinc 
te  lenire  est  un  point  uni(|ue,  dont  la  position  dépend  simplement  de 
(l'Ile  (lue  les  dill'érents  poids  ont  entre  eux,  c'est-à-dire  de  leurs  dis- 
tances mutuelles,  il  serait  naturel  de  clierclier  à  le  déterminer  aussi  par 
le  moyen  de  ces  distances.  C'est  l'objet  de  la  nouvelle  |)ropriélé  (|ne  nous 
allons  exposer. 

TiiiioRÈMi;  I. 

Soit  un  système  ou  assemblage  quelconque  de  plusieurs  cotps  ou  masses 
dont  chacune  soit  considérée  comme  un  point  ;  qu'on  multiplie  toutes  ces 
mdsses  deux  à  deux,  et  ensuite  chaque  produit  de  deux  masses  par  le  carré 
de  la  distance  entre  elles  ;  qu'enfin  on  divise  la  somme  de  ces  différents  pro- 
duits par  la  somme  de  toutes  les  masses;  on  aura  une  quantité  égale  à  la 
somme  des  produits  de  chaque  masse  par  le  carré  de  sa  distance  au  centre 
de  gravité  du  système. 

Démonstration. 

Soient  m  une  (|uel(()nque  des  niasses  du  système,  v\  p,  q,  r  les  trois 
coordonné(:s  rectangles  qui  déterminent  la  position  de  cette  masse  dans 
l'espace,  ces  coordonnées  ayant  leur  origine  commune  dans  le  centre  de 
giavité  de  tout  le  système.  Soient  de  même  m' ,  m" , ...  les  autres  masses 
du  système;  p  ,  q' ,  r'  les  coordonnées  rectangles  de  la  masse  ni  ;  p" ,  q'\ 
r"  celles  de  la  masse  m" \  et  ainsi  des  autres. 

Comme/),  //.  />". . . .  sont  les  distances  des  masses  m,  m',  ml' , ...  à  un 
plan  [)assant  par  le  centre  de  gravité,  que  de  même  r/,  q\  q" , . . .  et  /•,  r', 
/•' sont  les  distances  des  mêmes  masses  a  deux  autres  plans  perpendi- 
culaires à  celui-là  et  passant  de  même  par  le  centre  d«  gravité,  on  aura 
|)ar  la  propriété  connue  de  ce  centre  les  trois  équations 

nip  -+-  ni  p'  -H  m"  p"  -+-..._  o, 
inq  -4-  m' q'  -v  m"  q"  -t- .  .  .  —  o, 
//;/•  -»-  ni  r'  ■+-  m"  r"  -^  .  .  .       n. 


On  aura  (i()n( 


mp 
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savoir,  en  dévoluppant  les  (criiics 

m-p-  +  in'-p''  -t-  m"^p"-  -+-...  =  —  ■?.mm' pp' ~  iiitni" pp"  -  ■?. ni' m" p' p"  —  .  .  ■  ; 

(in'on  ajoute  de  paii  cl  d'aiilic  los  lerriics 

m  (m' -h  m"  +  .  .  .  \p'  -^  m'  [m  -+-  m"+  .  .  .  )p'''  +  m"  [m  +  m'  -h  .  ..)/»"'-'-•■•. 

on  aura 

//(  -H  m'  -¥-  m"  +  . .  .  )  [mp''  ■+-  m' p'''  -+-  m" p"-  +  . .  .  ) 
=:  mm'  •  p       p'  '-  ■+-  mm"  p  —  p"  ■  -+-  m' m" [p' —  p"  )-  +  .... 

On  trouvera  de  même,  d'après  l'équation 

i  mc]  -t-  m'  <i'  +  m" q"  +  ...)'  =  o, 
celle-ci 

(  m  +  m'  +  m"  +  .  .  .  j  (  mq-  -f-  m' q''  +  m"  q"-  -+-  .  .  .  j 

=  mm' \q  —  q'  "  H-  mm" <  q  —  q"  \'  +  m' m" [q'  —  q"  '+■••• 

El  pareillement  ré(|uatiou 

1  mr  -+-  m'  r'  -\-  m"  ;•"  +  ...)'  =  o 
donnera 

i  m  -+-  m'  -f-  m"  -!-...'(  /«/•'  -i-  ;?('  r'-  -t-  /«"/■"--*-.  . 

::;=  mm'   r  —  r'y  -H  mm" {  r  —  r"   '  -h  m'  m"[r'  —  /•"  )'  +  .  .  .  . 

Donc,  ajoutant  ces  (rois  éiiuations  ensemble,  el  faisant,  pimr  aiirci;er. 

p-  -^  q'  -\-  r'  -^  a-, 
p'--i-  q''  +  /'"—  a'-, 
p"-+  q"''+  /•"'=  «"'S 


p  -./>'  '  +  iq  —  q'  f  ■+■  \r  —  »'')'  =  b", 
p  -  //')■  +  {q  —  q"?  -(-(/•  —  r" )*  =  h"-, 
p-  p"'  -^  '/'—  q"V  -t-  ('•'—  '■")'  —  *'"' 


(W 
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i»n  aura 

I  m  -+-  m'  -+-  m"  -»-...)(  '««'  ■+-  '«'  «''  -+-  "i"  «'^  -I-  .  .  .  i 

=  mm'  b''  -+-  mm'  h''  +  m' m"  b"'  -\-  .  .  .  . 

Or  il  t'sl  visil)l('  (jue  a,  à ,  a", . .  .  sont  les  dislaiiccs  tics  iiiassi's  m,  rn' , 
ni" , ...  au  rentre  de  gravité,  et  h,  A',  //', . . .  sont  les  distaiiees  entre  les 
masses  m  et  m! ,  m  et  m" ,  m'  et  m" , ....  Done,  en  divisant  ré(|uation  pré- 
ct'denle  \y,\v  m  +  m' +  m"  + . . . .  on  aura  le  Théori'nie  proposé. 

(lonoi.LAIlîK. 

I'iiis(|ue 

mp  ■+-  m' p'  -\-  m" p" -\-  .  .  .  ^o, 

DM  aura 

'"(/'  -/)'  +  '«'  ip'  -/!'  +  '»"(/'"  -fy + •  •  ■ 

=^^  mp^  -+-  m' p'"-  ■+-  m" p"'  -)-  .  .  .  +    m  +  m'  -<-  m"  -H  .  .  .  /'-, 
(juelle  (|ue  soit  la  quantité/.  Donc  aussi 

(m  4-  m' -y-  m"-\- .  .  .)[m  p  — /)•+  m'  [  p'  —  f  '  +  m"  [p"—f?  -t- .  .  .] 

=   m  -+-  m'  -+-  m"  -V- .  .  .  )  i  mp'  +  m' z^'-  -t-  m"  p"'  +  .  .  .)  +  [m  +  m'  +  m"-\-  .  .  .  .'f-  ; 

cl,  uicttant  pour 

f  m  +  m'  -+-  m"  +  .  .  .  i  (mp'  -+  m' p''  H-  m"  p'''  4- ...  1 
sa  valeur 

wm'   p  —  p'  ('  -ï-  mm"  <  p  —  //"  •  -+-  m'  m" \  p'  —  p"  )'+... 

Iiouvéc  dans  le  numéro  précédent,  on  aura  l'équation 

'//t  -+-  m'  -+  m"  +  .  .  .)\m'  p  — /"  '  +  m'   p' — /)'+  m"  ;  p" — fr  +  .  .  .  | 

■=  mm'  p  —  p'  '  -\-  mm''  p      p"  ' -\- m' m"  p' — p"  ]''  -\-  ...  +  •  m  -\-  m'  -^-  m"  + ...  'f'. 

On  Irouvcia  de  nicmc,  en  prenant  une  aiilrc  (|uanlili'  i|mcIc()iu|Uc  ^, 
rc(|uali(Ui 

m  ■+-  m'  -f-  m"  -+-...    [m  q  —  g >'  -^  '"'   '/'  —  o  J'  +  '"'  '  V^  ~  &  ''  "•^  ■  •  ■  1 
—  mm'lq  —  ij'  >' -\-  mm"  iq  —  q"  )'-i-  m' m"  q'  —  q"  ]^ +  .,.-\- '  m  ■+-  m' -\-  m"-\- ...)''f^''. 
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lil  |);ireilk'Èiioiil  (iii  aiini 

\in  -h  m'  -^  m" -\- . .  .)[m{r  —  hf  +  m'{r'  —  A)'-t-  m"(r"  —  h}'  -h  . . .] 

^mm'[r —  r'Y-\- nim"{r —  /•")'  + m' w"(r'— /■")'  +  .  .  .-+-!/«  + /n'-4-  m" -\-  .  .  .  l'/i-. 

De  sorte  qu'en  ajoutant  ensemble  ces  trois  équations  et  faisant,  poni 
abréger, 

iP'  -fy  +{q'-gY  +  {r'-h  Y  =  a'S 

ip"~fy  +  («/"-  sY  -f-  ('■"-  /'  f^-  «"^ 


r 


[m  -\-  m  +  m:  -(-...)(  m  a?  -4-  m  oi^  -k-  m   a  -  -H  ...  )  . 

=  mm'  h-  -\-  mm"  h'-  -h  m' m" b"-  +  ...  +  (  m  ■+-  m'  +  m"  -^  .  .  .fà-. 

Or  il  est  clair  que  les  quantités/,  g,  h  peuvent  représenter  les  coor- 
flonnées  rectangles  d'un  point  quelconque  pris  à  volonté;  alors  a,  a', 
%",...  seront  évidemment  les  distances  des  masses  m,  m,  m,...  à  ce 
point,  et  S  sera  la  distance  de  ce  point  au  centre  de  gravité  des  corps  m. 
m',  m", Donc  l'équation  précédente  donnera  ce  nouveau  Théorème. 

Théorème  II. 

La  somme  des  produits  de  chaque  masse  par  le  carré  de  sa  distance  à  un 
point  quelconque  donné  est  égale  au  produit  de  la  somme  des  masses  par  le 
carré  de  la  distance  de  ce  point  au  centre  de  gravité  de  toutes  ces  masses, 
plus  à  la  somme  des  produits  des  masses  multipliées  deux  à  deux  entre  elles 
et  par  le  carré  de  leurs  distances  respectives,  cette  dernière  somme  étant  di- 
visée par  la  somme  même  des  masses. 

Coiioi.i.AiHi;. 

De  li»  résulte  une  nouvelle  iiianière  de  trouver  le  centre  de  liiavilé 
d'un  système  ou  assemblage  (iuelc(>n(iu('  de  tant  de  ((Mps  (|ii"iiii  voudiM. 
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fonsiilérés  coinnio  des  points.  On  cherchera  la  somme  des  produits  de  la 
masse  de  cliaquc  corps  par  le  carré  de  sa  distance  h  un  point  donné  quel- 
conque, cl  l'on  divisera  cette  somme  parcelle  de  toutes  les  masses;  on 
ihcnliera  ensuite  la  somme  des  produits  des  mêmes  masses  multipliées 
ensemble  deux  à  deux,  et  multipliées  en  même  temps  par  le  carré  de  la 
distance  entre  lis  <lciix  masses,  et  l'on  divisera  celte  somme  par  le  carré 
de  la  somme  des  ruasses;  on  retranchera  cette  seconde  quantité  de  la  pre- 
mière, et  l'on  aura  la  valeur  du  carré  de  la  distance  du  centre  de  gravité 
du  système,  au  point  donné;  de  sorte  qu'eu  tirant  la  racine  carrée  de  la 
ilidérence  des  deux  (|uantités  dont  il  s'agit,  on  aura  la  distance  du  centre 
rlierché  au  point  donné. 

Ainsi  l'on  |)ourra  trouver  la  distance  du  centre  de  gravité  du  systèmi^  à 
trois  points  <|uelconques  donnés,  et  par  ces  trois  dislances  on  aura  évi- 
demment la  position  i\u  même  centre.  Si  les  corps  étaient  tous  dans  un 
MitMoe  plan,  il  est  visible  ([u'il  sullirait  de  considér-er  deux  points;  et  il 
n'en  f'audiail  (|u'uii  seul,  si  tous  les  corps  étaient  sur  une  même  ligne 
droite. 

Au  reste,  counne  la  |)osition  de  ces  points  est  arbitraire,  on  peut  les 
prendre  dans  (|uclques-uns  des  corps  du  système;  alors  il  sullira  de  con- 
naître les  masses  des  corps  et  leurs  distances, mutucdles,  pour  avoir  im- 
médiatement la  distance  du  centie  de  gravité  a  chacun  de  ces  corps. 

Otte  manière  de  déterminer  le  centre  de  gravité  par  les  s<'ules  dis- 
tances des  corps  entre  eux  est,  je  crois,  nouvelle,  et  peut  être  utile  dans 
quelques  occasions. 
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(Noiweaii.r  Mémoires  île  V Académie  royale  îles  Sdt'/ues  et   Helles-I.ellii 
lie  Berlin,  année   1785.) 


Si  la  naissance  du  Calcul  intégral  appartient  au  siècle  (lernici-,  il  y  :é 
une  branche  importante  de  ce  Calcul  qui  n'a  été  inventée  (|u'aii  milieu 
de  celui-ci;  c'est  celle  qui  concerne  les  équations  aux  dilïerenccs  par- 
tielles, c'est-à-dire  ces  équations  qui  contiennent  les  diUérentielIcs  (riiii.' 
fonction  de  plusieurs  variables,  prises  relativement  à  cliacune  de  (cs  v;i- 
riables  en  particulier. 

Tous  les  Problèmes  de  (icdiuélric  oii  l'on  considère  des  siirlaccs.  cl 
tous  ceux  dt;  Mécani(|ue  (m'i  l'on  considiTc  des  corps  ou  tlcxiblcs  on 
fluides,  dépendent  de  l;i  Théorit!  de  ces  é(|uations.  Les  soinlions  qu'on 
peut  trouver  indcpendiimnicnl  de  celle  Tbéorie  sont  nécessaii'cmeiil  in- 
complètes on  liyp(illieli(|ues;  el.  si  l'on  esl  souveni  obligé  de  se  conlcu- 
ler  de  ces  solutions  limilées,  c'esl  liinle  de  |i(uivoir  intégrer  les  équa- 
tions aux  dilTérences  partielles  d;ins  les(|in'lles  li'>  soinlions  rigonrense-; 
el  générales  sont  renlerniees. 

La  plupart  des  reclierc  bes  ;in;il\  ti([ne>  (|n"on  a  t';illes  depni-  \iiii;l  ;in> 
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mit  ou  pour  objet  l'inlégratioii  de  te  genre  d'équations;  et  elles  ont  pro- 
duit dill'érentes  méthodes  plus  ou  moins  générales  et  plus  ou  moins 
iilili's.  Une  des  plus  étendues  cl  des  plus  simples  tout  à  la  fois  est,  je 
rrois,  celle  que  j'ai  donnée  dans  les  Mémoires  de  i Académie  pour  l'an- 
née 1779  (*),  et  qui  apprend  à  intégrer  toutes  les  équations  aux  diffé- 
rences partiellcs'du  premier  ordre,  dans  lesquelles  ces  différences  ne 
paraissent  que  sous  la  forme  linéaire.  Mais,  comme  cette  métliode  n'y 
est  exposée  qu'en  passant  et  presque  sans  démonstration,  j'ai  cru  qu'il 
sérail  avantageux  aux  progrès  du  Calcul  intégrai  de  la  piésenli  r  de  nou- 
veau de  la  manière  la  plus  directe  et  avec  toute  la  généralité  dont  elle 
est  susceptible.  C'est  l'objet  de  ce  Mémoire,  qui  contiendra  aussi  de  nou- 
velle recherches  sur  le  Problème  des  trajectoires. 

1.  On  a|)pellc  (liffcrences partielles  celles  qui  résultent  de  la  dilléren- 
liation  d'une  l'onction  de  plusieurs  viiiiablcs,  en  y  faisant  varier  chacune 
des  variables  ii  part.  Ainsi,  regardant  u  comme  une  fonction  des  varia- 
bles x,Y,  z, .  ■  ■ ,  la  dilîérentielle  complète  du  sera  de  la  forme 

p  (l.v  -4-  q  (!)■  -+-  rilz  -f-  .  .  . , 

l'I  les  dilleienls  termes  pdx,  r/dy,  rdz,  . .  .  de  celte  dilîérentielle  seront 
les  dillérences  |tartielles  de  11  du  picinicr  ordre.  On  a  coiiliiiiic  de  repi'e- 
senter  les  coellicienls  p.  q.  r.  .  . .  des  diUérences  dx,  dy,  dz, . . .  dans  la 

l-lV-  ••     Il        1  '/"       <l"       'I"  1.1' 

dilîérentielle  de//  nui   -r-'    ,->  -7-' •■■:  de  sorte  que  [expression  com- 
'         (/.r     (/}■     (Iz  '  ' 

plète  de  du  sera 

ilu    ,  (lu    ,         (lu    , 

-,-■  "X  -t-  -j-  dy  -\ — j-  (Iz  -^  .  .  .  . 

dx  dy    •         dz 


Si  donc  on  a  iiik'  )'(|iiali(jii  entre 


du     du     du 
'  iû'   dT'   dz' 


ce  sera  une  é{|iiatioii  aux   dill'eieiices  pailielles  du   pieniier  oi-dre;  et,  si 
(*  I  OEiii-rc-  di-  La'^inii^c,  t.  IV,  p.   >85. 
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coltt'  é(|iialion  ne  coiiticiil  (|ue  les  premières  <limensi(ms  des  (|iiiiiitités 

(tu     du    (lu  .11        •  ,  ,       .     . 

-T-'  y^>    /Z'"''  •'"  sorte  (lU  l'Ile  soit  re|iifsenlee  ;iiiisi 


(lu 
(Ix 


du 

à)- 


du 
7h 


U, 


les  quaiUités  X,  Y,  Z, . . . ,  U  étant  des  fonetions  queleonques  de  a-,  y, 
s,....  M,  on  aura  la  l'orme  ^i>énérale  des  cMjuations  intégral)les  par  la  mé- 
lliode  que  nous  allons  exposer. 

2.  Supposons  d'ahord  (|ue  l'équation  ne  eontieiine  (|ue  ti'ois  varialiles 
//,  X,  y,  dont  la  première  soit  regardée  comme  une  l'onction  des  deux 
autres;  en  employant  pour  plus  de  simplicité  les  quantités/»  et  y  à  la 

,  -,     du     ^  du  ,  ,  . 

place  de  -j-  et  -^»  on  aura  donc  cette  équation 

dans  laquelle  X,  Y.  U  seront  des  fonctions  (|uelcon(iu('s  de  u,  x,  y. 
Or  les  quantités/»  et  </  doivent  satisfaire  à  l'étpiation  ditlérenlielle 

du  =:  pdx  -h  (j  dy  ; 

par  consé(juent  il  faudra  qu'en  éliminant,  par  le  moyen  de  l'équalion 
donnée  entre/»  et  y,  l'une  de  ces  inconnues,  l'autre  soit  telle,  (jue  l'équa- 
tion dilTérenlielle  dont  il  s'agit  puisse  venir  de  la  dilférentiation  d'une 
équation  finie;  et  cette  équation  finie  donnera  alors  la  valeur  de  //  en 
fonction  de  x  eiy. 

Mais,  sans  employer  l't  liminalion,  on  obtiendra  le  même  l)ul  d'une 
manière  plus  simple  en  multipliant  ensemble  les  deux  équations 

X/>  -H  V ^  =  U,     du  z:^  p  dx  +  q  dy; 


car  on  aura  ainsi 


m  I) 


( \p  -h\'q) du  =  \](p dx  •+-  q  dy  , 
!>   \  du  —  \]  dx  )  -h  q   \'  du  —  U  dy  i  ^  o. 


V. 
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iMliiiilidii  (|(ii  et;!!!!   divisi'f  |tai'  p  iic  conticndr;!  plus  (in'unc  seule  iii- 


/' 

){.   Jr  s(i|i|ii)si'  niiiiiili'iMiiil 

X  (lu  —  {]  (Ix  ^-  o,     Y  (lu  —  U  <■/)■  =  o  ; 

j'iii  deux  f»|ii:ilions  (liHércnlicIlos  du  prcmiei'  ordio  eiHie  les  Irois  v;i- 
riyltli's //,  .r,  v:  el  les  inlégiales  conipli'les  de  ees  é(|Uiiti()ns  coutieudronl 
deux  coustiiMles  ai  liilraires  c<  el  ^,  en  sorte  (iii'oii  aura 

«  =  A,     (3  =  B, 

A  li  I?  claiil  (les  foiididiis  douiiées  des  li'ois  variables  .»,  y.  u.  Ainsi,  en 
iliUeienlianl  el  rei^ardant  y.  el  '^■j  eoninie  varialdes,  on  aura 

,         (l\    ,         r/A    ,         (l\    , 
(Ix-     ,-  du  ■+-  -.—  (Ix  ■+-    -r-  dy, 
du  dx  dy     • 

,.       </B    ,         rfB    ,  r/B    , 

r/p  =  -j—  du  ■+-  -.-  dx  ■+■  -j-.  "}'■ 


du  (Ix  (ly 


Mais.  |inis(|ne 


A  1    a     et     B  =  j3 

siuil  les  inlejirales  des  é(|uatious 

\,lu-^V<(l:r       ...      Y  r/«  -  U  r/n -t:  o, 

'y  el  j'i  elimt  les  (  (inslanles  aihitraires,  il  faudra  iiih'  ces  e(|ualions  eoiu- 
lident  avec  les  précédentes  en  y  faisant 

da.  =  o,      r/j3  ^  o  ; 

par  e(inse(|(U'nl   il   faudra  (pi'iii  siilislilnaut   |)oni'  (la-  el  dy  leurs  valeurs 

\du      \  du      .  I  ,  1,  • 

— .,     '      ij    '  Iii-ees  (les  nu'UH's  e(|nalions,  dans  eelles-ei 

d\    ,         d\    ,         d\    , 
.  -  (lu  -+-    ,     dx  ■+-  -.—  dy  =1  o, 
du  dx  dy    •' 


'/M    ,  (IW    ,  (IW    , 

du  -t-  -—  (Ix  -+  ^  —  dy  =  o, 


du  dx 
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oii  ail  (It's  ('M|iia(ions  idenrKiiit's  qui  sei'onl 

rfA       (IX  \       (M  Y  _ 

du        dx  U        dy  \}         ' 

</B       f/B  X       </B  Y  _ 

du       dx  [}        dy  M  ' 

cl  (|iii  (loiuieroiil 

(/A  _       dX  X       f/A  Y 

dît  ^  ~  dr  ÏÏ  ~  o(r   ÏÏ' 

ç/B  </B  X  _  ç/B  Y 

rfw  ~        f/j;  U         f/f  TJ 

Ainsi   les  diU'fieiiliclles  da  et  rf/3  se   Iroiiveronl  exprimées  de  celle 

iiiiinière 

,  I   dK    ,,  ,         ,.    ,  I   r/A    ,-   ,         ,    , 

r/a  =  rr  -;-  (  U  f/^  —  X  f/M    -f-  rr  -,-  i  Li  «/v  —  \  du  i, 
■  U  dx  U  '(v 

'/P=  1^  ';?  (Ur/,r  -X./«)  +  i.  ^  (U4--  Y./.>. 


U  (te 


u  dr 


d'où  l'on  tirera 


V  /         ri  /         U  /r/B   ,         dk   ,. 
X  f/«  —  U  dx  -     Ti^  (  -r^  f/a y-  dp 


en  supposant 


U  /  (/A   ,^       r/B 
f/A  (/B  _  (/B  (M 


v./.-u./r^^S(^^r/p-^^./a), 


Je  conclus  de  l;i  que,  si  ii  la  place  des  variahles  x  etj'on  veul  iiilio- 


duire  les  variai)les  v.  cl  ['j  l(dles  (|ue 

a=A,      (3  =  B, 

Xr/«-UJ.r,      Y(/M-Ur/r, 


dans  les  formules 


elles  deviendi'onl  de  la  l'orme  précédenle,  dans  la([utdle  il  ne  parail  ipic 
les  deux  dillérences  dry.  el  dp. 
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\.  K;iisi»nl  (imic  ci-llf  siilistitiilidii  ilaiis  IN'iiualioii 

p\\(lu  —  V  dx  )  -4-  ^   \  (/"  —  U  J)- ,  =  o 
il  lai|iicllt'  il  s'a;,nl  de  salisfaiir,  olli'  (Icviciidra 

/    </B         MX   ,        l    d\         dA\    ,- 

un  liii'ii 

dK  dX 

,         tdi-P-ch-   ,^ 

Pd^-'idi 

(jtniiiic  (•(■Ile  (■■(iuati<»ii  lU'  (onticiil  (|ii('  les  doux  (liilV'rciiccs  dc/.  cl  d[i, 
illc  lie  |ii'iil  siilisislcr  il  moins  (|iic  le  coflliciciil  de  rfp  ne  soit  aussi  une 
simple  l'omiioii  (le  u  el  p\  par  conséiiuciil  il  faudra  (lu'cn  substituant 
dans  ce  coenicienl  pour  ^r  et  )'  ieiiis  valeuis  en  y.,  j3,  ii,  tirées  des  équa- 
tions 

A  =  «,     B  =  (3, 

hi  t]uaMtite  II  disp;ir;iisse  d'ellc-nuMne. 

Ou  ;ini;i  doue,  ru  (lruo(;iul  par  la  caraetérisliciue  /"une  fonction  (|ncl- 

COII<|UC, 

d\  _     ^ 

condition  it  la(|U(dlc  ou  pourra  toujouis  satisfaire  pai'  le  UH)veu  de  la 
iiuantitc  :irliilr;iire  -  .  alors  l'éciualion 

(/a-j-/,a,  i3)f/(3  =  o 

sera  toujours  inté^M-ihle,  étant  multipliée  \v.\y  un  facteur  couveualtle;  et 
l'inléj^ralc  sci;i 

vn  dcnol;iiil  p:ir  F  nue  nuire  fonclion  de  (/  el  /5:  et.  couhdc  I;i  foiicliou 
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fia,  /3)  peut  être  quelconque,  la  fonction  Ffa,  |3)  poui'ra  t'trc  aussi  (|ucl- 

conque. 

Mais  on  a  supposé 

a=A,     [3  =  B; 

(loue,  rcnietfant  ces  valeurs  à  la  place  de  y.  et  j3,  on  anra  ré(|uation  finie 

FA,  R   =o, 

laquelle  donnera  la  valeur  cherchée  de  u  en  x  et  v,  la  fonction  désignée 
par  F  demeurant  arl»itraire. 

5.  L'intégration  dp  toute  équation  de  la  forme 

y  du  du  _ 

dx  dy  ' 

X,  Y,  U  étant  des  fonctions  (juelconques  de  u,  x,y,  se  réduit  donc  à  ce 
procédé  fort  simple. 

On  intégrera  par  les  règles  connues  les  équations  ditl'érentielles 

\  du  —  U  dx  =  0,      V  du  —  U  dy  =  o, 

et,  ayant  réduit  les  deux  intégrales  à  la  forme 

A  =  a,      B  =  p, 

oîi  A,  B  sont  des  fonctions  de  u,  x,  y,  et  a,  /3  sont  les  deux  constantes 
arhitraires  introduites  par  l'intégration,  on  étahlira  une  éiiiiation  (jucl- 
c{)n(pie  entre  A  et  B,  (iu'(ui  pourra  désigner  ])ai' 

■•"(A,  B)  — o,     ou  Ijieii  ]Kii'     A  =  9  B ), 

les  caractéristitpu's  F,  f  désignant  des  fonctions  (|nelcon(|nes,  et  celte 
é(|uation  sera  l'intégrale  complète  de  la  proposée. 

De  cette  manière  l'intégration  de  ré(|uation  aux  ditl'erenccs  paitielles 
est  réduite  à  celle  de  deux  é(|uations  aux  dill'érenccs  ordinaiies;  c'est 
tout  ce  qu'on  peut  désirer,  dans  le  Calcul  intégral  des  dillérenci^s  par- 
tielles, de  le  ramener  it  cehii  des  diUcrences  totales  et  lU'dinaires. 
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(i.  <:oiisitlcniiis  il  picsi'iit  l'i'(Hi:itioii  ii  (|iiiitro  variables  «,  x,y,  z,  doiil 

la  liHinf  fsl 

\p  +  V(/  -t-Z/-  U, 

,.,,.,  ..   ,,       rlu     du     du 

vu  iloi^naiil  par  /'.  y.  /'  li's  iliUcrciices  partielles   ^.  ^.^   ^^^    l'I   par 

\,  V.  Z.  r  (les  |oiH(iiiiis  (|iicl((m(|ii('s  (le  //,  r,  j,  s. 

On  aiiia  ici 

du  =  [)  dx  -\-  qdy  ->)-  r  dz  ; 

iloiK  ,  Ilipliaiil  crKc  (■(|iialiiiii  |)ai'  celle  (pii  est  duiiiiée  entre  />.  q.  r, 

<in  ania 

\/;  -r-  V  (/  -f-  Zr  (/«  =  Ul/^f/j.'  +  qdr  -+-  rdz  ), 

1)11  liicn 

/;   \  du  —{Jdx-^-q  Y  du  —  U  r/r  )  -t-  /■  Z  f/«  —  U  (/z  l  =  o, 

lai|ncllc  clant  diviser  pal' /j  ne  cdntiendra  plus  réellement  (pie  deux  iii- 

ciinnni'S  -,  '-:  et  la  (iiiestinn  sera  réduite  à  detenniner  ces  deux  iiicoii- 

/'    /' 
nues  en  sdiIc  (pic  ['((piatiim  dont  il  s'agit  devienne  inli'grable. 

Supposons,  il  riinilalion  i\r  ce  (pie  nous  avons  fait  pins  liant, 
\  du       U  dx  —  o,     V  du  -    U  dy  .  -  o,     Z  du  -^Idz       o; 

en  inlcgianl  ces  eipialions,  on  aura  trois  (''(inalions  tinies  entre  u,  x,  y,  z 
ipii  coiitieiidronl  trois  constantes  arliitiaires  a,  fli,  7;  de  sorte  (pi'oii 
pourra  mettre  ces  e(|uations  sous  la  forme 

A  r=  a,       1{  =  [i,      C  =  y, 

on  A,  B.  t;  seront  des  fonclioiis  connues  de  u,  x,  y,  z. 

il  ol  clair  ({u'on  peut,  à  la  place  des  variables  x,  y,  z,  introduire  dans 
rcipialion  ipi'il  s'aj^il  de  rendre  inlei^ralde  les  (|naiilit(''s  «,  /5,  /,  rei;ar- 
ilee>  mainlcnant  connue  variables,  et  siippost-es  l(dles  (pie 
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t)i',  l'ii  (linV'icnli;ml,  on  iuini 

(lu  dx  dy    •       •  dz       ' 

,p       '/B   ,         dB   ,         dB    ,         dB 
''^=7/^''"-^dj''^-^dy'fy^d-z'''' 


dy  =   -^  du  +  ^,- dx -^ -r^  dr  + 


dC 


du"-^dJ-"^-^^"r^d^''-^-^ 

liitiis,  (Ml  faisan! 

da  =  o,      f/(3  =  o,      dy  =  o, 

on  doit  avoir  des  équations  identiques  avec  celles-ci 

X  du  ~\]dx  =  o,     Y  du  -  U  dr  =  o,     Z  du  —  \]dz  =  o. 
dont 

A  =  a,     B  =  (3,     C  =  y 


sont  supposées  être  les  intégrales  complètes;  donc,  en  suhstitnanl  p 
'i.du    Y  </m     Z  f/« 

~u~'  HT'  "TT-' 


dœ,  dy,  dz  les  valeurs  ^,^,  ^,  ^,  on  aura 


du         dx    i]  '^  dy   "U  "^  ^  Tj  -°' 
r/^B        £/H  2i        f(B  Y        f/B    Z  _ 

f/«       r/x  U  "^  </r  u  "^  77F  ÏÏ  ^  "' 

i^  ^  '/<:  X^    \^  X      de  1^_ 

du       dx    U  "^  rfr  U  "^  r/F  TJ  ^°'      • 

d'où  l'on  tirera  les  valeurs  de  ^,  ^,  [jj; ,  les,,uelles  dounnoul  p.,   la 
substitution 

^^''"=^'^'^^-^'/"  -^-^    U,A-Y^«^-^,U^s-Z,/„, 
^''^  =  7f^  *^'^^  ^  ^'^"  '  -'■  'aT  (  Ur/,-  -  \du  ,  -H  'J    Vdz  ^-  -/.du  ■ 
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»'l  (II-  là  on  aiiiM  cclU's  do 

\  ilu  ^  U  ,lx,     V  il  II  -  U  ily,     Z  du  —  U  ilz 
«■Il  d'j,  (l[j,  li/,  valciiis  (|tii  seront  de  la  fornu' 

\<y«—  Uilx  Lilx  -+-  Mii^  ■+-  Nf/y, 
Yilu  -  Vily  =  LV/a  -f-  MW|3  +  N'f/y, 
Z^/«  -  Vi/z  -^  U'doL  +  M"r/^  -t-  N'V/y. 

Ainsi  riM|iialion 

p  \du  —  U(/;c   +  q  Y  du  —  Vdy)  -+-  m  Zdu  —  Udz)  =o 

deviendra,  par  j'inlioduetion  des  (|iianlilés  a,,  p,  7  ii  la  plaee  de  a:,  y,  z, 

pl.-hqL'-\-  ri."  dx  -+-  pM  -f-çM'-t- /-M"  j</j3  +  (/>N  -1-  ^N'-i-/N")e?y  =^0, 

iiil  liieii 

,         wM -(- rt.M'-i- /-M"    ,„        nN -I- <7N'-+- rN"    , 

dx  -4-  i-5-    J-j^; p,,-  f/S  -H  ^-j ^, ^,  dy  =  o, 

/>  L  +  ç  L  -t-  »•  L       '^       />  L  -)-  ^  L  +  r  L      ' 

iMinalioii  (iiii  eontienl,  comme  l'on  voit,  les  deux  indéterminées  '  et  -  • 
'  '  P       P 

("elle  é(juation  ne  peut  subsister,  e'esl-à-dire  résulter  de  la  dillérentia- 
lion  d'une  é(|ualion  tinie,  (|u'cn  n'y  admettant  pour  variables  (jue  les 
trois  (|uantiles  a,  ■'i,  y.  Soit  donc 

V  y.,  p,  •/)  — o 

ré(|uation  finie;  la  dillërentiidle  sera  de  la  forme 

IV/a  +  Q(/|3-(-R(/y  =  o, 
ou  bien 

ainsi  il  faudra  que  l'on  ail 

pJA  +  qW^-rW  _  Q       /^N  +  ^N'+rN"  _  1{ 
p  L  -t-  ry  L'  -t-  rL"  ~   1»  '      /,  L  +  ,J\T+~rU   ~  "F  ' 

éf]nation8  auxquelles  on  pourra  toujours  satisfaire  par  le  moyen  des  deux 


I 
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arl)itr;ni'es  "•.  -•.  (lufllcs  nue  soiciil  les  vnlciirs  de  P,  O,  R;  de  sorte  (iiic 

ces  valeurs,  et  par  conséquent  aussi  la  foiutiou  tiiiie  F(  a,  ft,  -j ,,  denieu- 
reront  à  volonté.  Donc,  |)uis(|ue  les  quantités  a,  /i,*YSont  des  fonctions 
des  variables  .i\  y,  z,  a,  représentées  par  A,  B,  (],  on  aura  l'équation 

F(Â,  B,  C  =o, 

pour  la  valeur  cherchée  de  «  en  x,  y,  ;. 

7.   De  là  résulte  cette  méthode  fort  simple  d'intégrer  toute  équation 

de  la  l'orme 

-,  (lu       --  du       .,  du       ,, 
\^-  -i-V-i-  -i-/-j-  =  U, 
dx  f/)  ■  dz 

dans  la([uclle  X,  V,  Z,  U  sont  des  fonctions  (|uelcon(|ues  de  u,  x,  y,  z. 

On  intégrera  par  les  méthodes  ordinaires  les  trois  équations  dilléreu- 

tielles 

\  du  —  \]dx  ^o,     Y  du  —  U  (1}  ■   -  o,     Z  du  —  U  </2  ;=  o  ; 

on  réduira  les  trois  intégrales  à  la  forme 

A  —  a,     B  =  (3,     C  =  7, 

y.,  [i,  7  étant  les  trois  constantes  arbitraires  introduites  par  les  trois  inté- 
grations; et  \\n\  supposera  entre  A,  B,  (I  une  équation  quelconque  à  vo- 
lonté qu'on  pourra  désigner  par 

F   A,  B,  C  I  :=  o,     ou  par     \  =  <p^B,  C  . 

les  caractéristi(|ues  F,  '^^  dénotant  des  fonctions  ai'biti'aires;  ce  sera  l'in- 
tégrale demandée. 

l'^n  général,  (|uelle  (|ne  soit  la  fornu'  sous  laqufdb'  les  ti'(»is  intégrales 
des  équations 

\di,~VULvo,     \du -{]dy=z<>,     Zdu-^Vdz^o 

M'  pi-escntciont,  si  a,  [î,  y  i^out  les  trois  constantes  arbiliaires,  on  v  sup- 
posera V.  =  r^[fi, -jj,   et    l'on    éliminera  ensuite   les  inc(Uinues   a,  /5.    /; 
V.  -o 
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ri'<|iiatioii  irsiilliinlf  sera  l'iiitt-gralt' do  la  proposée,  laquelle  coiiliciKira 
loiijours  la  roiu'lioii  arbitraire  désignée  par  o. 

S.  Il  csl  aise  iiiaiiUi'iiant  d'apiiliiiiicr  la  iix'iuc  incllioile  ii  toute  eijiia- 
Imn  (|iii  ('(iiiliendra  autant  de  dillérenees  linéaires  (|u"(in  voudra;  (Ui  en 
trouvera  toujours  l'intégrale  par  des  proeédés  semblables,  à  l'aide  des 
intégrales  de  dillérentes  équations  aux  dillérenees  ordinaires.  Il  serait 
■-ii|ii'illii  d'enlicr  là-dessus  dans  un  plus  i;rand  détail. 

i>.  Par  la  uietliode  (|ue  nous  venons  d'exposer  on  pouria  résoudre  tout 
Pnddi'nie  qui  conduira  à  une  é(|uation  aux  dillérenees  paitielles  du  pre- 
mier oidr'e.  lorsque  la  lonetion  eliei-ebée  sera,  par  la  nature  n)éme  de  la 
(|m'stion,  une  cjuantité  très-petite. 

(iar,  en  négligeant  les  dimensions  de  u  plus  liantes  (jue  la  première, 
on  parviendra  toujours  à  une  équation  de  la  forme 


X^  +Y—  -i-Z  — 
dx  (/}■        '  ilz 


S-i-T«. 


lia  us  lai|m-lli'  .\,  V,  Z S,  T  seront  des  t'oiic  lions  de  .»■.  v,  r-,...  sans  m. 

Or  eelle  étpialion  n'est  qu'un  eas  particulier  de  cidles  que  nous  avons 
intégrées. 

ka  dillii  iilte  d'intégrer  ré(|uation  dont  il  s'agit  se  réduira  ii  intégrer 
celles-ci  aux  dillérenees  ordinaires 

X  du  —    S  -f-  T  M  ;  dx  =  o, 

Y  du  —  (  S  -4-  T  «  ;  dy  =  o, 

•  Ldu  —  iS-»-Tm)^/z  =  o, 


Kn  c(unbin.Mil  la  première  avec  clmcuiie  des  aiilies,  on  aura  celles-ci 

V'/.r  —  Xf/)  =o,     Ldx  —  \dz  -   o, .  .  . , 
dans  lesquelles  la  vaiiablc  u  n'enlre  plus;  ainsi  l'on  en  li?cra  par  Tinté 
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gration  les  valfiiis  de  v,  :....  en   r  et  en  autanl  de  iimstuntes  arl»i- 

traires  fi,  •/ 

Knsuile  la  pieiiiière  donnera 


df  sorte  qu'on  aura  aussi  ;/  en  x  après  la  sultstitulion  des  valeurs  |)reee- 

dentes  de  v,  ; 

Ayant  ainsi  toutes  les  intégrales  particulières,  on  en  tirera  par  la  rèt;i<' 
générale  du  n"  7  l'intégrale  complète  de  la  proposée. 

Application  de  lu  méthode  précédente  à  la  question  des  trajectoires 
rectangles  considérées  par  rapport  aii.r  surfaces. 

10.  Parmi  les  Problèmes  qui  occupèrent  les  Géomètres  dans  les  pre- 
mières années  après  la  naissance  des  nouveaux  Calculs,  un  des  plus 
fameux  est  celui  des  trajectoires,  lequel  consiste  à  trouver  une  courbe, 
ou  plutôt  une  famille  de  courbes  qui  coupent  à  angles  droits  ou  sous 
des  angles  donnés  une  infinité  d'autres  courbes  toutes  du  même  genre, 
comme  des  cercles,  des  paraboles,  des  ellipses,  etc. 

La  première  idée  de  ce  Problème  est  due  à  Jean  Bernoulli,  comme  «n 
le  voit  par  la  lettre  sixième  du  Commercium  epistolicum  ;  il  le  proposa  à 
Leibnitz  en  1694,  en  y  joignant  la  solution  de  quelques  cas  particuliers, 
et  celui-ci  en  donna  immédiatement  après  une  solution  générale  pour 
tous  les  cas  où  les  courbes  à  couper  sont  données  par  des  équations  en 
termes  finis.  Jean  Bernoulli  le  proposa  ensuite  publiquement  dans  les 
Actes  de  Leipzig  de  i6g8  avec  toute  la  généralité  dont  il  est  susceptible. 
La  plupart  des  Géomètres  de  ce  temps-là  s'en  occupèrent,  mais  aucun  ne 
le  résolut  complètement;  de  sorte  qu'en  17 16,  à  l'occasion  de  la  fameuse 
contestation  sur  la  découverte  du  Calcul  dillérentiel,  Leibnitz  crut  pou- 
voir se  servir  de  ce  Problème  pour  attaquer  les  Géomètres  anglais  et  leur 
fit  là-dessus  un  défi  dans  les  mêmes  Actes  de  Leipzig. 

En  effet,  ce  Problème  étant  d'un  genre  supérieur  aux  Problèmes  ordi- 
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Maires  des  l;in|j;tMiles,  et  ileniaiulaiil  des  métliodes  el  des  artifices  parli- 
riiliers  qui  ne  se  présentent  pas  iaeilenieiit .  il  paraissait  très-propre  à 
eiiiharrasser  tous  eeux  (|ui  n'auraient  pas  invente  eux-mêmes  le  Calcul 
iulinilésiniai.  ou  (jui  du  moins  ne  le  posséderaient  pas  eomme  s'ils  l'eus- 
sent inventé.  Newton,  à  qui  le  défi  était  indireetement  adressé,  était 
aussi  pins  en  et;!!  (pie  personne  d'y  satisfaire;  mais  l'esquisse  de  solution 
ipi'il  a  cru  pouvoir  en  donner  en  deux  mots  dans  les  Transactions  philo- 
sophiques de  17H)  ne  prouve,  ce  me  semble,  autre  chose,  sinon  (|u'il 
n'en  avait  pas  connu  les  dilficultés.  Taylor  est,  à  proprement  parler,  le 
seul  paiini  les  Anglais  (pii  ait  résolu  le  Problème  des  trajectoires  d'une 
manière  sullisante;  mais  sa  méthode,  fondée  sur  les  séries,  est  indirecte 
et  peu  lumineuse.  Nicolas  Bernoulli  et  Hermann  en  oui  donné  des  solu- 
tions plus  satisfaisantes  et  plus  générales,  qu'on  peut  lire  dans  le  second 
volume  lies  Œuvres  de  Jean  Bernoulli.  Enfin  feu  M.  Euler,  pour  réveiller 
l'attention  des  Géomètres  sur  les  trajectoires  (|u'on  avait  presque  déjà 
oubliées,  a  donné  dans  les  derniers  volumes  des  yon\c(iu.r  Commenlaires 
de  l*étershourg  une  nouvelle  Théorie  (pii  parait  ne  rien  laisser  à  désirer 
xnr  rclli'  uKitiire. 

Quoique  la  question  des  trajectoires  ne  soit  dans  le  fond  (|ne  de  pure 
curiosité,  on  aurait  tort  cependant  de  regarder  les  recherches  dont  nous 
venons  de  parler  comme  des  spéculations  arides  el  inutiles;  il  faut  même 
eonveniripie  peu  de  Probli-mes  ont  aul;int  contribué  (|ue  celui-ci  à  l'avan- 
cenient  el  à  la  perfection  de  l'Analvse.  La  méthode  de  différenliei' sous 
le  signe  et  de  trouver  les  équations  nommées  modulaires,  où  l'on  suppose 
le  paramètre  variable;  les  Théorèmes  sui'  les  écpiations  de  condition  pour 
l'inlégrabilité  des  équations  dilTérenlielles  du  premier  ordre  ii  deux  va- 
riables, et  pour  la  possibilité  de  celles  à  tiois  variables,  sont  autant  de 
TluMuies  dont  on  est  redevable  au  Problème  des  Iraji-ctoires;  el  l'on  sait 
(pie  ces  Théories  ont  été  le  germe  des  plus  belles  découvertes  aMalyli(pies 
«pii  aient  été  faites  dans  ce  sii'cle. 

Par  ces  raisons  j'ai  cru  (ju'il  ne  sérail  pas  iiuilile  d'allirer  de  nouveau 
les  regards  des  Geomèti'cs  sur  ce  Pidhlenie,  en  le  liaitani  d'une  manii're 
nonvclleet  sous  un  point  de  vue  pln^  étendu  (pi'on  ne  l'a  tail.  On  n'avait 
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ius(jirici  l'oiisidoré  les  traji-ctoires  que  relativement  aux  lignes  courbes; 
inuM  dessein  est  de  les  transporter  aux  surfaces,  et  par  conséquent  de 
chercher  la  nature  de  celles  qui  pourront  couper  sous  des  angles  donnés 
iiMf  intinité  d'autres  surfaces  du  même  genre  et  représentées  par  des 
équations  données  en  termes  finis  ou  différentiels.  Cette  question  con- 
duit naturtdlement  à  une  équation  aux  ditTérences  partielles,  laquelle, 
dans  le  cas  des  trajectoires  rectangles,  est  intégrable  par  la  méthode  gé- 
nérale que  nous  avons  exposée.  Elle  servira  donc  d'exemple  pour  l'usage 
de  cette  méthode,  et  donnera  peut-être  occasion  d'en  découvrir  de  plus 
générales  encore. 

11.  Soient  .r,  y,  z  les  coordonnées  rectangles  des  surfaces  données, 
on  aura  une  é(juation  entre  les  trois  variables  .r,  y,  :■  et  une  autre  quan- 
tité qui  sera  constante  pour  chaque  surface,  mais  (|ui  variera  d'une  sur- 
face à  l'autre,  et  (|ue  nous  appellei'ons  {i'  paiumélic.  Cette  équation  étant 
donnée,  le  Problème  consiste  à  trouver  celle  de  la  surface  qui  coupera 
partout  à  angle  droit,  ou  sous  un  angle  quelconque  donné,  toutes  les 
surfaces  représentées  par  ré(|uation  dont  il  s'agit;  et  il  est  clair  (ju'il  n'y 
aura  pour  cela  (ju'à  faire  en  sorle  ([ue  la  perpendiculaire  menée  à  un 
point  (|uelcon(|ue  d'une  des  surfaces  à  couper  fasse  un  angle  donne  avec 
la  perpendiculaire  menée  par  le  même  point  à  la  surface  coupante;  ainsi 
[ont  se  réduit  a  déterminei'  la  position  de  la  perpendiculaire  à  une  sur- 
face donnée. 

12.  Soit 

(Iz  =  \  dx  +  V  (1)  ■ 

Tequatiou  diiTerciilielle  de  la  siul'acc  pi'oposee,  et  su|)posons  (]ue  la  [ler- 
pendiculaiie  menée  par  un  |)oinl  (luelconijue  de  cette  surface  renconli'e 
le  plan  des  coordonnées  j-,  v  dans  un  |)oint  auquel  rép(Uidcnl  les  coor- 
données a.  h;  il  est  facile  de  voir  qu'eu  nomniant  cette  perpendicu- 
laire /,  on  aura 

/=  ^(a  —  xY  +  ib  —  rY-hzK 

Or.  comme  la  |)('i'|icndi(  iilaiic  ii  une  surface  quelcoU(|ne  doit  être  la 
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|)liis  pt'lilf  o.u  lit  plus  ^Miiiule  de  toiili-s  les  lignes  (|ui  d'uu  point  «luniié 
piMivenl  être  menées  à  la  même  surface,  il  s'ensuit  que  la  valeur  de  / 
devra  être  un  maximum  lUi  un  mininuiin  en  laisaiit  varier  les  cooidon- 
nees  j-,  y,  z  et  regardant  les  (|uantites  a,  h  e(unme  constaules.  Ainsi  l'on 
anr;i  ré(|iiati(in  dillerentielle 

—    rt  —  .r  I  (Lv  —    It  —  y  dy  -+-  z  dz  =  o  ; 
mais  rc(|uali(Ui  à  la  surface  donne 

dz  —  \  dx  -t-  V  d)  ■  ; 
doiK  lin  aura 

[  \  «  —  {  a  —  X  )'\  dx  -^  [\  z  —     l>  —  y  ,]dy^=n, 
don  Ton  lire  les  deux  e(|natiûns 

Xz  —  a-f- «•  =  o,     \ z  —  I) -^- y  =  o, 
lesquelles  donnent 


et  par  eonse(|uenI 


a-=z  X  -\-\Zy     h  ■=zy  -\-\  z, 


f^z^\-h\^+\'. 


Mainleiianl.  connue  dans  les  points  oii  les  deux  surfaces  se  cdupcnl, 
cllo  doivent  avoir  les  mêmes  coordoniu'es,  on  |)ourra  prendic  aussi 
.i,y,  z  pour  les  cocM'données  de  la  surface  ipii  doil  couper  la  pioposée, 
et,  si  l'on  repiesenle  par 

dz  =■  pdx  -^  (jdy 

reijualion  dillerentielle  de  eetle  suiiace,  on  miiii  de  même,  en  nom- 
mant r  la  perpemiiculaire  cl  m,  n  les  coordonnées  qui  déterminent  le 
poiiit  où  cette  |ierpendi(iilaiic  coupe  le  plan  de.s  x  et  j,  on  trouvera, 
<lis-je, 

m^x-^pz,     n-   y-h(/z,     i  —  z  \Ji  +  p' -\- q^ . 

Donc,  si  \\h\  désiiiiie  p;ic  I,  hi  distance  des  denx  points  oii  les  pei-pen- 
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(liciilaircs/et  /  reiicontrt'nt  le  phiii  des  coordonnées  ir,  j,  (»n  ;uir;i 


h  =  \/{a  —  mf-i-ib  —  nf, 
'I,  siil)slilu;iiit  les  valeurs  de  a,  h,  m,  n, 


13.  Or  soil  fjj  l'angle  sous  le(|uel  on  veut  (|ue  les  deux  surfaces  se 
coupent,  il  faudra  (|ue  les  deux  perpendiculairesyet  /■  fassent  entre  elles 
l'angle  o>;  donc,  dans  le  triangle  rectiligne  dont  les  côtés  sont/,  r.  et  la 
hase  est  h,  il  faudra  que  oj  soit  l'angle  du  sommet;  de  sorte  que  par  le 
Théorème  connu  on  aura 

A^  :=  /■'  +  r-  —  ifr  cos'j), 
ce  qui  donne,  par  la  substitution  des  valeurs  de  h,  /,  r,  l'equatiou 


{\  —  pi'-h{\  —  q]'=  i-hX^-h\'-hp'-hq'—  acoswv  i-i-X=  +  Y=v  i  +  p--^q', 
c'est-à-dire,  en  développant  les  ternies  et  effaçant  ce  qui  se  défruit. 


i  -i-  \p  -+-  Y  q  —  cos'»  y  I  +  X'  -I-  Y^  y  I  -h  p'-h  q-  ^  o. 
Cesl  ré(]uali(Ui  (|ui  renferme  la  condition  du  Prohième. 

14.  Lors(]ue  les  surfaces  à  couper  sont  données  par  une  e(|uati(in 
finie,  la  formule  précédente  servira  pour  résoudre  le  Prohième;  car-,  en 
éliminant  le  |)aramètre  par  la  ditrérentiation,  on  aura  une  e(|uation  dil- 
férentielle  de  la  forme  supposée 

(Iz  -  X  rf^  -t-  Y  i(r, 

dans  huiuelle  X  et  Y  sercnil  des  fonctions  connues  de  x,  y,  z-:   alor>. 
l'équalion  des  surfaces  coupanles  étant 

dz  ---  p  dx  -+-  q  (/)  -, 
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il  m-  s";i^niM  (luc  df  truiivei'  r-  l'ii  l'onction  de  x  et  j  d'après  la  (.(iiidition 


'.,  fiant  un  angle  donne  eonstani  on  varialdc 

.     .  ,1:       ,lz 

Ainsi,  en  iiiettani  -.    et  -i-  pour/^  el  r/,  on 

|iosf  ci'tlf  e(|iiation  aux  difl'érenees  partielles  du  premier  ordre 


\insi.  en  mettant  '-.'  et  -n  pour/>  el  y,  on  aura  pour  le  Proltlèine  pro- 


(Ix  dr 


\  -,'    -t-  V  -j-  =  COSf.)  y  I  -<-  \'  -)-  Y 


\/'+(;?x)'+(|) 


Il  en  seni  de  même  lorsque  les  surfaces  a  eouper  ne  scioni  données 
(|ue  par  une  é(|u:ilioii  dillcrentielle,  mais  dans  la(|uelle  le  paramètre 
n'entrera  pas. 

\h.  Mais  cclli'  (■(|ii;itioii  n'rsl  inlci;iiilde,  en  général,  par  aucune  nie- 
lliode  comme:  pour  i|u Clic  le  dcxiciinc.  il  faut  supposer  cos'u  =  o  cl 
par  c(»nsétjuenl  'jj  =  90",  ce  (|ui  est  le  cas  des  trajectoires  reclangles; 
elle  se  réduit  alors  à  cette  forme  plus  simple 

.,  dz       .,  dz 

X  "i 1-1-7-  -t-  I  =  o, 

dx  d}  • 

laquelle  est  suseeptihle  de  la  méthode  exposée  ei-dessus. 

Suivant  la  règle  du  11"  5,  on  intégrera  doue  les  deux  é(|ualions 

\./r  -  dx   -    ...     \  dz  -i  dr  =  n. 

cl.  ;i\;uil  rcduil  les  intégrales  a  la  forme 

A  =  a,     B  =  |3, 

ou  '/  et  [j  sont  les  constantes  arbitiaires,  on  aura 

I    A.  B   =0 

|iour  l'intégrale  de  l'ecpuilioii  proposée,  cl  pai'  ((niseiiiieiil  aussi  pour 
l'équation  linie  des  surfaces  eoiipaiiles,  la  f(uictioii  desii^iiee  par  la  ca- 
rai'lérisli(pn'  K  demeiiraiil  aVI)itrairc. 
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16.  Supposons,  |)oiir  ilonner  un  t'xciiipic,  (|iic  les  surfaces  à  coup»-!' 
soient  dos  spliéroiiles  elliptiques  seniblahlcs  cl  ayant  le  même  centre. 
I, 'équation  finie  d'un  tel  sphéroïde  est,  comme  l'on  sait. 


^  +  ^ 
«•  h- 


a,  h,  c  étant  les  trois  demi-axes  anxijuels  les  cooichumées  x,  y,  :■  sont 
•   supposées  parallèles. 

Comme  tous  les  sphéroïdes  doivent  être  semidahics,  les  rapports  entre 
les  axes  a,  b,  c  seront  constants:  ainsi 

a  =  me,     I)  =  ne, 

m  et  n  étant  des  (|nantilés  constantes  pour  tons  les  sphéronles,  et  c  étant 
variahie  de  l'un  a  l'auti'c;  donc  l'écination  générale  de  ces  sphéroïdes  seia 


oii  c  sera  le  paramétre. 

On  différentiera  donc  en  sorte  que  c  disparaisse,  pour  avoir  l'équation 
différentielle  commune  à  toutes  les  surfaces  à  couper:  et  cette  équation 

se  la 

xdx        ydr  , 

— —  +  ' — -  +  zdz=o, 
m^  n- 

la(|uelle,  étant  comparée  à  la  formule  générale 

dz  —  \dx-Jr  \dr. 


-,     Y 


r 

n'z 


Par  coiisé(jnent  les  c(|iiations  i»  intégrer  seront 


xdz         ,  ydz        , 

h  dx  —  o,       —  ■ — —  4-  ar  =:  o, 

m^z  n'z         •' 


V. 
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It'siHicllcs  sniil  intogi'iihlos  cIkichiic  ni  particulier,  cl  leurs  iulcijraics 
seront 

—  =  a        —  =  3 

Donc  rc(|UiUion  ocncialc  des  surfaces  coupantes  sei'a 

Lois(|ne  les  splicroules  fleviennent  des  sphères,  les  axes  a,  h,  <■  sont 
égaux,  et  par  consé(juenl  m  =  i ,  /?  —  i  ;  dans  ce  cas  l'équation  des  siir- 
l'aces  cou  liantes  sera 


c'pst-à-dirc  nue  c(|uatioii  (|ticl(iini|ne  lioniogène  entre  les  trois  variahlcs 
•r,y.z. 

Or  il  est  aise  {\i'  prouver  (|ue  cetlij  e(|uation  rent'crine  toutes  les  sur- 
laces composées  de  lignes  droites  qui  |)arlenl  du  centre  des  coordonnées; 
car  en  prenant  v  proportionnel  a  a-,  ce  (jui  donne  une  ligne  droite  dans 
le  plan  des  .r  et  y,  on  aura  aussi  r  proportionnel  à  .t,  en  sorte  que  la 
ligue  tracée  sur  la  surface  et  qui  aura  pour  projection  la  droite  dont  il 
s'agit  sera  aussi  elle-iuéme  une  ligue  droite;  celte  projiriété  générale  est 
evideinuieiil  (•(•Ile  ile>  surfaces  coni(pies;  par  consé(|uent  ces  sortes  de 
surfaces  seront  les  seules  tiaiectoires  rectangles  des  spliires  don!  le 
centre  ooincidera  avec  le  soininet  des  cônes. 
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AUX  PRINCIPES  DE   NEWTON. 


(Nouveaiijc  Mémoires  de  t' Académie  royale  des  Sciences  et  Belles- Letlrei 
de  Berlin,  année  1786.) 


La  Théorie  du  mouvement  des  aphélies  est  une  des  parties  les  pius 
importantes  du  Système  du  monde.  Si  les  Planètes  n'étaient  soumises 
qu'à  l'action  du  Soleil,  leurs  aphélies  seraient  immohiles.  Mais  l'ohser- 
vation  a  montré  que  les  aphélies  changent  de  place;  et  il  est  iiatuicl  de 
regarder  ce  déplacement  comme  un  effet  de  l'attraction  mutuel  le  des  Pla- 
nètes. La  détermination  précise  de  cet  effet  est  un  Prohlème  dont  les 
difficultés  n'ont  pu  être  vaincues  que  dans  ces  derniers  temps  jiar  le 
moyen  d'une  analyse  aussi  délicate  que  pénihle  '  .  Si  cette  analyse  ne 
laisse  rien  à  désirer  pour  la  sidntion  complète  de  la  ([uestion.  on  peut 
néanmoins  désirer  encore  une  solution  plus  simple,  plus  à  portée  i\vs 
Astronomes,  une  solution  siirlotit  du  geiue  de  celles  des  Principes  r/ia- 
tliématiques,  et  qui  puisse  servir  de  supplément  ;\  ce  grand  Ouvrage.  Lu 
siè(de  s'esl  bientôt  ecunli'  depuis  ipTil  a  \u  le  jour,  et  un  grand  noinhn' 

(*)  Forez  la  Théorie  des  variali'nis  séculaires,  paiie  ia5  de  ce  volume. 
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il'Aiitfurs  ont  trav;iillc  pour  réchiircir  et  pour  le  compléter;  mais  il  ne 
|iiir:iil  pas  i|ue  les  parties,  (|iii  ont  en  ellel  besoin  d'être  perfectionnées, 
l'aient  encore  été  d'une  manière  propre  à  former  un  véritable  Commen- 
taire. (>  sont  surtout  celles  cjui  traitent  du  mouvement  des  fluides,  et  de 
l'edet  de  l'attraction  mutuelle  des  Planètes,  c'est-à-dire  une  partie  du 
second  Livre  et  pres(pie  loiil  le  tioisième,  où  l'on  ne  trouve  |»lus  cette 
rigueur  et  cette  précision  (|ui  caractérisent  le  reste  de  l'Ouvrage. 

F,es  Problèmes,  (pu'  Newton  n'avait  pu  résoudre  avec  les  secours  que 
•M)ii  siècle  et  son  ifénie  lui  avaient  fournis,  l'ont  été  ensuite  en  grande 
partir  par  li's  Géomètres  de  ce  siècle;  mais  leurs  solutions,  fondées  sur 
cirs  priiicipi's  ditlérents  et  sur  des  analyses  plus  ou  moins  longues  et  coni- 
plicpuM'S.  sont  peu  propres  à  servir  de  suite  à  un  Ouvrage  qui  brille  sur- 
tout par  l'élégance  et  la  simplicité  des  démonstrations. 

(>  .serait  donc  un  travail  très-intéressant,  de  traduire,  pour  ainsi  dire, 
ces  mêmes  solutions  dans  la  langue  des  Principes  mathématiques,  d'v 
ajouter  celles  (pii  nnuujuent  encore  et  de  donner  ainsi  à  la  plus  grande 
piodnctinn  de  l'esprit  liuniaiu  la  perfection  dont  elle  est  susceptible. 

Je  n'aurai  pas  la  témérité  de  nie  charger  de  ce  travail;  mon  objet  est 
simplement  de  préparer  les  matériaux  pour  un  Ouvrage  dont  l'exécution 
ferait  |)(iil-etre  autant  d'Iionneur  ii  notre  siècle  (|ue  l'Ouvrage  même  de 
Newton  en  a  fait  au  siècle  dernier. 

1 .  il  n'y  a  dans  les  Pri/ici/xs  mal/iémalif/iics  (|ue  deux  endroits  relatifs 
au  mouvement  des  aphélies.  L'un  est  la  Proposition  XLV  du  premier 
Livre,  dans  laquelle  Newton  donne  une  méthode  générale  de  délerminer 
le  mouvement  des  apsides  dans  les  oibiles  décrites  |)ar  uwv  force  lenilante 
a  un  point  fixe  et  pnqtortionnelle  à  une  fonction  (iuelcon(pie  de  la  dis- 
tance, lors<pie  ces  orbites  sont  supposées  |)res(pie  circulair'cs;  mais  cette 
méthode  lu'  s'appli(pie  pitiiil  aux  Planètes,  parce  ((ue  leurs  forces  pertur- 
batrices ne  sont  point  dirigées  vers  le  S(deil,  et  lU'  sont  point  exprimées 
par  de  simples  fondions  de  leurs  distances  à  cet  astre. 

L'autre  endroit  est  le  Sc(die  de  la  l'iopdsition  MV  du  troisième  Livre, 
oji  Newton  avance  sans  dénionsliation  que  l'action  récipro(pie  des  Pla- 
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nètes  doit  donnera  leurs  aphélies  un  ntouvoment  direct  en  raison  sescpii- 
plée  des  distances  moyennes,  c'est-à-dire  proportionnel  aux  temps  pério- 
diques. Halley  et  d'autres  Astronomes  ont  adopté  cette  loi  dans  les  Tables 
des  Planètes;  mais  elle  se  trouve  contredite  par  le  calcul  rigoureux  dfs 
effets  de  l'attraction. 

2.  Si  l'Ouvrage  de  Newton  n'offre  pas  une  Théorie  exacte  du  mouve- 
ment des  aphélies,  il  en  contient  néanmoins  le  germe;  mais  la  dillicultc 
de  le  développer  a  peut-être  empêché  qu'on  en  ait  encore  protité.  On  le 
trouve  dans  la  Proposition  XVII  du  premier  Livre,  laquelle  enseigne  à 
déterminer  les  éléments  de  la  section  conique  que  doit  décrire  un  cor|)s 
lancé  avec  une  cei'taine  vitesse  de  projection  suivant  une  direction  don- 
née, et  soumis  à  l'action  continuelle  d'une  force  centrale  en  raison  réci- 
procjue  du  carré  des  distances.  Dans  le  troisième  Corollaire  de  cette  Pro- 
position, Newton  remarque  (|ue.  si  le  corps  se  meut  dans  une  section 
conique  et  qu'il  soit  dérangé  de  son  orbite  par  une  impulsion  quelcon(|ue. 
on  pourra  connaître  la  nouvelle  orbite  dans  laquelle  il  circulera  ensuite, 
en  composant  le  mouvement  que  ce  corps  a  déjà  avec  le  mouvemeni  que 
cette  impulsion  seule  lui  aurait  imprimé;  car  par  ce  moyen  on  aura  le 
mouvement  du  corps,  lorsqu'il  part  du  lieu  donné  dans  le(|uel  il  a  reçu 
l'impulsion  suivant  une  ligue  droite  donnée  de  position. 

Or,  comme  les  éléments  de  la  section  conique,  c'est-à-dire  ses  dimen- 
sions et  sa  position,  ne  dépendent  que  du  mouvement  que  le  corps  a  dans 
un  lieu  quelconque,  il  s'ensuit  que  TefTet  de  l'impulsion  qui  dérange  le 
corps  de  son  orbite  ne  consistera  qu'à  changer  les  éléments  de  cette  or- 
bite, et  qu'on  pourra  toujours  déterminer  ce  changemeni  par  la  Propo- 
sition dont  il  s'agit;  et.  si  les  dérangements  sont  continuels,  ou  aura  les 
changements  continuels  des  éléments  par  la  même  Proj»osilion. 

Mais  ou  peut  regarder  les  forces  perturbatrices  cpii  résulteul  de  l'at- 
liaclion  mutuelle  des  PlanètesMomme  des  Impulsions  instantanées  i-l 
coiilimielles,  qui  dérangent  l'orbite  (pie  clnupu'  Planf'te  décrirait  sans 
elles  autour  du  Soleil  ;  par  consecpu'Ul  (Ui  peut  déduire  de  la  Proposition. 
i\[\v  nous  venons  de  citer,  la  metlidde  geueiale  de  déterminer  les  varia- 
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tioiis  dos  élomenls  des  Plaiù-lt-s  vl  piiiicipalement  celles  des  excentricités 
et  des  aphélies. 

(>  n'est  pas  (|iie  Newton  n'ait  entrevu  lui-même  l'usage  ((u'on  pouvait 
l'aiie  de  celte  Proposition  poui'  déterminer  les  déraiii^ements  des  Pla- 
nètes; car  il  ajoute  dans  le  Coiollaire  (|ualrit'me  (|iie,  si  le  corps  est  con- 
tinnellcinenl  tioulde  dans  sa  révolution  pai'  (fuehiue  force  (|ui  lui  soit 
imprimée  extérieurement,  on  connaîtra  à  peu  près  la  courbe  (|u'il  dé- 
crira, en  prenant  les  clianticmenls  (|ue  celte  l'orée  produit  dans  plusieurs 
points  (|uelcoU(|ues,  et  en  estimant  par  l'ordre  de  la  série  les  change- 
ments continuels  dans  les  lieux  internu'diaires.  Mais  celte  manière  d'en- 
visagei'  le  Pinhli'me  serait  peu  exacte,  et  s'apprK|iierait  dinicih'ment  aux 
Planètes  en  tant  (|u'(dles  sont  dérangées  par  l'actittu  continuelle  de  leur 
allraction  récipro(|ue.  Aussi  personne,  (|ue  je  sache,  n'a  cherché  à  faire 
celle  ;ipplicalion,  ni  il  déduire  des  ïliéori'mes  de  Newton  une  Theoi'ie 
i|ni  en  découle  iiaturellem'enl. 

S.  Nous  commemerons  |)ar  rappeler  la  construction  qu'il  donne  [»oui' 
déterminer  la  section  coni(jue,  lorsqu'on  connaît  la  vitesse  et  la  diicclion 
dans  un  point  donne. 

Que  Psoil  ce  point    /ii(.  i  ,  et  que  le  corps  eu  pai'te  suivant  la  direc- 


Fig. 


lion  m  et  avec  une  vitesse  capalde  de  lui  faire  decriic  la  petite  ligne  PH 
dans  un  espace  de  temps  iniinimeut  petit.  Que  dans  le  même  temps  la 
force  centripète  tendante  au  foyer  S  lui  fasse  décrire  res|)aee  QR;  ayant 
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mené  PT  pi'i'ptMKlifulaii'e  sur  le  r;iyon  SR,  on  aura  d'abord  pour  le  para- 
mètre de  la  seetion  conique  l'expression  -^  i  en  supposant  que  les  li- 
gnes PT,  QR  soient  diminuées  à  l'infini  (voyez  le  Corollaire  second  de  la 
Proposition  Xlll  du  premier  Livre j. 

Or.  si  du  foyer  S  on  tire  la  perpendiculaire  SX  à  la  tangente  RPjN,  on  a 

PS  :  SN  =  PR  :  PT, 

donc 

PKxSN 

par  conséquent  le  paramètre  sera  exprimé,  en  général,  par 

SN ' X  Pr' 
Ps'  X  QR 

Ainsi  l'on  connaîtra  d'al)ord  le  paramètre  de  la  section  conique  que  le 
corps  P  tend  à  décrire;  car  dans  un  temps  donné  PR  est  comme  la  vitesse 
et  QR  comme  la  force  centripète  en  P;  de  sorte  que,  puisque  la  force 
centripète  est  en  raison  de  la  masse  attirante  divisée  par  le  carré  de  la 
distance,  si  l'on  nomme  M  celte  masse  et  Y  la  vitesse  en  P,  le  paramètre 

sn'xv^ 

sera  comme  — ii 

M 

Pour  avoir  la  valeur  absolue  de  ce  paramètre,  il  sutlira  de  le  rapporter' 

à  celui  d'une  orbite  connue.  Par  exemple,  en  considérant  le  niouvemenl 

moven  de  la  Terre  autour  du  Soleil  dans  une  orbite  supposée  circulaire. 

il  n'v  aura  qu'à  exprimer  la  perpendiculaire  SN  en  parties  de  la  distance 

movenne  du  Soleil,  la  vitesse  V  en  parties.de  sa  vitesse  moyenne  et  la 

masse  M  en  parties  de  sa  masse;  alors  la  formule 

sn'x  y 

M 

donnera  le  parami'Ire  clierilie  <'ii  parties  de  la  inénie  dislance  moyenne. 
Pour  avoir  les  autres  éléments  de  l'orbile.  on  fera,  suivant  la  Piopusi- 
V.  77. 
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lion  XVll  (lu  uuiiii'  Li\ If.  l'angle  RPH  fgal  au  conipIt-nuMit  à  deux  droits 
•le  l'angU'  RPS,  et  l'on  aura  ainsi  la  position  di'  la  ligne  PU  (jui  passera 
par  l'antre  lover  H.  Pour  déterminer  la  longueur  !'ll,  on  tirera  SK  per- 
lieudicniaii-e  à  Pli,  et,  nommant  L  le  paramètre  déjà  eoiinu,  on  fera  eetle 

pi'oportion 

SP  +  PU  :  PII  =  -'  SP  +  2  kP  :  L. 

Ainsi  PU  sera  donnée  tant  de  longueur  que  de  position,  et  la  section  eo- 
ni(|ue  sera  par  là  entièrement  déterminée. 

\.  Tcllf  est  la  lonsliuction  donnée  par  Newton;  on  peut  la  siniplitii-r 
un  piu  en  considérant  (jue  l'angle  SPN  est  égal  à  l'angle  RPR,  pnis(iu'ils 
sont  l'un  et  l'autre  compléments  de  l'angle  SPR  à  deux  droits,  (|ue  par 
conseipient,  si  l'on  mène  la  perpendiculaire  YPF  ;i  la  drt)ite  NPR.  l'ile  di- 
visera en  deux  pallies  égales  l'angle  SPH,  ainsi  (|ue  la  droite  SG  tirée  du 
point  S  |)arallèlement  à  la  droite  NPR  et  terminée  à  la  ligne  PH;  d'où  il 
est  aisé  de  coin  dure  que  SF  sera  égale  à  PN,  SG  égale  à  2PN,  PG  égale 
à  PS;  donc 


don 
et 


SG      ou    4PN=SK  +KG  =Sh   +PS  — PK 

=  SK'-l-PK'-aPSxPR-l- PS'  =  2PS'— ?PSx  PK; 

PS><PK=  PS  -?PN\ 

PS  X  (  PS  +  PK  1  =  2  ps'  -  9.  pn'  =  ?.sn"  . 


Substituant  donc  dans  la  proportion  donnée  par  Ncwloii  pouiSP-hKP 


I         ^SI^        Il     I     •       I 
sa  valeur  — j,^  -,  elle  deviendra 


SP  +  PU  :  PH  = 


4SN 


L; 


d'oii  l'on  tire 


4SN  XPH_  _.  .^^/j . 

SP  +  PH)XSP~^^^    IsP       SP  + 


PH 
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Pi  (le  lit  on  ;uir;i  direclemeiit 


SP  ^  PH       SP 


4SN 


ce  qui  doiiuf  It'  grand  axe  SP-i-PH,  ainsi  (|iie  la  lungueiir  de  PH  en  (|M;iie 
tites  eonnues. 

5.  On  peut  au  reste  déterminer  la  position  de  l'autre  foyer  H  d'une 
manière  plus  directe,  que  nous  donnerons  ici,  parée  qu'elle  nous  sera 
utile  pour  notre  objet.  Elle  consiste  à  trouver  la  valeur  de  la  ligne  Hl 
' fig-  2  ,  menée  du  foyer  H  perpendiculairement  au  rayon  SP,  ainsi  que 
la  valeur  de  la  partie  SI  de  ee  ravon. 


Pour  cela  on  considérera  que,  puisque  HI  est  perpendieulaiic  sui-  SP, 

comme  SK  est  perpendiculaire  sur  PH  dans  la  //o.  r,  l;i  |iriqi(Mliou  dr 

Newton 

SP  -H  PH  :  PH  =  2SP  -H  2  KP  :  L, 

étant  transportée  à  \à  fig.  2,  deviendra 

SP-f-PH.PS^  sPH^  -PI:  I,: 
mais 


donc 


PI  =  PS -SI; 
PS  -r-  PH  :  PS  =  7  PS  -h  PH  -  SI   :  L. 

d'où  l'un  tire  ;iiseuient 


SI 
PS-hPH 


L 
aPS' 
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M:iintriiiint,  si  E  est  le  poinl  où  la  ilroitt'  PF  qui  coupe  l'augle  SPH 

fil  ilfu\  parties  éf^ales  reiieontre  la  droite  IH,  on  aura  par  la  propriété 

«•oniuii- 

l'l:IE     PU  :  KII  =  PI -t- PII  :  IH  : 

mais  Pli;  étant  perpendieulaire  à  Pli.  le  liiaiigie  IPl]  sera  siinhlaliie  au 
triangle  NSP.  il  l'on  aura 

PI:  II-:     ;iN:M'; 

(railleiirs  |)ar  la  propurlioii  (loniiéc  |»Uis  haut  on  a 


a  PS 

(loue. 

snlislitiiaiil  ( 

■es  valeurs,  iMi  aura 

?.Ph 

.l-uii 

l'un  lire 

IH              NPxL 

:IH, 


PS-+-PH        .PSXSN 

Or  la  valeur  tlu  grand  axe  PS-(-  PH  est  déjà  (,'onnue  par  l'expression 
trouvée  dans  le  n"5;  donc  on  aura  aussi  les  lignes  SI,  IH  en  quantités 
tontes  connues. 

<i.   (ionsidcrons  iiiaiiilcnaiil  l'eirel  des  l'orces  perliirliatiices. 

D'altonl.  (iiiclles  que  soient  ces  l'orces  dans  le  lieu  P,  on  peut  les  ré- 
duire par  la  decoiiiposition  a  trois,  dont  l'une  agisse  dans  la  direction  de 
la  tan^fciilr  V\{.  l'aiilif  agisse  dans  la  direclion  P\'  perpendiculaire  à  la 
tangente  dans  le  |dan  SPil  ipii  passe  par  cette  tangente  el  par  le  lover  S, 
et  la  Irnisièiiie  agisse  [»erpeiidiciilairenienl  à  ce  |)lan. 

Il  est  clair  que  la  preiiiieie  de  ces  torces  n'aura  d'eUcI  (|ne  sur  la  vi- 
tesse du  corps,  ipic  la  seconde  et  la  troisième  n'en  anrmit  (|ne  sur  sa  di- 
rerlion,  et  en  particulier  la  seconde  y  |»rodnira  une  déviation  dans  le  plan 
de  la  laiiiiciile  el  dii  tu\er.  el  la  troisii-iiie  v  piodiiiia  une  devialimi  per- 
pendiculaire an   même   plan.  Or.  ce  phin  étant  cidiii  de   l'Drliile  (pie  le 
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corps  décrirait  sans  les  forces  perturhalrices,  il  s'ensuit  que  la  troisième 
(les  forces  dont  il  s'ai^it  ne  fera  que  changer  la  position  de  l'orliite.  tan- 
dis que  les  deux  premières  en  changeront  la  figure  même.  D'uii  Ton  peni 
conclure  qu'il  est  permis  de  considérer  séparément  l'effet  de  ces  deux 
forces  réunies  et  celui  de  la  troisième  force;  l'un  consistera  à  faire  varier 
le  paramètre,  l'excentricité  et  la  position  de  l'aphélie:  l'autre  se  réduira 
il  faire  varier  l'inclinaison  et  la  lii^ne  des  nœuds  |)ai'  rapport  à  un  plan 
fixe.  Newton  a  donné  dans  la  Pr(qiositiou  XXXl  du  troisième  Livre  rt 
dans  les  suivantes  la  méthode  de  déterminer  ces  dernières  variations  re- 
lativement à  la  Lune;  cette  méthode  est  générale  et  s'appli(|ue  facilemenl 
aux  Planètes;  elle  contient  de  plus  les  principes  nécessaires  pour  la  dé- 
termination des  autres  variations  (|iie  Newton  n'a  point  examinées  èl  (pii 
font  l'ohjet  de  ces  recherches,  (l'est  ce  (|ue  nous  allons  développer,  pour 
remplir  autant  qu'il  est  possible  le  plan,  que  nous  nous  sommes  propose, 
de  faire  naître  des  Théories  données  |)ar  Newton  celles  (|ui  iiianqiieiil  en- 
core il  son  Ouvrage. 

7.  Supposons  (|ue  la  force  perturliatrice  suivant  la  tangente  PR  Ji^.  i. 
page  j68j  soit  i»  la  force  centripète  en  P  comme/ii  i ,  et  que  la  force  per- 
turhatrice  suivant  la  perpendiculaire  PV  à  la  tangente  soit  il  la  méine  foice 
ceiilripl'te  coiiiiiieg  il  i  ;  comme  ces  forces  sont  toutes  de  la  iiiéme  iialure 
cl  (|ue  UQ  est  l'espace  que  la  force  ceniripèle  fait  décrire  d'un  niciiivr- 
mciit  accélère  dans  le  temps  <|ue  le  coriis  avec  la  vitesse  qu'il  a  en  P  dé- 
crirait nnifiirnienient  la  ligne  PU,  il  s'eiisuil  que  /  ■  RQ  et  ^  HQ  se- 
ront aussi  les  espaces  ipie  les  forces  perturhatrices  feront  décrire  dans  le 
même  temps  d'un  iiioiivemenl  accélère  dans  h-s  directions  PR  et  P\  .  Mais 
on  peut  supposer  que  les  vitesses  imprimées  par  ces  forces  durant  ce 
leiiips  sdieiil  inipiiiiiees  dans  le  premier  instant  ;  alors  les  espaces  decrils 
en  vertu  de  ( es  vitesses  seront  donldes.  comme  l'iui  sait  par'  la  TliiMU'ie 
de  (jalilee.  cl  le  corps,  au  lien  de  di'ciire  iiniloiiiiciiienl  la  ligne  PH.  dé- 
clara  iinildi' iiieiil  dans  le  même  leiiips  la  li^rie  IV,  lelle  qui' 

P  /  =  PK  -*-  >  /  X  iiO     et      I!  /•  =  >.g  X  K(j, 
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l'ii  .siippnsiiiil  la  pt'lilc  ligne  Kr  ix'rpciKliciiliiii'c  ii  PU.  De  soiit-  (luc  Ih 

liiiigciilc  M'U  sera  Iransporléi'  en  nVr,  <!  hi  |)(  rpciidieulaire  S.\,  dcve- 

,...,,  •     ^.  K/xPN    .  ,  , 

liant  S//,  si'ia  iliminuec  de  la  partie  y  m  =  — ^^^ —  ?  a  eanse  des  tnaiii-les 

seinhialiles  KPr  et  M'/«. 

D'oi'i  il  snit  (|ue,  pour  tenir  eoniple  des  foires  perlnrbatriees  dont  il 
s'agit,  il  n'y  aura  qu'à  mettre,  dans  la  eonstruction  donnée  dans  le  ii"  li. 


il  la  plaie  ilr  V\\.  v\ 


il  la  pian-  de  SN. 


SN 


PR-h2/x  KQ 

agXPNx  RQ 
PR 


S.   DiiiH-,  l'ii  jiirinicr  lieu,  le  paramètre  L  de  la  sectiuii  eoiii(|ne,  (iii'on 

.,  ,  .    SN'  X  PR'      ,     .       ,  .,   ,,.       , 

.1   Innive     .5'  égal  a ^ -,   deviendra  par  I  ellel  des  lorees  iM'itiir- 

PS  xQR 
l)atriees 

^g,_^^xPNxRQy   p,^^^^^,^^^ 

Ps'  x  QR 

par  r(iii->i'(|iient  rinerement  du  paramètre  sera 

(sN--gxP^X«Q)\pR-../xRQr-SN'xPR' 
Ps'  X  QR 

e'est-à-dire.en  développant  les  termes  du  numérateur  et  faisant  allciilioii 
r|iii'  la  fli-ilic  OR  est  inlinimeiit  plus  petite  que  la  tangente  l'R. 

SN   X  4/ X  PR  X  RQ  -  PR  X  4g  X  SN  X  PN  X  RQ 
PS'  X  QR 

I  T  qui  M'  ri'diiii  a 

4./'x  SN  -  4gx  PN)  X  SN  X  PR 

ps' 
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Ainsi  le  paramôlre,  qui  sans  les  forces  pertiirltatiices  sciait  L.  ilcvicndia 
par  l'action  de  ces  forces 

,       47'xSN-gxPN)xSNxPK 
PS 

!(.  On  peut  (Irlcniiincr  ilc  mciuc  la  variation  du  grand  axe.  (.'.av.  ((innuc 
dans  l'ellipse  cet  axe  est  toujours  égal  à  la  somme  des  distances  aux  foyers 
SP  -(-  PH,  si  on  ie  nomme  A,  on  aura,  par  la  formule  du  n"  i, 

j^_  j L_ 

A~SP       ^sN^- 

Or  la  distance  SP  étant  donnée  demeure  la  même;  mais  les  (piaiililés 
L  et  SN  deviennent  par  l'action  des  forces  perturbatrices    5  et  (> 

4,  /"X  SX  -  g X  PN)  X  SX  X  PR       ^,-       2gxPXxKQ 

PS  *^*^ 

donc  le  terme  -^^^r  de  l'équation  précédente  deviendra 

4SN" 

^^     4  fx  SX  -  g  X  PN  )  X  SX  x  pk 

PS 


;  (sN  - 


XPNXKQ\' 
PR 


c'est-à-dire,  en  devclopj)ant  les  termes  et  négligeant  vv  t\[\'o\\  doit  négli- 
ger à  cause  de  la  (piautité  PH  intiniment  petite  l'I  de  la  RQ  iniininiciil 
plus  petite  que  PR. 

L  /XPR       g  X  PX  X  PR       LgxPNxRQ 

4SX'  Ps'  PS'xSN  SX'xPR 

Mais    () 

_  sn'  X  pr'. 


PS  xrq 

donc 

LxRQ^^'^r'^^ 

PS 
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>nl)slilii;tiil  (■.'ll.'valfiirdims  ic  dn  nier  Icnnc  de  l'expression  préefHleiite. 

,  ,    .       ,       L  /xPR       1 

,■■•  leiiiie  (letniiiM  le  preceileiil.  et  elle  se  réduira  a  -^rr  -1-  ■  — »     "i    "«* 
'  4SN  PS 

-orie  (lue  ^-^^  sera  l'iimeuieul  de  la  (|uautilé  ^r— :;  par  conséquent 
■L^^  sera  le  deereuu'iil  de   '  •  |iuisi|ue  le  lernie  ^,  demeure  invariahle. 

ps' 

I  /'  X  PH 

\iusi   la  «niaulile    '     deviendra    .    —  "^  .^^,-    ,    el    par   conse(|ueiil    la 
'  \  A  PS 

«luaiitile  A  deviendra 


ou  bien 


I         /XPK        "•■""■■  /XAXPR 

-T--      —.  '-- =^ 

^  PS  Pï^ 

e'est-ii-dire,  à  eause  de  PR  iulininuMil  petite. 

y  X  A'  X  PK 

PS 

D'où  il  s'ensnil  que  le  grand  axe  de  l'orliite.  (|ui  sans  les  forces  peiUir- 
batricps  serait  A,  sera  augmenté  par  l'action  de  ces  forces  de  la  quan- 
...   f   ^  A'XPK 
PS 

10.  N'iiyous  uiainlenant  les  iliaiii;(,'umjils  (|iu'  celte  inèuie  action  doit 
priidiiire  dans  l'excentricité  de  l'orbite  el  dans  la  position  même  du 
;;rand  axe. 

Il  est  clair  (|ue  loul  se  réduit  ii  déterminer  ceux  (|ui  eu  rcsiillenl  dans 
le  lieu  du  second  lover  H. 

D'alnud ,  puisiiue  le  grand  axe  .\ ,  dont  nous  venons  de  doterniinei' 
la  variation,  est  égal  à  la  sinnme  des  deux  ia\f)ns  PS  et  PH ,  et  (|ue  le 
lason  i'S  est  constant,  les  points  S  et  P  étant  censés  donnés,  il  s'ensuit 
ipn-  la  variation  de  A  sera  aussi  celle  de  la  ligne  PH;  par  consé(|uenl 
celle  ligne  recevra  par  l'action  des  forces  perturhalrices  une  augnu'ula- 

tion  ex|)rimee  |»ar  la  quantité  y  X 

PS' 
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Ensuite,  comme  l'angle  SPH  est  toujours  le  complément  à  deux  dmils 

du  double  de  l'angle  NPS  fait  par  le  rayon  et  la  tangente,  le  premier  de 

ces  angles  augmentera  d'une  ([nantité  double  de  celle  dont  le  second  sera 

diminué. 

Or.  la  tangente  M'  ctaiil  ti'ansportee  par  l'action  des  lurces  perUirlia- 

irices  en  «P.  en  sorte  (|ue  la  perpendiculaire  SN  devient  (7 

il  est  clair  que  l'angle  NPS  se  trouvera  diminué  de  l'angle 

N/nNS  — nS_       JtQ 
■PN"~       PN        ^""^  Pk' 

dnuc.  puis(|ue  '3; 

RQ  _  Sn'x  PR 
•'«^    LxI'S'' 

l'incrément  de  l'angle  SPH  sera  es4irinié  par 

sn'  xPR 


-igx 


LxPS 


11.   Ainsi,  dans  le  tiiangle  SPH,  le  coté  SP  étant  constant,  le  côté  PH 

.      .,     ,     A^xPR     ...        ,    ^n„                .      .1     ,         Sn'xPR 
augmentant  de/ X -^i^:^ — »  et  I  ana;le  SPHaui;inenlant  de  j^X — ^, 

PS  ''  "  "        LxPS 

il  s'agira  de  déterminer  les  variations  du  côté  SH  et  île  l'angle  PSH;  l'unr 
sera  la  variation  de  l'excentricité  et  l'autre  celle  du  lieu  de  l'aplielif. 

Comme  ces  variations  sont  intiniment  petites  à  cause  de  la  PU  sup- 
posée infiniment  petite,  on  pourra  les  considérer  chacune  à  |)arl.  d  la 
somme  des  variations  partielles  sera  la  variation  totale. 

Ainsi  : 

i"  Ayant  IJig.  "3j  pris  dans  le  prolongement  de  Pli  la  partie  intini- 

■V-  X  PK 

ment  petite  U/t  — /x      J_. —  et  mené  la  S/(.  ainsi  inic  la  11/  perpen- 
l'S 
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iliciiliiiif  Mil- SU,  lin  aura  tli  pour  riiicri'mout  «le  SU,  cl  /(SU  |i(Uir  celui 

<lc  l'aiiijlf  PSll  fil  vi-rUi  de  riiicrcmtiil  //Il  du  (  iMc  IMl. 


lie-  ^- 


f 


\\;iul  aliaissc  la  pcrpoudiculairc  PL  sur  lo  côlc  SU,  les  lriani;lt's  si  lu- 
idaldr^//il/,M  l'ill.  donuenuil 

'''  =  -pH~'     '"  =  — PlT— '^ 

cl.  connue  ^,  ou  ^ri  est  la  mesure  de  l'aniile  iuliuiinenl  nelil  /;SH,  cet 
S(  on 

\\\v^h  sera  exprimé  par 

PL  X  h  H 
SH  X  Pli 

Donc  rinci-emenl  de  SH  sera 


/x 


A»2<^LH  X  PR 

PII  X  Ps' 


•I  celui  de  l'aiinle  PSH  sera 


A'XPLxPK 
SU  x  PII  X  Ps' 


■j"   Ayant  lin-  la  lii^ne  Vli  ei;ale  ii  la  PH    ///,'.   'i   ,  l'I  laisanl  avec  elle 

l'angle  intiiiiiueiil    pelil    HP//  —  '\g— ^^,    la   li-^ue   S//  sera   ce  (|ue 

L  X  PS 

devieiil  hi  SU  par  la  \arialioii  de  l'aui>le  SPH.  Si  donc  on  aliaisse  la  per- 
peinliculaire  11/ sur  SU,  on  aura  ///  pour  l'increuienl  de  SU  cl  ^tt;  |)onr  le 
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(Icciéiiiciil  (le  l'imi^lo  PSH.  Or.  ;i\;iiit  joint  la  H/i  el  abaissi'  la  iicriiciidicii- 

Fig.  /,. 


laiiv  PL  sur  la  l)ase  SH,  on  a  io  triani;lc  infininienl  petit  /i\ii  sciiiMahIr  an 
liianglc  PHL:  par  conséquent 

PLxHA        .„       LHxH// 
//(  = iTTî —  »      m 


PH 


PH 


ii/r 


Mais,  -pïj  étant  la  mesure  do  l'angle  HP/*,  on  anr; 


"% 


H^  =  4g-x 


SN"  X  PH  X  PU 


.  LxPS 
Donc  l'incrément  de  SH  sera  exprimé  par 

sn'xplxph 

4ê-x- =, — , 

LxPS 

et  le  décrément  de  l'angle  PSH  le  sera  par 

SN   xLHx  PR 


4s- X 


4SN 


LxPS   XSH 


SP  -(-  PH    X  SP 


1         u  f        •      .  •     1-        /-r      '^X  PS 
linii  (lu  II"  +,  c  est-a-(lire  (7)  ^-p,,-    >  on  aur; 


lu  liien.  eu  mellaiil  pour  i^|— sa  valeur- 

l'S 
PH 

A  X  PL  X  PU 

^^     prix  PS 


tirée  de  l'eiiiia 


73. 
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|Htiir  l'iiiiiciiiciil  (II'  Sll,  cl 

^  A  X  m  X  PR 

^  ^  SH  X  PH  X  PS 

|Miiii  If  (IrcifiiieiU  (le  l'angle  PSIl. 

Dr  MMlf  (|iii'.  rétinissaiil  les  incrémeiils  cl  les  décréiaeiils  des  iiièiiies 
(|iiaiilile>  (lus  aux  varialioiis  de  l'H  el  de  l'angle  PSH,  on  aura  entin  pour 
riricicnicMl  lolal  de  la  lii-ne  SU 


^       \=xLHxPH 

/X — » 

PH  X  PS 

el  |)()ni'  eeiui  de  l'angle  PSIl 

A»  X  PL  X  PK 


A  X  PL  X  PH 
PH  X  PS     ' 


/X 


A  X  LH  X  PR 
j'       ^^SHxPHxPS' 


SH  X  PH  X  PS 

!,;i  |)reiiiiéit'  de  ces  deux  (|iianlitcs  re})resenlcfa  la  variation  du  d(jnl)le 
de  rcxceniricite  es  [fig-  ii  pi'ge  jGi^j.el  la  seconde  exprimera  c(dlc  du 
lien  de  l'aijludie  I). 

12.  La  nianii're  dont  nous  venons  de  déterminer  ces  variations  est 
ctdie  (|ui  se  présente  naturellement  d'après  la  construction  donnée  par 
Newton;  mais  on  y  peut  parvenir  |)lus  Cacilement  |)ar  les  formules  ([ue 
nous  avons  trouvées  dans  le  n"  5. 

(]es  formules  sont,  en  mettant  A  pour  PS  -i-  PII  [Jig.  2,  page  571  ), 


SI L^       IH         L         NP 

A  ""'       ol>s'       A    ~~'  2  PS  ^  SN  ■ 


Ainsi 


SI 


r"  (loinnie  PS  est  censée  conslaiilc ,  rincreincul  de   ^   ''t''"*'   ''Hi'''  '' 

pc'  en  rcpréseutaiit  par  /  l'incrément  de  L;  mais  cel  inciéiuent  a  été 

trouvé  dans  le  u"  8  de 

4 (/x  SN  -  g  X  PN )  X  SN  X  PR . 

ps' 
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ilonc,  substituant  tctte  quantité  pour  /,  on  aura  rincrémont  de  ^^  égal  à 
2(/X  SN  -  gX  PN)  X  SN  X  PR 

ps' 

ÎH 

2°  L'incrément  de  —  sera  exprimé  par 


rnm       NPX   —  Nmri 

F"  SN=  J' 


NP  /  L     Inm       NPX   —  Nm 

SN  ^  ÏPS  "^  iPS     SN" 


puisque  nm  et  —  Nm  sont  les  incréments  des  lignes  NP,  SN  {Jig.  i, 

page  568);  je  donne  à  N/n  le  signe  —,  parce  que  c'est  la  quantité  dont 

SN  diminue,  au  lieu  d'augmenter,  par  le  changement  de  position  de  la 

tangente  NR.  Or  il  est  clair  que  les  triangles  semblables  NPw  ei  //S//< 

donnent 

NP  :  NS=  N/n  :  nm, 

et  par  conséquent 

NSxNm 

de  plus  on  a  trouvé  dans  le  n°  7 

PNxK/  o„^nn- 


d'ailleurs,  puisque 


SN   xPR 


PS  xQR 


LXPS 


Ainsi  la  seconde  partie  de  la  valeur  de  l'incrément  tlont  il  s'agit  se  ré- 
duira (l'abord  l\ 


L    /  .  NP  .       -, 


:»■!  THÉORIE  GÉOMHTUigri: 

un  |,i,-ii.  a  (  iiiisc  .le  SN'  ^  NP^^  Sp\  à 
L  X  l'S  X  N  m 


?.NPXSN 


■I.  Niclliint  [iiuir  N//J  sa  valciii 
:'irxPNxKQ 


PR 


1       ou  hit'ii 


;.XSN"  X  PN  XPR 
L  X  PS' 


■\\i-  ili'V  iciiilia 


xPR 
PS 


A  l'c^aid  (le  la  |)iciiiitML'  pallie  de  la  iiièinc  valeiir,  il  ii'v  a  (|ii'ii  v  siili 
>liliici-  l;i  valeur  de  /  déjà  trouvée,  ee  (|ui  la  eiiaiiiic  en 

2;/x  SN  -  gX'SP}  x  NP  X  PR 

ps' 

Doue  la  valeur  lolale  de  i'iueréuienl  de  — -  S(,'ra 


pj/xSN-^^xPMxPN  ^  Q -1  ^  p,,^ 


el  celle  expression,  à  eause  de  PS  ^=  SN   +  NP  ,    peut  encore  se  eiiau- 
;;ei-  eu  celle-ci  . 

I  !/x  SN  ~gx  PN  )  X  PN  +  (fx  PN  +  g-X  SN  )  X  SN  I  -!^  • 

PS 

13.  Si  l'on  voulait  comparer  ces  lormules  avec  celles  (|u"ou  a  Irou- 
vées  dans  le  nuuiéi-o  précédent,  et  en  montrer  l'accord,  on  y  parvien- 
drait lacileineut  en  employant  le  calcul  algébriciiu'. 

Soit  /le  rayon  SP,  K  la  distance  des  loyers  SH,  9  l'angle  PSll,  0  l'an- 
H\v  Plis  el  f/s  le  |(elit  espace  parcouru  Pl{  ;  il  est  aisé  de  traduire  les  for- 
iiHilo  du  n"  1  1  en  celles-ci,  diins  les.pielles  j'emploie  la  caracléiisrKiue  n 
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(MUir  iiprcseiiler  les  incréments  reliitil's  aux  varialions  des  éléiiuMil-  «le 
l"(>il)ile, 

„\-cosOcls  AsinQds        ^  ■A-sinôds  .\cos6(/s 

(les  l'ormules  donnent  directement  les  transformées  suivantes 


^  -,    .               .\=  sin(9  H- 6)</«          \cosio -^- Q}ds 
à  Esuio.^/ 1.^5 g ■- , 


ô  ;  E  cos  o  1  =  /" 


A'cosfç  +  0)  f/*         A  sin((j) -i- 6)  f/i 


Mais  la  somme  des  angles  g- et  5  étant  le  complément  à  deux  dioii^  di 
~        j  I 

l'angle  SPH,  si  l'on  nomme  ce  dernier  angle  i},  on  a 

sin(9 -(--9)  =  siin}',     cos(9 -)- 6)  =  —  cos'j*; 
par  eonséqiieal  on  aura 


âiEsinoi  =/ 


A'  sin  vp  (/s  A  cos  (J^  ds 


ô  ECOS91  =  —  f- 
Of  on  a  trouvé  dans  le  n"  !) 


A-  cos  ({y  ds  A  sin  A  ds 


à.\  ;=  /  — ~  ; 


ainsi  I  on  aura 


^  ^  E  cos  «\  „  A  cos  'i  ds  si  mj/  (/i        „  E  cos  »  </i 


Si  iiiaintenani  on  nomme  R  le  layoïi  IMI,  on  aura,  par  la  |)io|>iiéte  connue 

A  — » -)   K, 


.Ï8i  THÉORIE  GÉOMÉTRIQUE 

.1  l'oii  pouiTii  mettre  les  éciiiations  précédentes  sous  la  forme 
JEs\no\       fsin<]>+gcos'\i   ,        ^Esin9  —  Ksin^   ,^ 

.  /  Eooso\       _  /cost}/— ffsirnj/  ^^  _     ECOS9+ Rcosi);  ^^ 

Or  dans  le  triangle  PSH  on  a  évidemment 

Esiiio  —  Rsinij^  ^:  o,     E  C0S9  -+-  K  cosi];  =  '■; 

ô  ('l£i!Li\  =  /sintj/  +  g-cos4/  ^^^ 


don 


^/'Ecoso\_      /il  +  cos4')  —  g'sinil' 


,  /Ecoso\ 


ds. 


Kiilin  on  sait  (|ue  l'angle  '|  ou  SPH  est  le  coniplémeni  à  deux  droits  du 
douille  de  l'angle  NPS;  de  soi'te  (ju'en  nommant  '»  ee  dernier  angle,  ou 
au  la 

siu']/  =  sinaoj  =  asinw  cosoi,     ces 4*  =  —  cosao  =  sin'w  —  cos^c), 
I  -+-  cos'\i  =  asin^f.); 

par  ees  substitutions,  les  é(|uations  trouvées  en  dernier  lieu  devieudioni 

,/Esino\        2 /"siiiw  cosw -t- /ï(sin-co  —  cos'i»     , 

0  ^— -j  ^  -^ ^ ^ ./..       , 

^/Ecoso\  2/ sin'w  —  ag-sinw  cosw    , 


ou  DU'U 


./Esino\        fsinrj)  —  gcosM  ,         fcosot  -h  esinrj>    . 

o  (  j— ^  I    =  ■' ;— ^ ces  W  fis  -+-   -i ;— E SOI  ',)  f/.ï, 

,/Ecosa)\               f sino)  —  fi-coso    .        , 
o  I  — - — -  1  =  —  2  ^ —H- sni  01  as. 

Il  est  visible  (|u'ou  a  dans  la//^.  2,  page  371, 

SN  PN 

IlI^Esin»,     Sl=Ecos<p,     ;Tp=siiieo,     ^  —  cuso; 

ainsi  les  formules  prérédentes  sont  identiques  avee  celles  du  u"  12. 
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14.  On  peut  au  reste  mettre  ces  formules  sous  une  forme  plus  simple, 
en  réduisant  les  forces  perturbatrices  à  la  direction  du  rayon  et  à  la  per- 
pendiculaire à  ce  rayon. 

Supposons  donc  ces  forces  réduites  à  deux,  l'une  suivant  PX  et  l'an  Ire 
suivant  PT  [fig.  i,  page  568);  que  la  première  soit  à  la  force  centripète 
en  0  comme  o  à  i,  et  que  la  seconde  soit  à  la  même  force  centripète 
comme  ct  à  i ,  il  est  ais'é  de  prouver  par  les  Théorèmes  connus  sur  la 
composition  et  la  décomposition  des  forces,  que  les  deux  forces  suivant 
PR  et  suivant  PV  (7),  étant  réduites  aux  directions  PX  et  PT.  donneront 

p  =  /"ros'.)  +  g-sin'.i,     m  =/sinw  —  g-coso). 

De  plus  il  est  clair  que 

sine»  r/5  =  PT,     ros'o  f/i  =  TR, 

puisque  ds^  PR;  mais  PS  étant  égal  a  /',  TR  sera  dr,  et,  si  l'un  nomme 
dq  le  petit  angle  PSQ  décrit  autour  du  foyer  S,  on  aura  PT  =  rdq.  Par  le 
moven  de  ces  substitutions,  les  formules  ci-dessus  deviendront 

15.  Piiis(pie  dq  est  l'angle  élémentaire  déciil  [)ar  le  rayon  /■,  q  sera 
l'angle  que  ce  rayon  fait  avec  une  ligne  fixe;  soit  y.  l'angle  (pie  le  grand 
axe  AD  fait  avec  la  même  lii>ne,  on  aura 


et.  supposant 


9  ^  a  —  q. 


Esina  _  Ecosa 

Â"'  ~  '"'      "^  A 


Esine  Ecos9 

-— J-  =  m  cosfl  —  n  sing, — -  =  «  cosç  -v-  m  sni^; 

A  » 

et,  (oiimie  la  caraclerisliciue  o  ne  se  iiip|nirte  qu'à  la  variation  des  eli- 

inenls  de  l'ellipse  et  nullement  ii  celle  de  l'angle  q  i\\.\\  est  censé  lon- 
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viiiiil  ii'I;iti\ filleul  il  l'o  variations,  on  aura 


1 — ^— !-j  =  cosfyo/H  —  siiK/o//,       "  l    ~T  ^  )       cosf/oH  H- siiwy  o/H, 


irmi  l'dii  lire 

dm  —  ros 


,  /Esiii'v  \  ^  /Ecoso\ 

./Ecosov  ^/Esiii'v\ 

on  =  cosf/  X  0  I  -  -- — '-  I  —  siiwy  >  o  I —         1  • 

Ddiic,  ("Il  siii)>(iliiaiil  lf>  valeurs  ilii  imiiiei'o  |ucee(leiil,  el  cliaiiiicaiii 
la  caraetéristiiiue  o  en  d,  |>uis(|ue,  les  (|uanlites ///  el  //  eianl  uiaiiilenani 
ri'j,'anlées  comiiie  varial)les  eu  iiièiiie  temps  (|iie  r  el  y,  leurs  variations 
siinl  (le  la  iiiéine  nature  (|ue  les  dillérenees  df  celles-ci,  un  aura  ics  (or- 
iiiiiles 

,  ÛIf'OS(/f/c  , 

Il  m-.     ^     -  -f-    pcos(/ —  (cîsiiKy    ihj, 

'In  = oMiwy  -+-  -^rofos^y    dq, 

les(|uelles  s'accortlenl  avec  celles  (|ue  nous  avons  trouvées  dans  la  Théo- 
rie des  rariatioris  séculaires,  en  observant   que  dans  cette  Tliéorie  les 

'/il        \  d^l  ,       .  ,       . 

(|iiantites  -.-  et  -    .-  repi'eseiitent  les  forces  |)ertiirl)atrices  suivanl  PS 

el  Miivaiil  TP     //i,'.  I,  |»ai;f  :)(j8  ,  et  (|ue  la   force  cenlripèle  en  p  v  est 

I  .  ,'/<i  dLl 

supposée  -,  en  S(M-|e  iiiie        /"    ,     el   —r-r     v  sunl  ce  (iiie  iiuii^  a\(iii^ 

de>ii;ne  par  'y  et  rrr. 

16.  Si  l'on  voulait  introduire  ces  quantités  o  <•(  77:  à  hi  place  des  <|uan- 
tiles  /l't  <(  dans  les  pieinieres  foiiniiles  du  11"  1 1,  il  n'v  aurait  (|u'ii  tirer 
de>  équations 

P— /COSM  H- ji;  sill'.i,  T3=; /sill'.)  —  g  COSt.), 
(es  valeurs  de  /"et  i,',  IcMpielles  seioiil. 

./  ~-  ?  'OS',)  -  !7j  siiioi,  g  ^  0  siii'.)  —  ra  cosf.), 
et  les  stili>tiluer  dans  les  tuniiiiles  dont  il  s'a"il. 
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I'iiis(|iie 

sin&x/i  =  rdq,     cosfiids  -;  (/r. 

on  iiiira 

f(/s  =r^  pdr  ■{  usrf/q,     gds  =  prdq  —  mdr, 

el  l'on  aura  par  le  n"  13 

ôE  \cos9(pdr -hisrdq)       sin6(prdg  —  mdr) 


Eâcp  A  sin6{pdr-i-  xsrdq)       cosBiprdq  —  isdr, 

A  r'  r 

Mais  on  pourra  avoir  des  formules  plus  simples  à  quelques  cgai'd» 
les  déduisant  immédialemeni  de  celles  du  n"  14.  (".ar.  puiscpif 

.,  /  Esino  \         .       ^  E         E 
^  '      -7——     —  sincp  d—  +  -r  coso  ao, 
A       /  '      A         A  '     ' 


H 


E  CCS  9 


.E        E    .       , 

cosoô  -7 r-  sinœ  oo, 

\  A  '      ' 


on  aura  sui-le-eliainp 
.  E 

''a  = 

Eôca 


Enfin,  si  l'on  voulait  aussi  exprimer  par  des  lormulcs  aiial\  rupies 
variations  du  paramètre  L  et  du  j;iand  axe  A,  on  auiail  par  les  n'"  S 


sin 9  I  — ; h  pdq\  —  icoso  Xmdq, 

COS9  (  — ; r  pdq\  -^-  asino  x  i^dq. 


âL  =  4rop  dq,      ôA 


\.-[pdr  -\-  vsr  dq  , 


l^■ 


SUR  LA  MANIÈRE  DE  RECTIFIER 

DEUX  ENDROITS  DES  PRINCIPES  DE  NEWTON 

ISSiLAill^ 

A  LA  PROPAGATION  DU  SON  ET  AU  MOUVEMENT  DES  ONDES. 


SLR  LA  .MA.MKRI-:  DL  HIXTIFIER 

DEL\  ENDROITS  DES  PRINCIPES  DE  NEWTON 

UELATIFS 

V    I  A    l'KOl'AC.AI  IO>    Dl     SO>    ET  AL    MOLVEMEM    DES  ONDES. 


[youveaii.i:  MéiiKiires  île  l\4riidéiitie  royale  des  Sciences  et  Bellrs-l.ettre- 
ilr  Berlin,  année  1786. 1 


Piirmi  les  ditloreiUes  Théories  que  Newton  a  données  dans  le  tameux 
Ouvrage  des  Principes  mathématiques,  les  unes  sont  entièrement  rigou- 
reuses et  ont  toute  la  pert'eetion  dont  elles  sont  suseeplihies.  les  autres 
ne  sont  qu'approchées  et  laissent  plus  ou  moins  ii  désirer  du  cole  de 
l'exactitude  et  de  la  généralité. 

A  la  première  (dasse  appartiennent  les  Propositions  sur  le  niouvcnicnl 
des  cm  jis  isoles  et  regardés  comme  des  points,  c'esl-à-dire  lonles  c(dles 
du  premier  Livre  et  une  partie  de  celles  du  second.  On  doit  rapporter  ii 
la  seconde  classe  les  Propositions  (jui  cdncernenl  la  résistance  el  le  mou- 
vement des  fluides,  et  siirtmil  ludies  (pii  uni  \nmy  objet  l'explication  des 
phénomènes  des  marées,  de  la  précession  des  ('(luiuoxes  cl  des  dill'c- 
rentcs  inégalités  du  mouvement  <le  la  Ijiiie. 

(le  n'est  pas  que  Newton  ne  se  montre  aussi  giand  d;:ns  ces  snjels  (|nr 
dans  les  autres;  on  peut  même  dire  (|ue  son  génie  inventeur  y  brille  da- 
vantage. Mais,  comme  l'Analyse  et  la  Mécanique  de  son  temps  ne  pou- 
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vaifiil  lui  siilliit'  pour  résoudre  des  questions  aussi  compliquées,  il  s'est 
vu  diius  la  nécessité  de  les  simplifier  par  des  hypothèses  et  des  limita- 
lions  précaires;  et  il  n'est  parvenu  ainsi  qu'à  des  résultats  incomplets  et 
|MH  exacts.  (Tcsl  ce  (|iii  a  lieu  surtout  à  l'égard  des  Théories  de  la  |)iopa- 
i;aliou  du  son  cl  iln  mouvement  des  ondes. 

\  mesure  iiin'  (  i'>  deux  sciences  ont  acquis  de  nouveaux  (lcii,i'és  de 
perfection,  on  a  élé  en  état  de  suppléer  plus  ou  moins  au  défaut  des 
Théories  (|ue  Newton  avait  laissées  imparfaites;  et  les  sujets  du  Système 
du  monde,  comme  les  plus  importants,  ont  déjà  élé  discutés  avec  tant 
lit'  soin  par  les  priwniers  Géomètres  de  ce  siècle,  qu'il  |)arait  dilficile  de 
pouvoir  ajouter  ([uelque  chose  ii  leurs  travaux,  si  ce  n'est  peut-être  plus 
de  facilité  dans  les  procédés  et  de  simplicité  dans  les  résultats.  La  Théo- 
rie des  fluides  a  été  également  l'ohjet  de  leurs  recherches,  et,  s'ils  n'y 
ont  pas  fait  des  progrès  aussi  mar(|ués,  on  doit  l'atlrihuer  uniquemeni 
aux  grandes  dinicultés  donl  la  matiiM<'  est  hérissée.  I,es  lois  générales 
ilii  iiKHivcmriit  (les  (liiides  ont  été  découvertes  et  réduites  à  des  é(|ualions 
MiKilyru|ucs;  mais  ces  é(|ualions  sont  si  composées  par  la  nature  même 
de  la  chose,  (|ue  leur  résolulioii  com[»l('le  sera  peul-élre  toujours  au- 
dessus  des  forct's  de  l'Analyse;  et  il  n'y  a  guère  (|ue  le  cas  des  mouve- 
ments infiniment  pelits  (|ui  soit  susceptihie  d'un  calcul  rigoureux. 

Heureusemeiil  les  vilnations  des  particules  de  l'air  dans  la  production 
du  son,  et  celles  des  particules  de  l'eau  dans  la  formation  des  ondes  son! 
a  peu  près  dans  ce  cas;  ci  ])ar  (•onsé(|ueiit  il  est  possible  de  déterminer 
le.s  lois  de  ces  vilti'alions  d'une  maiiii're  plus  exacte  (|ue  Newton  ne  l'a 
tait  dans  la  Section  VIII  du  second  Livre  des  Principes.  C'est  ce  que  j'ai 
déjii  fait  voir  ailleurs;  mais  je  me  propose  ici  de  faciliter  aux  Commeii- 
lateins  les  moyens  d'eclaiicir  cl  de  coiriger  cet  endroit,  (jui  a  été  re- 
j,'ardé  jusqu'ici  comme  un  des  plus  ohscnrs  cl  les  plus  ditliciles  de  l'Ou- 
vrage de  Newton. 

.Il-  divise  ce  Méuioire  en  (h'ux  Sections.  Dans  la  premièir,  j'examine 
la  Théorie  de  la  propagation  ^\^\  son,  telle  qu'elle  est  conteniu'  dans  les 
Propositions  XLVII  et  XLI.\  du  second  Livre;  j'en  montre  l'insullisaïKc, 
cl  j'\  dorme  rc\;i(iiiu(lc  cl   |;i  M(.,,,.|.;i|i(,.  ||,,i  \   man(|uenl.  Dans  la  se- 


DEUX  ENDROITS   DES  PIUNCIPES   DE  NEWTON.  5!»:! 

(■onde,  je  fais  voir  comment  cette  même  Théorie  peu!  s'aniiliquor  aussi 
au  imuivement  des  ondes. 


SECTION  PREMIERE. 


DE    I.  A     PIIOPAGATION     [)  C     SOX. 


1.  Newton  considtMe  une  ligne  physique  d'air  ou  il'un  milieu  élas- 
tique quelconque  dont  l'élasticité  soit  en  raison  directe  de  la  densité: 
et  il  imagine  que  tous  les  points  physi(jues  de  cette  ligne  soient  éhranlés 
successivement  et  agités  par  des  mouvements  semblables,  en  sorte  (ju'iis 
fassent  chacun  une  oscillation  entière,  composée  de  l'allée  et  du  retoui-. 
Il  suppose  ensuite  que  ces  oscillations  suivent  les  mêmes  lois  (jue  celles 
(les  pendules  suspendus  entre  les  cycloïdes,  et,  comparant  la  force  accé- 
lératrice de  chaque  point  physique  du  milieu,  due  à  l'élasticité,  avec  la 
force  accélératrice  du  pendule  correspondant,  due  à  la  gravité,  il  con- 
clut de  l'égalité  de  ces  forces  que  la  supposition  est  légitime,  et  que  par 
conséquent  le  milieu  doit  être  en  elYet  mù  de  la  sorte.  C'est  le  sujet  de  la 
Proposition  XLN  11;  et  voici  comment  il  la  démontre. 

2.  Soient  R,  C  Jig.  i,  doux  points  physiques  de  la  ligue  AD,  tels  (pu- 
le  point  C  ne  commence  à  s'ébranler  que  lorsque  R  a  fnii  son  oscillation; 

Kig.    !. 
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et  soient  t,  F,  G  trois  points  (|u«dc()n(jues  interuu'diaires,  et  placés  à 
(les  distances  égales  EF,  FG  supposées  très-petites. 

Soient  maintenant  Es.  F/,  G^  les  espaces  égaux  trè.s-pctils  dans  les- 
quels ces  points  vont  et  viennent  à  cha(|ue  oscillation  par  un  mouvement 
réciproiiue,  et  c,  ->,  7  les  lieux  (juelcoiuiues  interuu'diaires  de  ces  mémo 
points;  de  manière  (|ue  les  petites  ligues  phy^i(|ues  EF,  FG,  on  les  par- 
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lies  linéaires  du  milit'U  (|ui  sont  entre  ces  points,  soient  transportées 

sueet'ssivenient  dans  les  lieux  =ç/,  07  et  ef,fg. 

Cela  pose,  soit  tirée  Mit  Newton)  PS  égale  a  la  lii-ne  Ee{fig.2),  et 
soil  celli'  lii;tie  PS  partagée  en  deux  parties  égales  au  point  0;  Qt,  du 


l'ig.  1. 
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centre  O  et  de  l'intervalle  OP,  soit  deciil  le  ceiclc  Sf  l'I.  Que  sa  eireou- 
lërenee  entière  et  ses  |)arlies  représentent  le  temps  entier  d'une  vibration 
avec  ses  parties  proportionnelles;  en  sorte  (jne  le  lein|)s  (|ueleon(|ue  PU 
ou  PHS/i  étant  écoulé,  si  l'on  lire  IlL  (ui  /;/ pei  |)cudiculaire  sur  PS,  et 
t)u'on  prenne  E:  égale  à  PL  ou  à  P/,  le  point  |>liysit|u-e.E  se  trouve  en  £. 
Suivant  cette  loi,  un  point  quelcon([ue  E,  allant  de  E  par  s  à  e,  et  reve- 
nant ensuite  de  e  par  £  à  E,  achèvera  chacune  de  ses  vibrations  avec  les 
mêmes  degrés  d'accélération  et  de  retardation  que  le  pendule  qui  os- 
cille, par  la  Proposition  LU  du  Livre  premier:  par  consé(|uent  sa  vitesse 
sera  comme  l'ordonnée  HL,  et  sa  force  accélcralricc  devra  être  comme 
l'aitscisse  LO,  ou  comme  sa  distance  au  point  du  milieu  (h;  la  vibration. 
Ainsi  il  n'y  a  (in'ii  voir  si  la  forci'  accélératrice  réelle  du  |)oint  E  suit  en 
ellet  cette  prnpurtiiiii.  , 

Dans  la  rirc(mférencc  PllS/iP,  soient  pris  les  arCs  égaux  III,  IK  ou  hi, 
X/  (|ui  aient  à  la  circonférence  entièr-e  la  raison  (|ue  les  droites  égales  EF, 
F(i  ont  il  l'inlervalle  entier  Hti;  el  avant  abaissé  les  perpendiculaires  LM, 
KN  (Ml  ini,  kn,  parci-  (|ue  les  points  E,  F,  (i  sont  successivement  agités  par 
des  mouvements  semblables  bvpotbi'se \  si  IMI  ou  l'IIS//  représente  le 
temps  ecdule  (Il  puis  le  ciinimeiieeuienl  du  nidUNeiiienl  du  point  K,  IM 
ou  PUS/  represeulera  le  temps  écoulé  depuis  le  commeiiceinenl  du  mou- 
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vcmciil  (lu  pdiul  F,  et  PK  ou  PHS^•,  le  Iciiips  écoulé  depuis  le  eoinineu- 
eemeul  du  mouvement  du  point  G;  et  par  conséquent  E;,  ¥o,  G7  seront 
égaux  respectivement  à  PL,  PM,  PN,  ou  à  P/,  Pm,  P«,  le  premier  dans 
l'allée  et  le  second  dans  le  retoui'  de  ces  points.  D'où  sy  ou  EG  +  G7  —  Ei 
dans  l'allée  sera  égal  à  EG  — LN,  et  dans  le  retour  à  EG  +  /«.  Mais  sy  est 
la  largeur  ou  l'expansion  de  la  partie  du  milieu  EG  dans  le  lieu  zy;  et  par 
conséquent  l'expansion  de  cette  partie  dans  l'allée  est  à  son  expansion 
moyenne  comme  EG  —  LN  à  EG;  et  dans  le  retour,  comme  EG  -h  fn  ou 
EG  +  LN  à  EG.  C'est  pourquoi,  LN  étant  à  KH  comme  LM  au  rayon  OP, 
et  KH  étant  à  EG  comme  la  circonférence  PHS/;P  à  liC,  c'est-à-dire  (si 
l'on  prend  V  pour  le  rayon  du  cercle  dont  la  circonférence  est  égale  à 
l'intervalle  BC)  comme  OP  à  V;  par  eonsé([uent  LN  étant  à  EG  comme 
LM  à  \'.  l'expansion  de  la  partie  EG,  ou  du  point  |)liysiqu('  K,  dans  le 
lieu  sy,  est  à  l'expansion  moyenne  de  cette  partie  dans  son  premier 
lieu  EG  comme  \"—  IM  à  V  dans  l'allée,  et  comme  V4-  im  à  V  dans  le 
retour.  D'où,  la  force  élastitjue  du  point  F  dans  le  lieu  £•/  est  à  sa  force 

élasti(|ue  moyenne  dans  le  lieu  EG  comme  -^ — jry-  à  -r;^   dans  l'allée, 

mais  dans  le  retour  elle  est  comme  r^ ^  à  —  ■    Et   par  le  même  rai- 

sonnemenl  les  forces  élastiques  des  [toints  pliysi(|ues  E  et  G  dans  l'allée 

t'I  —, rip  à  r^;  et  la  dillérencc  des  forces  ;»  la  l'orce 

KN      \ 


sont  comme 


V-HL  ^'  V 

élastique  moyenne  du  milieu  comme 
IIL  -  KN 


IIL-  kN 


\  X  HL  -  V  X  KN  -t-  HL  X  KN 

à- -^»  OU  comme  HL  —  KN  à  V,  en 

supposant  (à  cause  des  limites  étroites  dans  lescpudles  se  font  les  vibra- 
tions) Hl  et  KN  indétiniment  plus  petites  que  la  (|uantité  V. 

Gomme  cette  (juanlilé  Vest  donnée,  la  ditférence  des  forces  est  connue 
HL  —  KN,  c'est-à-dire  (à  cause  des  proportionnelles  HL  —  KN  à  HK  . 
et  OM  à  01  ou  OP  et  des  données  HK  el  OPi  connue  OM;  ou,  ce  (|ui  re- 
vient au  même,  si  l-y Csl  coupée  eu  deux  également  il  i2,  comme  12-^.  \'A 
par  le  même  raisonuemeul  la  ditférence  des  forces  elasti(|ues  des  poiul> 
physiques  t  et-/  dans  le  retoui'  île  la  ligue  physique  i/  est  connue  ilo. 
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Mais  cfUt'  diUV'rfiicf  'c'osl-à-dire  l'oxcos  do  la  ront"  claslunic  du  poiiil  ; 

sur  la  force  t''Iasli(|iir  du  point  71  csl  la  fonc  pai'  laciiifllc  la  pclito  lii'iic 

physiciiir  i-j  du  milii'ii.  Ia(|iicllc  est  ciilic  deux,  esl  accricrrc  dans  l'allrc 

et  dans  le  irlour;  cl  par  c()iisi'(|ncnt  la  l'orce  accclcratricc  de  la  pclilc 

ligne  plivsi(pie  v/  esl  comme  sa  distance  au  point  du   milieu  i]  de  la 

vibration. 

Donc  le  temps  est  exprimé  exactcn)cnt  par  l'arc  PI  sidon  la  Proposi- 
tion XWVIII  dn  Livre  |)remier;  et  la  partie  linéaire  r/  du  milieu  se 
mouvra  suivant  la  loi  prescrite,  c'esl-;\-dire  coU)me  les  |)eudules  oscil- 
lants. Il  en  est  île  même  de  toules  les  parties  linéaires  diuil  le  milieu 
entier  est  composé. 


'\.  Dans  la  Propo.sition  XLIX,  Newton  détermine  (Uisuile  la  longueur 
dn  pendule  simple,  dont  les  oscillations  répondent  ii  c(dles  des  parti- 
cules du  milieu  élasticpie;  poni' c(da  il  sup|»os(M|ue  ce  milieu  soil  com- 
prime comme  notre  air  par  sou  |)ropre  poids,  et  (|ue  A  soil  la  hauteur 
du  milieu  liom(i;.;i'ne  dont  le  poids  est  égal  au  jioids  <'iimprimant,  et  donl 
l;i  dl'll^ill'  siiil  la  luénu'  (pie  celle  du  milieu  ;  cl  il  Iroiive  (pie  le  temps  de 
rnscillation  de  ce  pendule  est  ii  celui  d'une  vibration  des  particules  du 
milieu  ((mime  A  à  V;  de  soite  (pie,  puis(|ue  les  lougueuis  des  |)en(lules 
soûl  coiiime  les  carres  des  durées  des  oscillations,  le  pendule  isoclii'one 

Y- 

aux  |)aiti(iiles  du  milieu  élas|i(pie  ;iui'a  pour  buigiieur  -- • 

(lar,  dil-il,  les  coiislrucliiuis  de  la  Proposition  XL\  Il  ('■laiil  ((Uiservées, 
si  nue  ligne  pliysi(|ue  ipielcoii(|ue  MF.  eu  (b'crivant  ;i  cluopie  vibration 
iiii  espace  PS.  est  pressée  dans  les  extrémités  P  et  S  de  sou  allée  et  de 
son  l'ctonr  par  une  force  élasticpu;  égale  ;i  son  poids,  elle  aclii'veia  cba- 
cune  de  ses  vibrations  dans  le  tem|is  (pie  celte  même  ligne  poiirrail 
oscilb'i' dans  une  cV(doi(le  dont  le  peiiuii'lre  sei'ait  égal  ii  loiile  la  lon- 
gueur PS,  et  cela  parce  (pie  des  forces  égab^s  doiveiil  l'aire  parcourir 
dans  le  même  temps  ii  des  corpuscules  égaux  des  espaces  égaux,  ('.'esl 
piiiii(pioi,  coiiiiiie  les  temps  des  oscillations  sont  eu  l'aisoii  sons-doiiblee 
de  la  bmguenr  des  pendules,  et  (pie  la  longueur  du  pendule  esl  égale  :i 
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la  moitié  do  l'arc  dr  la  (•y<li>i(l<'  ciitii'rc,  Ir  (ciiips  (rmic  viltralidii  sera 
au  temps  (le  roscillarKiii  du  itciidiilc,  doiil  la  idiii^iiciir  est  A,  cii  raison 
sous-douldcc  de  la  ioiii^uciir  !,  l'S,  ou  PO,  à  la  longueur  A.  Mais  la  l'oicf 
élastique  qui  presse  la  |)etile  ligue  physique  liG  loi'S(|u'clle  est  dans  les 
extrémités  P  et  S  était,  dans  la  démonstration  de  la  Proposition  XLVII, 
à  la  ioree  élastique  entière  eoiuuie  HL  —  KN  à  V,  e'esl-à-dire  florscju»' 
le  point  K  tombe  sur  P)  comme  HK  à  V;  et  cette  force  entif-re,  c'est- 
à-dire  le  poids  par  le(|uel  la  petite  ligne  EG  est  comprimée,  esi  au  poids 
de  celte  petite  ligne  comme  la  hauteur  A  du  poids  comprinianl  est  ii  la 
longueur  EG  de  la  petite  ligue;  donc  la  force,  par  hupudle  la  petite 
ligue  EG  est  .pressée  dans  l(!s  liiuix  Pet  S,  est  au  poids  de  celte  petite 
ligne  comme  HK  ><  A  à  EG  ■  V,  ou  comme  PO  A  ii  V"-;  car  IIK  était 
à  EG  connue  PO  à  V.  Ainsi ,  comme  les  temps  dans  lesquels  les  corps 
égaux  sont  poussés  dans  des  espaces  égaux  sont  récipro(|uenient  eu 
raison  sous-doublée  des  forces,  le  temps  d'une  vibration  produite  par  la 
pression  de  la  force  élasti(|ue  sera  au  temps  d'une  vibration  produite 
par  la  force  du  poids  en  raison  sous-doublée  de  V-  à  PO  ■  A,  et  ce  temps 
est  par  conséquent  au  teui|)s  de  l'oscillation  du  pendule  dont  la  longueur 
est  A  en  raison  sous-doublée  de  V'-  à  PO  X  A  et  en  raison  sous-doublée 
de  PO  à  A  conjoiut(;menl,(''esl-à-dire  dans  la  raison  entière  de  V  à  A. 

4.  Maintenant,  |)uisqu(ï  le  point  G  ne  doit  commencer  sa  vibration  que 
dans  le  moment  où  le  point  B  tiuira  la  sienne,  ce  (|ui  est  évident  par  la 
construction  générale  du  n"  2,  suivant  la(|uellc,  si  la  circonfeiciH'e  en- 
tière PIÏSAP  représent<'  le  temps  écoulé  depuis  le  comuieiu'einenl  du 
mouvement  du  point  1$,  l'arc  (jui  représentera  le  temps  écoulé  depuis  le 
counnenccnu'Ul  du  niouveuu'nt  (\\\  point  G  sera  nul;  il  s'ensuit  que  dans 
le  tern[)s  d'une  vibration  entière  le  inouveuKiul  se  trousera  piopa^c  de 
la  particule  \i  à  la  particule  G,  par  l'espace  HG,  et  il  est  visible  par  la 
même  construction  (|1m'  cette  propagation  se  l'ail  d'une  inanii-re  uni- 
forme. 

Donc  le  temps  de  la  pro|)agalion  par  UG  sera  ii  celui  d'une  oscillation 
du  pendule  A,  coiunu'  V  est  i\  A,  c'est-ii-dire  coniuie  HG  est  ii  la  circon- 
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leroiict'  Hii  .frcle  dont  le  niyoïi  est  A;  donc  aussi,  dans  If  le  m  ps  d'une 
osrillatiou  du  peudule  A.  la  propagation  des  tdtianleuieuls  des  parlirules 
se  lera  par  un  es|taee  égal  à  la  eireonl'érence  du  cercle  (|ui  aurait  la  lon- 
gueur A  pour  rayon;  mais  on  sait  par  la  riietuie  des  peiulules  (|ue  cette 
(  irconférence  est  égale  à  l'espace  qu'un  corps  pourrait  parcourir  unifor- 
luenient  |)endaiil  une  oscillation  du  pendule  A,  en  se  incmvant  avec  une 
vitesse  cgale  il  celle  qu'il  aurait  acquise  s'il  était  tombé  lilirenu'nt  de  la 
hauteur  i  A.  Donc  cette  vitesse  sera  celle  de  la  propagation  des  élu-anle- 
meuts  dans  le  milieu  élasti(|ue;  et  par  eonsé(|nenl  ce  sera  la  vitesse  du 
MUi.eu  preiianl  puui-  A  la  hauteur  île  l'atmosphère  sup|)oscc  iKUUoiièru-. 

5.  Tcdie  est  la  Théorie  que  Newton  a  donnée  de  la  propagation  <lu  son. 
Thé(u-ie  que  les  uns  ont  regardée  comme  inintelligible,  que  d'autres  ont 
trouvée  contradictoire,  et  qui  dans  le  i'ond  n'est  défectueuse  que  parce 
qu'elle  est  trop  particulière,  mais  i|ui  rentèruie  en  même  temps  le  germe 
de  la  véritable  Thémie.  découverte  dans  ces  derniers  temps  par  le  moyen 
de  l'Analvsc.  C'est  ce  que  nous  allons  montrer  avec  tout  le  détail  (fue  la 
diMicnlté  de  la  matière  exige. 

Ht  d'alicud  je  remarque  que  les  raisonnements  de  Newton  sont  exacts, 
et  (pie  si  les  particules  du  milieu  élasti<|ue  sp  meuvent  dans  un  instant 
>uivaut  la  loi  qu'il  suppose,  elles  doivent  continuer  à  se  mouvoir  suivant 
cette  même  loi.  en  faisant  des  oscillations  analogues  à  celles  de  plusieurs 
pendules  égaux,  qu'on  aurait  mis  successivement  en  mouvement.  Mais  si 
sa  solution  est  bonne,  mathématiquement  parlant,  on  voit  aussi  qu'elle 
n'est  guère  applica!)le  à  la  nature;  car  comment  imaginer  (|ue  les  ébran- 
lements imprimés  par  le  corps  stiuore  aux  particules  de  l'air  suivent  tou- 
jours la  loi  dont  il  s'agit?  D'ailleurs  par  la  Théorie  des  pendules  il  est 
clair  (jue  les  oscillations  de  ces  particules  devraient  durer  loujiuirs.  ou 
du  moins  jusipi'à  ce  ipie  des  (d)stacles  étrangers  les  détruisent:  et  même 
il  est  aisé  de  se  convaincre,  d'après  la  construction  générale  du  n"  2.  <]ue 
liiules  les  particules  de  la  ligiu'  phvsique  AD  prolou^'ée  indetininient  de 
part  et  d'autre  deviMieiii  être  en  mouvement  à  la  fois,  puisipi'oii  peut  Imi- 
JMurs  prendre  ilan>  la  cirronfereiiee  d'un  cercle  des  ans  de  (elle  lîrandcur 
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(1110  l'on  veut.  Or  c'est  ce  qui  est  contraire  aux  piiénuniènes  connus  de  la 
production  et  de  la  propagation  du  son. 

Il  s'ensuit  de  là  que,  pour  avoir  une  Théorie  conrornie  à  l'expérience 
et  propre  à  expliquer  les  principales  propriétés  du  son,  on  ne  doit  pas 
supposer  que  la  courbe  PHS/jP  soit  un  cercle,  ni  même  que  ce  soit  une 
autre  courbe  rentrante  quelconque;  au  ctmtraire  il  faudrait  que  cette 
courbe  demeurât  indéterminée  et  arbitraire,  pour  pouvoir  représenter 
les  ébranlements  primitifs  de  la  ligne  sonore  et  fournir  une  solution  gé- 
nérale, quels  que  puissent  être  ces  ébranleftients. 

6.  Il  s'agit  donc  de  voir  jusqu'à  quel  point  les  propositions  de  Newton 
peuvent  subsister,  abstraction  faite  de  la  nature  particulière  de  la  courbe 
PHS/iP. 

Pour  cela  nous  sup|io,serons  donc,  en  généi'al,  avec  lui  (|ue  les  points 
E,  F,  G  de  la  ligne  sonore  BC  parviennent  en  -,  z>,  y  au  bout  d'un  temps 
(|ueK'onque,  représenté  par  l'arc  PH  de  la  courbe  PH  (/?^.  3  ,  en  sorte 

Fig.  3. 


(|u'avanl  pris  dans  cet  arc  les  parties  égales  HI,  IK,  lesciuelles  soient  dans 
une  raison  constante  avec  les  petites  lignes  égales  KF,  FG.  et  ayant  mené 
les  ordonnées  HL,  IM,  KX,  on  ait 


E£       PL.      F(prr  PM,     C.y       PN; 


ou  aura  ainsi 


£/  =  EG  -^  (Jy  -  Ki  ^  EG  ^  PN       PL       Eiî  -  NL; 

(le  sorte  (|ue  l'expansion  de  la  partie  FG  dans  le  lieu  r/  sera  à  son  expan- 
sion moyenne  comme  EG  —  .NL  à  EG;  et  par  conséquent  la  force  élasti(|ue 
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ilii  puiiil  K  on  (le  l;i  imiliciilc  Kll  (hiiis  le  lieu  sy  soi'a  ii  s;i  l'orco  ('■laslKiiic 

imiNfiinc  dans  le  ln'ii  KG  roinnic  ,,.,       .,7-  à  ,^,^   piiisiuif  l'clasticilc  du 

milieu  est  supposée  en  raison  diree(e  de  la  densité. 

Par  le  niénie  raisonnement  (ayaiil  niene  encoi'c  les  ordonnées  A/ el  /c/i 
i|ui  interceptent  les  ares  U/>,  kK  égaux  à  Kl  et  IHj  les  i'orees  élasticiues 
(les  points  physiques  E,  G  seront  à  la  force  élasti(|ue  moyenne  comme 

r.T; ÎT-.  et  -FT?; TT  il  P7.  j  <*'  l'i  <lill"'rence  des  forces  à  la  force  elasti(iue 

VAt  —  Ml        EG  — n.M      LG  ' 

,        ...                                                M/- «M  I 

moyenne  du  miheu  comme     _,  a     jr- 

ÉG- E(;xM/-EGxhM  +  M/xmM      '^^' 


1  M/  —    Il  M     ,1  »./,,.       .^r, 

esl-a-diie  (omme —^     -  a  ..^^  on  comme  ml  —  fiM  a  hG,  en  suppo- 

EG  *•'' 


MiMl  il  cause  des  limites  étroites  dans  l<'S(iuelle  se  font  les  vil)rationsj 
M/  cl  /iM  indéfiniment  plus  petites  (|ue  H(i.  Piiisciue  la  <|uantité  KG  est 
doniH'c,  la  dill'erence  des  forces  est  connue  M/  «M;  or  cetti'  diffé- 
reiu-e,  c'est-ii-dire  l'excès  de  la  force  élasti(|Me  du  |)oiiit  s  sur  la  force 
élasti(|ue  du  point  7,  est  la  force  par  la(|uelle  la  |tarlicule  pliysi(|ue  r/du 
milieu  est  accélérée;  donc  la  force  accélératrice  de  cette  particule,  ou 
du  |)oint  pliysi(|ue  ç;  du  milieu,  est  comme  M/  — a<M.  Et  l'on  prouvera 
de  la  même  manière  (|ue  la  force  accélératrice  du  point  s,  c'est-a-dire 
celle  du  point  E  dans  le  lieu  £,  sera  comme  L»/  —  NL,  a\anl  mené  l'or- 
doiinee  im  (|ui  interceptt^  la  portion  d'arc  ht  -=  H/i. 

Mais.  |)ai'  l'hypothèse,  les  ai'cs  PII  représentent  les  temps  (|ue  le  point  E 
emploie  à  décrire  les  espaces  E£  =  PL;  donc,  suivant  celle  hypotlii'se, 
ayant  pris  les  portions  d'arc  Hf,  KH,  égales  (Mitre  elles  et  données,  les 
portions  de  l'axe  I>w,  NE  seront  comme  les  vitesses  dans  les  points  E 
et  N,  el  leur  diirérenee  Em  — XE  .sera  comme  l'accroissemenl  de  la  vitesse, 
et  par  coiisé(|iient  pi'0|)oi-tionn(dle  ii  la  force  accélei'ati'ice  (|ui  doit  agir 
en  I..  Or  nous  venons  de  deiuonlrei'  ipie  la  force  accelei'alrice  pi'oveiianl 
de  l'élasticité  du  milieu  est  elle(^livenn'nt  proportionnelle;!  I.w  NE. 
Donc  l'hypollii'se  est  légitinu".  el  les  particules  E,  V,  (>....  peuvent  se 
rnouvoii'  suivant  la  loi  sup|)Osée. 

Tomme  cette  deu)oiislraliou  est  indépendante  de  la  naliirr  de  l:i  courlie 
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PH,  on  voit  que  ci'tte  foiii'l)U  (Iciiicure  ;ii'l)ilr;iii(',  coiiiiiR'  iKUis  avons 
trouvé  (|UL'  cela  était  nécessaire  pour  la  bonté  et  la  généralité  de  la  solu- 
tion. Ainsi  la  Théorie  de  Newton,  présentée  de  cette  manière,  ne  laisse 
rien  à  désirer. 

7.  A  i'éjiafd  de  la  vitesse  de  la  propagation,  ou  communication  du 
mouvement,  d'une  particule  à  l'autre  de  la  ligne  sonore,  il  est  clair  que 
puisqu'au  bout  du  temps  PH  le  point  E  a  décrit  Es  =  PL,  et  le  point  F  a 
décrit  Fç5  =  PM,  ce  dernier  point,  dont  le  mouvement  est  représenté 
aussi,  en  général,  par  la  même  courbe  PH,  aura  décrit  un  espace  égal 
à  PL  au  bout  du  temps  PA;  par  conséquent  le  point  F  aura  après  le 
temps  HA  le  même  mouvement  que  le  point  E;  donc  pendant  ce  temps  le 
mouvement  se  propage  de  E  en  F  par  l'espace  EF,  et  la  vitesse  de  cette 
propagation  sera  exprimée  par  le  rapport  constant  de  EF  à  HA  ou  IH. 

8.  Pour  évaluer  cette  vitesse  on  se  rappellera  que  la  force,  par  la- 
quelle la  particule  physique  EG  est  mue  dans  le  lieu  =7,  est  à  la  force 
élastique  moyenne  du  milieu  comme  M/— nM  à  EG;  mais  cette  force 
élastique  est  égale  au  poids  comprimant,  et  ce  poids  est  à  celui  de  la 
particule  EG  comijie  la  hauteur  A  de  l'atmosphère  supposée liomogène 
à  la  longueur  EG;  donc  la  force  motrice  de  la  particule  EG  en  i-j  sera  au 
poids  de  cette  particule  en  raison  composée  de  .M/— «.M  à  EG  et  de  A 

à  EG,  savoir  en  raison  de  i  M/—  n.Mj  x  A  à  EG  ;  or  la  force  motrice,  di- 
visée par  la  masse  à  mouvoir,  donne  la  force  accélératrice,  et  si  l'on 
prend  la  force  de  la  gravité  pour  l'unité,  les  masses  sont  égales  aux 
poids;  donc  la  force  accélératrice  de  vj,  ou  du  point  du  milieu  o,  sera 

exprimée  pai' 

(M/      hM  A 


EG 

cl  par  If  même  raisouneinciil  la  force  accéléi'atiicc  du  point  V.  en  i  sera 
représentée  |)ar 


Lm  —  NL)A  Lm 
,          >  ou  par     — ^ 

EG  KH 

V. 


Lm-NL       /KH\^       . 

ni  par     — — -^ —  X     ^^1^  1  X  A. 
KH  \^^) 
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.Mais,  par  les  principos  do  Mécanuiuo,  la  ibno  accéléralrice  nécessaire 
pour  taire  décrire  les  espaces  PI.  dans  les  temps  PU  est  exprimée  par  le 
rapport  de  la  dlIFérence  des  vitesses  ^fy  -  ^H  à  rélémenl  du  temps  11/; 
donc.  puis(iue  KH  =  H/,  cette  force  sera  exprimée  simplement  par 

Lm  — NL 

=i ' 

KH 

lat|ii(dle  devant  étie  identi(|ue  à  celle  (juc  nous  venons  de  trouver,  il 
tandra  une  l'on  ail 

d'où  l'on  tii'é 

EG  EF        ,^ 

Klï    '^"     m  =VA; 

c'est  l'expression  de  la  vitesse  du  son.  En  regardant  celte  vitesse  comme 
enj;endrée  par  l'at  liou  constante  de  la  force  de  la  gravité  que  nous  avons 
supposée  égale  a  i ,  on  sait  (|ue  son  carré  est  égal  au  (loiil)le  de  la  hauteur 

nécessaiii-  pour  la  produire;  donc  -  sera  la  hauteur  due  ;i  la  vitesse  de  la 

propagation  du  son;  ce  qui  s'accorde  avec  ce  que  Newton  a  trouvé  dans 
l'hypothi'se  particulière  des  oscillations  de  l'air  analogues  à  celles  des 
pendules. 

Ou  voit  par  là  que  cette  vitesse  est  constante  et  indépendante  des 
ébranlements  primitifs  de  la  fibre  sonore;  ce  (jui  est  parfaitement  d'ac- 
cord avec  l'expérience. 

9.  lui  supposant  avec  l:i  |ili:part  des  Pliysici<'ns  l'aii'  Hm  fois  plus  lé- 
ger (|uc  riMU.  il  rc;iM  i/|  fois  plus  légère  que  le  mercure,  on  a  i  à  i  1900 
pour  le  rapport  eiilre  le  poids  spécifi(|ue  de  l'air  et  celui  du  mercure.  Or, 
prenant  la  hauteur  moyenne  du  baromètre  de  28  pouces  de  France,  il 
vient  TV\:>.f)n  pouces  ou  27766  3  [)ieds  pour  la  hauteur  .\  d'une  colonne 
d'air  uniformément  den.se  et  faisant  équilibre  à  la  colonne  de  mercure 
dans  le  liaiduii'trc.  Donc  la  vites.se  du  son  sera  due  à  une  hauteur  de 
I  "^883 ',  pieds,  et  sera  par  coiiséfiucnt  de  ()[,')  |)ie(ls  pai'  seconde. 
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L'expérience  en  donne  environ  1088;  ce  qui  fait  une  difTérencc  de  ini's 
d'un  sixième;  mais  celte  «lill'érence  ne  peut  ctre  attribuée  (ju'ii  riiufrli- 
tude  des  résultats  Iburnis  par  l'expérience. 

Sur  (|U()i  iioycz  un  Mémoire  de  M.  Lambert  dans  le  Recueil  de  cette 
Académie  pour  1768.  On  trouvera  au  reste  une  Théorie  générale  et  com- 
plète sur  la  propagation  du  son  dans  les  deux  premiers  volumes  des  Mé- 
moires de  la  Société  des  Sciences  de  Turin,  auxquels  je  me  contenterai  ici 
de  renvoyer  (*).  On  peut  voir  aussi  les  Mémoires  de  cette  Académie  pour 
les  années  1759  et  1763. 

SECTION   SECONDE. 

DE     LA     PROPAGATION     DES    ONDE.S. 

1.  Newton  détermine  d'abord  dans  la  Proposition  Xi. IV  du  second 
Livre  le  mouvement  d'un  fluide  qui  balance  dans  un  siphon  ou  canal  Irès- 
étroit  et  qui  a  ses  deux  branches  verticales. 

Il  y  démontre  que  ce  mouvement  est  analogue  à  celui  d'un  pendule 
qui  oscille  entre  des  arcs  eycloïdes,  et  dont  la  longueur  serait  égale  à  la 
moitié  de  celle  de  la  colonne  de  fluide  contenue  dans  le  siphon.  Car,  dit-il, 
la  force,  par  laquelle  le  mouvement  de  l'eau  est  alternativement  accé- 
léré et  retardé,  est  l'excès  du  poids  de  l'eau  dans  l'une  ou  l'autre  branche  ; 
donc,  lorsque  l'eau  monte  dans  l'une  des  branches  au-dessus  du  niveau, 
el  qu'en  même  temps  elle  descend  d'autant  dans  l'antre,  celle  force  esl 
double  du  poids  de  l'eau  qui  est  au-dessus  du  niveau,  et  est  par  consé- 
quent au  poids  de  toute  l'eau  comme  la  longueur  de  la  colonne  supérieure 
au  niveau,  à  la  moitié  de  la  longueur  de  la  colouuc  entiJ're  d'i'au  (  (tulenuc 
dans  le  tulx'. 

Mais  la  foi'ce,  par  laciueiie  un  ccii'ps  esl  accéléré  el  retarde  dans  la  cv- 
cloule  à  un  lieu  ([uelconque,  est  à  son  poids  l(i|;il  c(Hniiie  l'arc  c()in|»ris 
entre  ce  lieu  cl  le  lieu  le  |)lus  bas  à  l'arc  entier  ou  ii  la  demi-loiigueui' 
de  la  cycloide,  c'esl-à-dir<'  à  la  longueur  ^\^\  |ten(liile  oscillaiil.  Donc  les 

(*)  OEm'ics  ilr  iMj^ratiiir,  1.  I.  p.   jy. 

:6. 
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loi-ces  motrices  de  l'eiui  el  du  pendule,  lorsqu'ils  parcourent  des  espaces 
éfjaux,  sont  comme  les  poids  h  mouvoir;  par  conséciueiit,  si  l'eau  et  le 
penduli'  sont  en  repos  dans  le  commcncenicnl.  ces  forces  les  I'ciomI  mou- 
voir éj^alcmenl  dans  des  temps  égaux,  el  feront  (|iie  |tar  un  mouvement 
réciprixpu'  l'eau  el  le  pendule  aillent  el  reviennent  dans  h-  même  temps. 

•2.  ('.('la  pose.  Newton  compare  dans  la  Proposition  \L\\  les  éléva- 
tions el  les  ahaisscincnls  alternatifs  de  l'eau  dans  les  ondes  (|ui  se  for- 
ment à  la  surface  d'une  eau  stagnante  aux  oscillations  perpendiculaires 
de  l'eau  dans  un  sipiion.  Car,  dit-il,  comme  le  mouvement  des  ondes  se 
fail  par  la  montée  et  la  descente  successive  de  l'eau,  en  sorte  (|uc  les  par- 
lies  (pii  sont  les  plus  hautes  deviennent  ensuite  les  plus  hasses,  el  que  la 
force  motrice  (|ui  fait  monter  les  parties  les  plus  hasses  el  descendre  les 
plu^  hautes  csl  le  poids  de  l'eau  ('levée,  ces  montées  et  desccules  alter- 
natives seront  analogues  au  mouvement  d'oscillation  de  l'eau  dans  un 
siphon  dont  la  longueur  horizontale  serait  égale  aux  distances  entre  les 
lii'iix  1rs  plus  hauts  cl  les  plus  lias  des  ondes;  et  par  coiisé(iueul,  si  ces 
dislauces  soiil  égaies  au  douhie  de  la  longueur  du  pendule,  les  parties 
les  plus  liantes  deviendront  les  pins  hasses  dans  le  temps  d'une  oscilla- 
lion,  el  dans  le  lemps  d'une  autre  oscillation  elles  deviendi'onl  les  plus 
hautes.  Donc  il  v  aura  le  temps  de  deux  oscillations  entre  chacune  de 
ces  ondes;  de  sorte  (|iie  chaciue  onde  parcourra  sa  largeur  dans  le  temps 
ipie  le  iieiiduli'  em|doiera  ii  faire  deux  oscilhilious;  mais  dans  ce  même 
temps  nu  pendule  dont  la  longueur  serait  (|ua(lriip!c,  el  (|ui  par  consé- 
(|uenl  serait  ('gale  ii  la  largeur  des  ondes,  c'esl-ii-dire  ii  l'espace  trans- 
versal (|ni  csl  enlre  leurs  moindres  ou  leurs  plus  grandes  élévations, 
ferait  une  osciilarKiii  ;  dune,  dans  le  temps  d'une  oscillaliou  d'un  pen- 
dule égal  il  la  largeur  des  ondes,  elles  parcourront  en  avan(;anl  un  es|)ace 
égal  il  celle  largeur. 

."î.  (elle  Théorie  est,  comme  l'iui  voit,  susceplihie  de  heauconp  de 
dillicnllés,  dont  la  principale  csl  (|ne  Newton  n'y  lienl  comple  que  du 
miiineiiieiil  vcrliciil  de  l'iMii  cl  iiiillciiicnl  du  miiiivemcnl  hoi'i/.oiilal,  (pii 
doil   riecessaireiiicnl  s'y  joindre,  pnisi|ii('  l'eau  csl   supposée  lihre  de  se. 
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mouvoir  en  tout  sens.  Cette  iliirioulté  parait  même  n'avoir  pas  échappé 
à  Newton;  car,  dans  le  Corollaire  second  de  la  Proposition  citée,  il  re- 
marque que  cela  est  ainsi  ihuis  l'Iiypothèse  que  les  parties  de  l'eau  mon- 
tent et  descendent  en  ligne  droite,  mais  que  ces  montées  et  descentes  se 
t'ont  plutôt  par  des  cercles,  et  qu'ainsi  par  cette  Proposition  le  temps 
n'est  déterminé  qu'à  peu  près.  Mais,  en  supposant  même  que  l'eau  se 
meuve  par  un  arc  de  cercle  ou  d'une  autre  courbe  quelconque,  on  n'ap- 
procherait pas  davantage  de  la  vérité;  car  la  comparaison  du  mouvement 
de  l'eau  dans  les  ondes  avec  les  o.scillations  de  l'eau  dans  des  siphons  est 
purement  précaire,  et  ne  saurait  subsister  avec  les  lois  générales  du 
mouvement  des  fluides  dans  des  vases  ou  des  canaux. 


4.  Il  serait  peul-élre  impossible  d'établir  une  Théorie  générale  et  ri- 
goui'euse  sur  les  ondes;  mais,  si  l'on  suppose  (l'un  coté  ipic  h's  éléva- 
tions et  les  abaissements  successifs  de  l'eau  au-dessus  et  au-dessous  de 
son  niveau  soient  intinimenl  petits,  ce  qui  parait  conforme  à  l'expérience, 
et  que  de  l'autre  la  profondeur  du  canal  dans  lequel  les  ondes  .se  forment  _ 
et  se  propagent  soit  assez  petite,  on  peut  déterminer  les  mouvements 
de  l'eau  qui  les  produisent,  d'une  manière  approchée,  et  analogue  à  celle 
que  nous  venons  de  donner  relativement  aux  mouvements  de  l'air  dans 
le  son. 

Car  soitTV  fig.  a]  le  fond  horizontal  d'un  canal  ou  bassin  rcnq)li  d'eau 
à  une  hauteur  très-petite,  AE  la  surface  supérieure  de  l'eau  en  repos  ou 


^"i{î•  i- 


B_a_!5 


eX 


E      K      G        £  *  ï 


sa  ligne  de  niveau,  cl  AHCD  cette  surface  lor>(|iic  Tean  a  ete  mise  en  mou- 
vement par  (|nel(|ne  cause  que  ce  soit.  Si  l'on  imagine  toute  lu  masse  de 
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IVaii  st;ijiiiante  partagée  en  une  inlinilé  d'éléments  rectangulaires  égaux 
rtEF/>.  />FGr/,...,  dont  les  hauteurs  aE,  6F,...  soient  verticales,  et  dont 
les  largeurs  EF,  FG....  soient  infiniment  petites;  on  pourra  supposer 
sans  i-rreur  sensible  que  dans  le  mouvement  de  l'eau  ces  éléments  par- 
viennent en  «£ç;j3,  [^o'/o,...,  en  conservant  leur  forme  rectangulaire  et 
leur  capacité,  à  cause  de  l'incompressibilité  de  l'eau;  et  il  ne  s'agira 
(|Uf  de  déterminer  In  loi  du  mouvement  horizontal  de  chacun  de  ces  élé- 

liirlils. 

5.  Four  (fia  je  suppose  que  la  courbe  PKH  (Jig.  S,  page  599)  roiiferme 
icttf  loi  d'uni'  manière  semblable  à  celle  (jui  a  lieu  pour  les  particules  de 
l'air,  en  sorte  que  pL'udant  un  temps  (|uel(onque  représenté  par  l'arc  PH, 
If  |)oinl  E  ait  décrit  l'espace  très-petit  E£  =  PL,  et  (|ue  les  points  F,  G 
aiful  dctrit  les  espaces  très-petits  F9  =  PM,  67  =  PN,  en  prenant  les 
parties  Hl,  IK  dans  une  raison  constante  avec  EF,  FG. 

Or,  en  considérant  les  deux  colonnes  contigués  ai'pft,  l'S'fy^,  je  remarque 
()ne,  si  leurs  hauteurs  étaient  égales,  elles  exerceraient  par  l'action  de  la 
gravite  une  |)ression  égale  l'une  contre  l'autre,  d'où  il  ne  pourrait  ré- 
sulter aucun  mouvement;  mais  si  la  hauteur  aa  de  l'une  est  plus  grande 
que  la  hauteur  fi-p  de  l'antre,  l'excès  ai  —  {io  doit  produire,  selon  les  lois 
hvdrostati(|ues  connues,  dans  tous  les  points  de  la  ligne  (io,  une  pression 
contre  le  rectangle  ['yy/'i,  exprimée  par  cette  même  différence  de  bau- 
teui' «c  — /5ç5,  en  faisant  la  pression  ou  la  force  accélératrice  de  la  gra- 
vité égale  à  l'unité.  Ainsi  la  pression  totale  qui  en  résultera  contre  l'élé- 
ment l'i'^/o,  et  qui  tendra  h  lui  imprimer  un  mouvement  horizontal,  sera 
(stc  — ^9,  X  {jo:  donc,  divisant  par  la  masse  a  mouvoir  jj'^'/o,  on  aura 

(ae  — (3yi  Xp9 

pour  la  valeur  de  la  force  accélératrice  horizontale  de  l'élément  /597<î, 
on,  ce  qui  revient  au  même,  du  |ioint  ç;  suivant  la  ligne  oV. 
Maintenant,  jiuisque 

a£o,3  =  rtEFi,     iijyo  =  b¥Gd, 
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et  que 

on  aura 


aEFb       „         aEfb 

,      S9  = : 


(loue 


rtEFix   oy  —  Eo)         ,       ,    ,.               aEFèXioy  — £o) 
«E  —  80  = -'-i —i     c  est-a-dire,     = — r ^' 

puisque  la  diH'érence  des  hauteurs  «e,  fiç  sur  les  hauteurs  piimitives  «E, 
bY  est  supposée  très-petite,  et  qu'ainsi  £çj,  97  ne  ditlerent  qu'intiniinent 
peu  de  EF.  Donc,  à  cause  de  jS^yi?  =  aEYh  et  de  (Sç;  égal  à  très-peu  près 
à  oE.  on  aura  pour  la  (orce  accélératrice  du  point  ç  l'expression 

lyy  —  Eo)  xaE 

Mais 

£9  —  EFh-Fo—  Ee  =  EF-+-PM—  PL  =  EF  -  ML, 

jy  =  FG  -4-  Gy  -  F9  =  FG  -h  PN  —  PM  =  EF  -  NM; 

donc  la  force  dont  il  s'agit  sera 

ML-NM 

; X  «E. 

EF 

El  parle  même  raisonnement  on  trouvera  la  force  accélératrice  du  point  i. 
c'est-à-dire  du  point  E  dans  le  lieu  i.  exprimée  par 

L/-MLaE 


EF 

(avant  pris  l'arc  H/*  =  IH  et  abaisse  l'ordonnée  /*/,,  c'est-à-dire  par 
L/-ML       ,H1\ 

c'est  la  force  i|ui  fait  parcourir  l'espace  PL  dans  le  temps  PU  suivant 
l'Iivpothèse.  Donc,  pour  (|ue  cette  hypothèse  soit  légitime,  il  faul.sehui 
les  |)rincipes  de  Mécanique,  que  cette  force  soit  égale  au  rapport  de  la 
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ilillriviuc  (1rs  vitesses  37^  —  ^  ^'  roloiiiciil  du  Iciiips  Hl,  c't'sl-à-diri'  (  ii 

caiisr  (le  11/;    -  HIj  égale  à 

L/   -ML 

HÎ' 

Ci's  deux  (■\|tr('s>i(iiis  de  la  foire  accélératrice  étant  comparées  donnent 
récinatiiin 

laipielle  esl,  connue  l'on  voit.  in(lé|)eiulante  de  la  figure  de  la  courbe  PH, 

el  sert  seuleuieul  à  déterminer  le  rapport  constant  ...  >   lequel  devienl 

\flÉ.  Ainsi  la  loi  supposée  esl  exacte,  et  la  courbe  PH  demeure  arbi- 
traire, comme  dans  la  Théorie  de  la  |)ropagation  du  son. 

6.  Il  esl  visible  (|ne  la  dctcrniinalion  de  la  courbe  Pli  dépend  des 
ébranlemenls  priiuitils  de  l'eau,  c'esl-à-dire  des  déplacements  des  co- 
lonnes aE¥b,  bVGd,...  dus  à  la  cause  qui  produit  les  ondes.  La  solu- 
liiin  est  donc  générale,  quels  que  puissent  être  ces  ébranlements;  et  la 
vitesse  des  ondes  en  est  entièrement  indépendante,  comme  celle  du  son; 
car  il  n'est  pas  diincile  de  voir  que  cette  vitesse  sera  exprimée  aussi  par 
le  rapport  constant  de  EF  à  Hl,  puisque,  selon  la  construction,  apri-s  le 
temps  Hl  les  points  F  et  G  se  trouveront  avoir  parcouru  des  espaces  res- 
|>eclivemeut  égaux  à  ceux  que  les  points  K  el  F  avaient  parcourus  au 
comnicncement  de  ce  temps,  et  (ju'ainsi  leur  distance,  el  par  conséquent 
la  bauteur  de  la  colonne  qui  y  répond,  sera  la  même  apri-s  c(!  temps  (|ue 
celle  de  la  colonne  qui  répondait  aux  points  K,  F  au  commemcment  de 
ce  temps;  de  sorte  que  celle-ci  pourra  être  censée  avoir  avancé  pendant 
le  temps  Hl  d'un  espace  égal  à  sa  base,  qui  est  à  Iri's-peu  près  égale  à  KF. 

Or,  ayant  trouvé  (numéro  précédent) 

El  - 

H,  =v«t, 

il  s'ensuit  (|Uc  la  vitesse  de  la  pr'opagalion  des  ondes  sera  celle  (|u'uu 


DEUX  ENDROITS  DES  PRINCIPES  DE  NEWTON.  G09 

corps  grave  acquerrait  en  tombant  de  la  moitié  de  la  hauteur  aE  (n°  8, 
Section  première),  c'est-à-dire  de  la  moitié  de  la  hauteur  de  l'eau  dans  le 
canal.  De  sorte  qu'il  y  a  à  cet  égard  une  parfaite  analogie  entre  la  pro- 
pagation du  son  et  celle  des  ondes,  la  vitesse  de  celje-là  étant  due  à  la 
hauteur  de  l'air  supposé  homogène,  et  la  vitesse  de  celle-ci  étant  due  à 
la  hauteur  de  l'eau  dans  le  canal. 

7.  Au  reste,  quoique  la  Théorie  précédente  soit  fondée  sur  la  suppo- 
sition que  la  profondeur  de  l'eau  dans  le  canal  soit  très-petite,  elle  pourra 
néanmoins  toujours  avoir  lieu,  si  dans  la  formation  des  ondes  l'eau  n'est 
ébranlée  et  remuée  qu'à  une  profondeur  très-petite;  ce  qui  parait  très- 
naturel  à  cause  de  la  ténacité  et  de  l'adhérence  mutuelle  des  parties  de 
l'eau,  et  ce  qui  se  trouve  d'ailleurs  confirmé  par  l'expérience,  même  à 
l'égard  des  grandes  ondes  de  la  mer.  Ainsi,  la  vitesse  des  ondes  étant 
connue  par  l'expérience,  on  pourra  déterminer  réciproquement  la  pi  o- 
fondeur  à  laquelle  l'eau  sera  agitée  dans  leur  formation,  cette  profondeur 
étant  toujours  double  de  la  hauteur  due  à  la  vitesse  observée.  (  Voyez  nos 
Recherches  sur  le  mouvement  des  fluides  dans  le  volume  de  cette  Académie 
pour  l'année  1781  (*),  où  la  Théorie  des  ondes  est  traitée  d'une  manière 
plus  directe  et  plus  générale  que  nous  ne  l'avons  fait  ici.) 

(*)  OEiivrcs  (II!  Lagriitis;e,  t.  [V,  p.  690. 
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QUESTION  CONCERNANT  LES  ANNUITÉS. 


[Ifoiiceaifx  Mémoires  de  l' Arndéniie  royale  des  Sciences  et  Beltes-Leltr 
de  Berlin,  années  1792  et  I7g3.) 


Ce  Mémoire  a  été  lu  à  l'Académie  il  y  a  plus  de  dix  ans.  Comiiiu'  il  n'a 
pas  été  imprimé  dans  le  temps,  j'ai  cru  pouvoir  le  lui  présenter  de  nou- 
veau, à  cause  de  l'utilité  dont  les  formules  et  les  Tables  qu'il  contient 
peuvent  être  dans  diflerentes  occasions. 

1.  Voici  l'objet  de  la  question  : 

On  demande  la  imleur  présente  d'une  annuité  constituée  sur  une  ou  plu- 
sieurs têtes  dont  les  âges  sont  donnés,  à  condition  qu  elle  ne  commence  à 
courir  q a  après  la  mort  d'une  autre  personne  d'un  âge  donné,  et  qu'elle 
cesse  aussitôt  que  toutes  les  personnes,  sur  lesquelles  l'annuité  est  consti- 
tuée, auront  passé  un  âge  donné. 

Pour  se  faire  une  idée  plus  netle  de  l'étal  de  la  queslion.  on  n'a  (|u'à 
supposer  qu'un  père  veuille  assurer  à  ses  enfants  une  rente  annuelle 
payable  seulement  après  sa  mort,  et  jns([u'à  ce  (|ue  le  plus  jeune  ail  at- 
teint un  âge  donné,  par  exemple  celui  de  la  majorité;  il  s'aj^il  de  deler- 
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miner  la  soiiunt'  (ju'il  devrait  payer  pour  acheter  une  telle  rente,  l'âge 

.lu  père,  le  nombre  et  les  âges  des  enfants  étant  donnés. 

2.  On  pomi-iil  supposer  aussi  ([u'au  lieu  de  payer  d'ahord  une  cer- 
taine somme  le  |it're  s'engageât  à  payer  annuellement,  mais  seulement 
pendant  sa  vie  et  la  minorité  de  tous  ses  enfants,  une  somme  donnée 
pour  leur  assui-er  après  sa  mort  une  annuité  qui  ne  durerait  que  jusqu'à 
la  majorité  de  tous  les  enfants. 

La  (|uestion  présentée  de  cette  manière  est  un  peu  plus  dillicile,  parce 
qu'il  y  a  deux  auiuiités  à  estimer  :  l'une  constituée  conjointement  sur  les 
letes  du  père  et  des  enfants  mineurs,  et  l'autre  constituée  seulement  sur 
les  tètes  des  enfants  et  sur  leur  minorité,  mais  qui  ne  doit  commencer 
qu'après  la  mort  du  père;  il  est  clair  que  l'état  de  la  (jucstion  exige  que 
la  valeur  absolue  ou  présente  de  chacune  de  ces  deux  annuités  soit  égale, 
pour  qu'on  puisse  échanger  au  pair  l'une  contre  l'autre. 

3.  Quoi(|ue  les  principes  nécessaires  pour  résoudre  ces  sortes  de  ques- 
tions soient  connus,  l'application  en  est  néanmoins  d'autant  plus  dilli- 
rile  (|ue  les  questions  sont  plus  compliquées;  et  celle  que  nous  venons 
de  proposer  l'est  assez  pour  que  cette  application  ne  se  présente  pas  faci- 
lement. Omme  la  solution  de  cette  question  pourrait  être  utile  dans 
ijuelques  occasions,  j'ai  cru  qu'on  verrait  avec  plaisir  la  méthode  que  j'ai 
imaginée  pour  y  parvenir,  et  qui  réduit  la  di/Tu-ulté  au  calcul  des  annui- 
tés ordinaires  et  constituées  sur  une  ou  plusieurs  tètes.  Je  donnerai  d'ail- 
leurs des  applications  particulières  de  cette  méthode,  et  je  présenterai 
des  Tables  qui  serviront  à  résoudre,  avec  une  exactitude  sulfisanle,  la 
plupart  des  cas  qu'on  pourrait  proposer. 

i.  Je  rcmar(|ue  d'abord  (|u"oii  peut  sim|)lilier  beaucoup  la  (lueslion 
dont  il  s'agit  par  la  considération  suivante. 

Soit  .r  l'annuité  que  le  père  doit  payer,  et  dont  on  cherche  la  valeur, 
l'i  a  l'annuité  qu'il  veut  assurer  aux  enfants  après  sa  mort;  il  est  clair 
qur)n  peut  supposer,  sans  rien  changer  à  l'état  de  la  question,  que  l'an- 
Muiléarsoil  augmentée  de  a,  en  sorte  que  l'annuité  à  payer  par  le  père 
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soil  x^a,  et  que  l'annuité  due  aux  enfants  commence  en  même  temps: 
car  de  cette  manière  ce  que  le  père  paye  de  trop  est  immédiatement  rendu 
aux  enfants;  mais,  en  envisageant  la  question  ainsi,  on  a  l'avantage  que 
les  deux  annuités  commencent  à  la  même  époque  et  sont  semblables, 
excepté  que  l'annuité  a-\-x  dépend  de  la  vie  du  père,  et  que  l'annuité  a 
n'en  dépend  point. 

5.  Dénotons,  en  général,  par  M  la  valeur  présente  d'une  annuité  d'une 
unité  (par  exemple  d'un  écu,  ou  decentécus,  etc.)  constituée  uniquement 
sur  la  minorité  des  enfants,  c'est-à-dire  payable  tant  qu'il  y  a  des  enfants 
mineurs;  et  dénotons  par  N  la  valeur  présente  d'une  annuité  égale,  mais 
constituée  conjointement  sur  la  tète  du  père  et  sur  la  minorité  des  en- 
fants, c'est-à-dire  payable  seulement  tant  que  le  père  vit  et  qu'il  a  des 
enfants  mineurs.  La  valeur  absolue  de  l'annuité  a-\-x  que  le  père  est 
supposé  payer  sera  donc  {a~\-x)'H,  et  la  valeur  de  l'annuité  a  que  les 
enfants  reçoivent  sera  aM. 

Donc,  pour  que  ces  deux  valeurs  soient  égales,  il  faudra  que  Ton  ait 

l'équation 

{a  -(-  x)  N  =  aM, 

laquelle  donne 

_  a(M  — N) 
^-         N        ' 

c'est  l'annuité  réelle  que  le  père  doit  payer.  El  toute  la  dilliculté  se  ré- 
duira à  déterminer  les  deux  quantités  M  et  N. 

6.  Pour  ramener  cette  (luestion  aux  notions  ordinaires  et  rendre  ce 
que  je  vais  dire  plus  simple  et  plus  intelligible,  j'ap|tellerai  le  père  P,  et 
les  différents  enfants  mineurs  A,  B,  C 

Ensuite  je  désignerai  par  À,  B.  C,...  la  valeur  d'une  atmuile  d'une 
unité  constituée  uniquenient  sur  la  minorité  de  l'enfant  A,  ou  B,ouC.....: 
je  désignerai  de  plus  par  .\H  la  valeur  d'une  pareille  annuité,  mais  con- 
stituée conjointement  sur  la  minorité  des  deux  enfants  A  et  B,  c'est- 
à-dire  pavable  tant  (ju'ils  sont  tous  les  deux  mineurs;  je  désigneiai  de 
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même  par  ABC  la  valeur  d'une  égale  annuité,  mais  constituée  sur  la 
iiiini»rite  des  eiifanls  A.  B,  C,  c'est-à-dire  payable  tant  qu'ils  seront  tous 
les  trois  en  vie  et  m  minorité;  et  ainsi  du  reste. 

tlnlin  je  dénoterai  de  même  par  AF  la  valeur  d'une  annuité  consti- 
tuée sur  la  miiioiilé  de  l'enranl  A  et  sur  la  vie  du  père  P,  c'est-à-dire 
p;iv;ililc  |)cnilanl  (|uc  l'enfanl  est  mineur  el  (|U('  le  père  est  en  vie;  par 
AHi' je  dénoterai  paieiliement  la  valeur  d'une  annuité  constituée  sur  la 
minorité  des  enfants  A  cl  B,  et  sur  la  tél(^  du  père,  c'est-à-dire  payable 
pendant  ijuc  les  enfants  A  et  B  seront  mineurs  à  la  fois  et  (|iie  le  père 
sera  vivant:  el  ainsi  de  suite. 

7.  Cela  posé  et  bien  entendu,  je  vais  parcourir  successivement  les  cas 
d'un  enfant  A,  de  deux  enfants  A  et  B,...,  et  je  déterminerai  pour  chaque 
cas  les  valeurs  des  quantités  M  el  N  par  le  moyen  des  quantités  Â,  AP, 

B,  AB ,  BP dont  la  signification  est  maintenant  connue,  et  dont  la 

détermination  peut  se  tirer  des  Tables  des  annuités. 

El  d'abord,  s'il  n'y  a  qu'un  seul  enfant  A,  il  est  clair  (|ue  la  valeur 
de  M  est  égale  à  A,  et  que  celle  de  N  est  égale  à  .AP.  On  a  donc  dans 
ce  cas 

M~Â,      N  =  AP. 

S.  Kii  second  lieu,  s'il  y  a  deu\  enfants  A  (^t  B,  alors  la  valeur  de  M 
doit  être  celle  d'une  annuité  constituée  sur  la  |)lus  longue  des  minorités 
de  ces  deux  enfants,  et  la  valeur  de  N  doit  être  celle  d'une  annuité  con- 
stituée sur  la  plus  longue  minorité  des  enfants  et  en  même  temps  sur  la 
léte  du  pi-re.  .Il'  suppose  que  la  minorité  de  A  soit  la  |)lus  courte,  soit 
parctî  (joe  A  meure  ou  (|u'il  atteigne  l'âge  de  majorité  avant  B.  Il  est 
clair  (|Me  la  valeur  de  l'annuité  M  devra  être  égale  à  A,  plus  ii  la  valeur 
d'une  annuité  constituée  sur  la  minorité  de  B,  mais  payable  seulement 
a  la  majorité  de  A.  Il  s'agit  donc  de  trouvisr  la  valeur  de  celle  dernière 
annuité,  .le  l'appelle  X ,  et  je  considi'rc!  (pie  si  j'y  ajoute  la  valeur  d'une 
annuité  constituée  sur  la  niinorilé  des  deux  enfants  A  el  B,  valeur  que 
j'ai  désignée  par  AB.  j'aurai  alors  la  valeur  d'une  annuité  payable  |)en- 
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fiant  la  ininorilé  commune  des  enfants  A  et  B,  et  ensuite  après  l'extinc- 
tion (le  la  minorité  de  A,  continuée  jusqu'à  la  majorité  de  B;  ce  qui  est 
évidemment  la  même  chose  qu'une  annuité  constituée  sur  la  seule  mino- 
rité de  B,  dont  la  valeur  a. été  désignée  par  B.  J'aurai  donc 

X-hAB  =  B, 

et  de  là 

X=B-ÂB; 

donc,  puis(|uc 

'    M=:A-HX, 

j'aurai 

M— Ah-B-ÂB. 

.l'ai  supposé  (jue  la  minorité  de  A  était  la  premièi'c  à  s'éteindre;  mais, 
si  l'on  supposait  que  ce  fût  celle  de  B,  on  parviendrait  au  même  résultat. 

9.  Reste  maintenant  à  trouver  la  valeur  de  N.  Pour  cela,  il  faut  faire 
un  raisonnement  semblable  au  précédent,  mais  en  combinant  la  vie  du 
père  avec  la  minorité  des  enfants. 

Je  considère  donc  qiK'  la  valeur  de  N  est  celle  d'une  annuité  constituée 
sur  la  tête  du  père  et  sur  la  plus  longue  des  minorités  des  deux  enfants  A 
et  B;  et,  supposant  que  la  minorité  de  B  soit  plus  longue  que  celle  de  A. 
j'en  conclus  que  la  valeur  de  N  doit  être  égale  à  la  valeur  d'une  annuité 
constituée  sur  la  tête  du  père  et  sur  la  minorité  de  l'enfant  A,  valeur 
(|u'on  a  dénotée  par  AP,  plus  à  la  valeur  d'une  annuité  constituée  sur 
la  tête  du  père  et  sur  la  minorité  de  l'enfant  B.  mais  (|ui  ne  commence 
(|u'après  la  minorité  de  A.  Nommant  cette  dernière  valeur  X,  j'observe 
(]ue  si  j'y  ajoute  la  valeur  d'une  annuité  constituée  sur  la  tête  du  père  et 
sur  la  minorité  commune  des  enfants  A  et  B,  vjilcur  (pic  nous  avons  dé- 
notée pai-  ABP,  j'aurai  la  valeur  d'une  annuité  payable  pendant  la  vie 
'lu  père  cl  la  minoi'ité  totale  de  l'enfanl  B.  c'esl-ii-dire  (l'une  ainiuitê 
conslilucc  sur  la  lêle  du  pi'rc  et  sur  la  minoiilc  de  l'cufaiil  B,  valeur 
expi'iuicc  suivMiil  nos  dénominalioiis  par  BP.   Donc 
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et  (le  là 


Donc,  puis(|iie 
011  aura  ciitin 


X^  BP-ABP. 

N  =  ÂP-(-X, 
N  =  ÂP-t-BP- ABP. 


l-;i  Ton  liduvei'ait  la  même  expression,  si  l'on  supposail  (|iie  la  mino- 
lile  (le  renlanl  H  s'i'teigTiil  avant  eelle  do  l'enfant  A. 

10.  Kii  li()isièn)e  lieu,  s'il  y  a  trois  enfants  A,  B,  C,  on  trouvera,  pai- 
lles raisoiniements  analogues  (]He  je  supprimerai  poui'  u'(''lre  pas  trop 

long,  _______      

M  -  A  -+-  B  -f-  C  -  AB  —  AC  -  BC  -i-  A  BC , 

et  (le  HK-me 

N  -  Ai»  -+■  ÏH»  -+-  lT»  —  TBP  -  XCP  -  BCP  -+-  ABt.P; 
cl  ainsi  de  suite  s'il  y  avait  un  plus  grand  nombre  d'enfants. 

H.  De  là  je  eonelus,  en  général,  que,  yuel  que  soit  le  nombre  des 
enfants  mineurs,  la  valeur  de  xM  est  toujours  égale  à  la  somme  des  va- 
leurs des  annuités  eonstiluées  sur  la  minorité  de  chaque  enfant  en  parti- 
ctiliei',  moins  la  somme  des  valeurs  des  annuités  constituées  sur  la  mino- 
rité commune  de  eliaciue  couple  d'enfants  pris  deux  à  deux  de  toutes  les 
manières  possibles,  plus  la  somme  des  valeurs  des  annuités  constituées 
sur  la  minorité  commune  de  chaque  trio  d'enfants  pris  trois  à  trois  de 
toulcs  les  manières  possibles,  moins,  etc. 

Kl  la  valeur  de  N  sera  pareillcmenl  égale  k  la  somme  des  valeurs  des 
annuités  constituées  sur  la  vie  du  père  et  sur  la  minorité  de  chaque  en- 
fant en  particulier,  moins  la  somme  des  valeurs  des  annuités  constituées 
sur  la  vie  du  père  et  sur  la  minorité  commune  de  chaque  couple  d'en- 
fants pris  (l(!ux  à  deux  de  toutes  les  manii'res  possibles,  plus  la  somme 
des  valeurs  des  annuités  constituées  sur  la  vie  du  père  cl  sur  la  minorité 
coiiniuine  de  cha(|ue  trio  d'enfants  piis  trois  à  trois  de  toutes  les  ma- 
nières possibles,  moins,  etc. 
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12.  La  question  est  donc  réduite  maintenant  à  trouver  les  valeurs  de 
ces  différentes  annuités;  c'est  à  quoi  on  peut  parvenir  par  les  règles  con- 
nues pour  l'évaluation  des  rentes  viagères.  J'observerai  seulement  qu'en- 
tre une  annuité  ordinaire  constituée  sur  la  vie  d'une  ou  de  plusieurs  per- 
sonnes et  la  même  annuité  constituée  sur  la  vie  de  quelques-unes  de  ces 
personnes  et  sur  la  minorité  des  autres,  il  n'y  a  d'autre  différence,  si  ce 
n'est  (jue  la  première  doit  être  censée  continuée  jusqu'au  dernier  terme 
de  la  vie,  et  que  la  seconde  ne  doit  être  continuée  que  jusqu'au  temps 
où  le  plus  âgé  des  mineurs  deviendrait  majeur;  parce  qu'alors  cette  per- 
sonne, devenue  majeure,  est,  par  rapport  à  l'annuité,  dans  le  même  cas 
(]ue  si  elle  mourait  tout  à  coup  dès  qu'elle  atteint  l'âge  de  majorité. 

Voici  les  formules  générales  pour  le  calcul  des  annuités. 

13.  Je  désigne  [)ar  (ij,  (aj,  (3),...  les  nombres  des  personnes  nées  en 
même  temps  et  qui  ont  atteint  l'âge  d'un  an,  de  deux  ans,  de  trois  ans, — 
Ces  nombres  sont  donnés  par  les  Tables  connues  de  mortalité,  et  varient 
suivant  ces  différentes  Tables.  Suivant  la  Table  de  feuSussmilcb,  donnée 
dans  la  première  édition  de  son  Ouvrage,  on  a 

(o)  =  iooo,     (!)  =  74o,     (2)  =  66o,     (  3  )  =  620 

Ainsi  ces  nombres  sont  supposés  connus. 

Je  suppose,  de  plus,  que  l'intérêt  de  l'argent  soit  de  m  pour  100,  et 
je  fais,  pour  abréger. 


(^ela  posé,  la  valeur  présente  d'une  annuité  à  vie,  constituée  sur  une 
personne  de  l'âge  a,  et  payable  au  commenceineul  de  cbaiiue  année,  est, 
y  compris  la  prcniii'rc  année,  de 

i«-f-il       (a+2)       (a  +  3) 


I.a  valeur  présente  d'une  annuité  à  vie,  constituée  sur  deux  personnes 
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(liiiii  les  âges  sont  a  et  b,  est,  y  compris  la  preniièro  année,  de 

,    .^       (a  +  i)(b-hi)    ,    (g  +  2)(6+2)    ,    (a+3)(6  +  3) 
ia)(6)H ~ 1 -, 1 ' -,  !-••• 

La  valeur  présente  d'nne  annuité  à  vie,  consliluée  sur  trois  personnes 
iIdmI  les  âges  sont  a,  b,  c,  est,  y  compris  toujours  la  première  année,  do 

wt^,.^     .     (a  +  l)(ft  +  l)(C-H)     ,     (a  +  2)(<.  +  2)(C+2)     , 

(a){b){c)-\ 1 -^ 1--.. 


{a){h){c) 

et  ainsi  de  suite. 

El,  si  l'on  veut  que  ces  annuités  dépendent  de  la  minorité  de  quel- 
ques-unes des  personnes  sur  lesquelles  elles  sont  constituées,  alors  si  a 
est  l'âge  du  mineur  le  plus  âgé,  il  ne  faudra  prendre  qu'autant  de  termes 
(le  Ui  série  qu'il  y  a  d'unités  dans  26  —  a,  en  sup|)osanl  (|ue  la  minorité 
cesse  à  aà  ans;  en  sorte  (|u'il  faudra  s'arrêter  au  terme  (|ui  aura  r-^~"  an 
dénominateur. 

I  i.  L'application  de  ces  formules  n'a  plus,  comme  on  voit,  d'autre 
ililliculté  (|ue  la  longueur  du  calcul,  mais  on  peut  l'ahréger  en  cmisidé- 
rant  (|ue,  comme  les  Tables  de  mortalité  ne  sont  pas  rigoureusement 
exactes  i-t  qu'elles  n'ont  même  été  construites  que  par  des  milieux  pris 
entre  dillérentes  années,  il  sulfira  de  prendre  les  années  de  (|uatre  en 
ijuatre,  ou  de  cinq  en  cinq,  et  de  supposer  (|ue  les  termes  inteiniédiaires 
ilans  les  l'iu-mules  soient  en  progression  aritlimeli([ue. 

Or,  si  l'on  a  la  série 

(I,   h,  c,  d,  e, .  .  .,  a, 

e|  (|u'eiili-e  les  termes  consécutifs  de  cette  série  il  faille  placer  m  autres 
ti'iines  (|ui  soient  en  progression  arithméticiue  avec  les  termes  donnés, 
en  dénotant  par»',  a' ,...  les  termes  cuire  «  et  b,  par//,  //,...  les  termes 
entre  b  et  c,  et  ainsi  de  suite,  il  est  claii-  (ju'mi  aura,  par  la   propriété 
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connue  des  progressions  arithmétiques, 


,       ,          , ,  m  -t-  2 
a-i-a-(-a  +...  +  o  =  (a-i-o) ) 


c  -4-  c  -I-  c  +. .  .-I-  a  =  (c  +a) -, 


donc,  ajoutant, 


a  H-  a'  +  a"  -4- . . .  +  2  6  -I-  6'  -I-  6"  -1-  . . .  -t-  2  c  -H  c'  -H  c"  -I- . . .  -(-  2  </  -I-  . .  .  -4-  ;« 

m  -(-  2 


a-\-  n.b  -\-  7.C  -^  id  + . .  .->r  II)- 


et  par  conséquent  la  somme  entière  de  la  série 

■I-  6' -+-  6"  + . . . -f- 


«  -+-  a'  H-  a"  +  .  .  . 

sera 

(rt-1-  26  +  2C-H.  . 

=  (aH-6  -4-  c-»- 

=  ■  «  -t-  6  +  c  4- 

—  6  —  c  —  d  — . 

h  (  6  +  c  -4-  r/  ■ 


-  M  I  f  wi  +  i  ^  —  \a  -\-  Il  — 

D'où  il  s'ensuit  que.  pour  avoir  la  somme  de  la  série  interpolée,  il  n'y 
aura  qu'à  mulliplier  la  soumit'  de  la  série  primitive  pai-  w  -(-  1 .  et  en  re- 
trancher la  somme  des  deux  termes  extrêmes  multipliée  par  -  • 

Si  l'on  ne  prend  les  années  que  de  quatre  en  (|ualre.  on  aura  alors 
m  =  3,  et  il  faudra  quadrupler  la  somme  de  la  série  el  en  retrancher  les 
I  de  la  somme  des  termes  extrêmes. 

15.  J'ai  calculé  de  cette  mauii're  deux  Taldes  pour  le  cas  d'un  seul 
enfant  mineur,  et  en  prenant  successivement  pour  l'âge  de  l'enfanl  1,  5, 
9,  i3,  17,  21  ans,  et  pour  l'âge  du  pi're  3o,  34.  38,  42....  jusqu'à  qo  ans; 
mais  dans  l'une  de  ces  Talilcs  j'ai  tenu  i-oniptc  de  la  uKutaliU-  de  l'en- 
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l'uni  loiilbiini'im-iU  à  l'état  do  la  question;  dans  rautic,  au  contiaiie. 
j'i-n  ai  fail  al.straition.  c'est-à-dire  que  j'ai  supposé  que  l'enlant  par- 
vienne siireuienl  à  l'âge  de  la  majorité.  Voici  la  raison  (jui  m'a  engagé 
à  r:i|(  nier  icllc  seconde  Table  conjoinlemeni  à  la  première. 

11).  Il  esl  visildi-,  en  général,  que  plus  le  nombre  des  têtes  sur  les- 
(|uclles  une  anmiile  (|uelconque  est  constituée  est  grand,  plus  aussi  doit 
éli'e  grande  la  valeur  présente  de  celte  annuité,  c'est-à-dire  ce  (ju'il  fau- 
drail  payer  pour  raclieter,  parce  que  le  risque  de  la  perdre  par  la  niorl 
de  toutes  les  personnes  sur  lesquelles  elle  est  constituée  en  est  d'autant 
moindre.  Mais,  d'un  coté,  quelque  grand  (|ue  soil  le  nombre  de  ces  per- 
sonnes, la  valeur  de  l'annuilé  sera  toujours  moindre  (pie  si  l'on  n'avait 
point  d'égard  à  leur  mortalité,  et  qu'on  supposai  (|ue  la  plus  jeune  attei- 
gnit sûrement  un  âge  donné. 

De  là  il  s'ensuit  que,  si  une  annuité  est  constituée  sur  plusieurs  per- 
sonnes, sa  valeur,  quelle  qu'elle  soit,  sera  toujours  nécessairement  ren- 
fermée entre  ces  deux  limites,  dont  l'une  sera  la  valeur  de  la  même  an- 
nuité constituée  seulement  sur  la  plus  jeune  de  ces  personnes,  en  ayant 
égard  à  sa  mortalité,  et  l'autre  sera  la  valeur  de  l'annuité,  constituée  de 
même  sur  celte  personne,  mais  en  n'ayant  aucun  égard  à  sa  mortalité. 

Et,  s'il  arrive  que  ces  deux  limites  soient  peu  dillerenles  entre  elles, 
alors  on  sera  assuré  que  la  valeur  de  l'annuité  est  à  peu  près  la  même, 
quel  (|U('  soil  le  nombre  des  têtes  sui-  les(|uclles  elle  est  constituée. 

17.  On  doit  donc  regarder  les  deux  Tables  dont  nous  venons  de  parler 
connue  les  limites  de  toutes  les  Tables  pareilles  (ju'on  pouiraitconstruire 
poui' les  cas  de  deux,  de  trois....  ou  d'un  nombre  (|uelcon(|ue  (l'enranls 
mineurs. 

Dans  ces  Tables  nous  avons  pris  pour  base  la  Table  de  morlalilé  (|ui 
se  trouve  dans  la  nouvelle  édition  de  l'Ouvrage  de  Sussmilcb  (tome  III, 
Table  XXIi„n"  -ï;,  e|  (|ui  a  élé  dressée  particulièreiiieiit  pour  ce  |);iys; 
suivani  celle  Table,  on  a 

.1    -_  I. >.,<..       I    ^   -0.),       5    -  6(>3,     (q,=  55o., 
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A  l'égard  de  l'intérêt  de  l'argent,  nous  l'avons  supposé  à  4  pour  loo, 

ce  qui  donne 

,             I o4      26 
m  =  4      r  = =:  — p  • 

lOO  25 


Ces  Tables  donnent  immédiatement  la  somme  annuelle  ou  l'annuité 
que  le  père  devrait  payer  pendant  sa  vie  el  la  minorité  de  son  enfant, 
pour  lui  assurer  après  sa  mort  une  annuité  d'une  unité  (|ui  ne  durerait 
que  jusqu'à  ce  qu'il  eut  atteint  sa  vingt-cinquième  année.  Dans  la  pre- 
mière Table  on  a  fait  abstraction  de  la  mortalité  de  l'enfanl,  et  l'on  voit 
que  les  nombres  sont  tous  un  peu  plus  grands  que  dans  la  seconde,  où 
l'on  a  tenu  compte  de  celte  mortalité,  mais  on  voit  en  même  temps  que 
les  différences  des  nombres  correspondants  dans  les  deux  Tables  sont  en 
général  fort  petites.  De  sorte  que,  lorsqu'il  y  aura  plusieurs  enfants,  on 
ne  se  trompera  pas  beaucoup  en  prenant  le  milieu  entre  les  nombres 
donnés  par  ces  deux  Tables  et  relatifs  à  l'âge  du  père  et  à  celui  du  plus 
jeune  des  enfants.  Mais  on  pourrait  peut-être  dans  ce  cas  approcber  da- 
vantage de  l'exactitude  par  la  formule  suivante  : 

Soit  i-h  n  \e  nombre  des  enfants,  A  et  B  les  nombres  donnés  par 
la  première  et  par  la  seconde  Table,  pour  le  cas  du  plus  jeune  de  ces 
enfants,  on  prendra,  pour  l'annuité  que  le  père  doit  payer,  la  quantité 

"'  "^     ;  cette  formule  devient  éeale  à  B  lorsque  «  =  o.  et  égale  à  A 
n  -I-  I  ° 

lorsque  «  =  x  ,  ce  qui  doit  élre. 
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TABLE    1. 
KN    FAISANT   ABSTRACTION   DE   LA   MUUTALITÉ   DE   L'ENFANT. 


AGE 

du 

père. 

AGE  DE  l'enfant. 

1 

0 

9 

13 

17 

21 

1 

3o 

0,1699 

0 , 1 399 

0, 1 108 

0,081 5 

0,0527 

0,025l 

2 

34 

1957 

'597 

1264 

0940 

0617 

o3oo 

3 

38 

2253 

1808 

1403 

io33 

0681 

o332 

I   i 

4a 

2674 

2114 

i6oi 

1144 

073G 

o358 

1   y 

40 

3327 

2616 

.958 

i36i 

0840 

o389 

II 

5o 

4358 

3440 

2590 

i8o5 

]io5 

o5o4 

7 

54 

5705 

4555 

3754 

2412 

1489 

0676 

« 

58 

7360 

■  5945 

■   4522 

3171 

1962 

0903 

y 

62 

9289 

8002 

5830 

4094 

2498 

1 122 

10 

G6 

'.'777 

9760 

7604 

54.7 

333i 

i5io 

11 

70 

45o5 

1,2187 

9622 

6908 

4334 

1950 

12 

74 

6987 

4342 

1,1473 

.  8346 

5219 

2337 

13 

78 

9516 

6499 

32i3 

9788 

6i5o 

2728 

1i 

82 

2,1946 

8681 

4871 

I ,0913 

7090 

3i66 

15 

8G 

356o 

2,0(3l 

6128 

1445 

7oi5 

3359 

16 

90 

5770 

21  l3 

7848 

2856 

7018 

2261  . 

TABLE  IL 
EN  TENANT  COMPTE  DE  LA  MORTALITÉ  DE  L'ENFANT. 


AGE 

du 

père. 

AGE  DE  l'enfant. 

1        5 

- 

9 

13 

17 

21 

1 

3o 

o,i5i3 

0,1 324 

0 , 1 069 

0,0792 

o,o5i4 

0,0246 

2 

34 

1740 

i5ii 

1220 

0914 

0602 

0293 

3 

38 

'994 

1707 

1354 

0979 

o665 

o325 

4 

4a 

2353 

'989 

1543 

1 1 1 1 

0718 

o35o 

5 

46 

2906 

2455 

1881 

l320 

0820 

o38i 

(; 

5o 

3783 

3225 

2i88 

'748 

1076 

0492 

1 

64 

49'7 

425i 

3298 

2335 

'449 

0660 

s 

58 

6286 

553 1 

4 '29 

3o()6 

1910 

0882 

vt 

62 

785 1 

7035 

5568 

3952 

2429 

1095 

10 

66 

9844 

9009 

725i 

5220 

32J6 

'446 

11 

7" 

'.'99' 

I , 1 206 

9161 

6686 

4206 

'899 

12 

74 

3898 

3145 

1 ,0905 

8022 

5o59 

2273 

13 

7« 

5794 

5o66 

255 1 

9393 

5956 

2653 

1-i 

82 

7654 

6983 

4101 

1,0481 

6861 

3076 

15 

86 

8-'9 

8214 

52.4 

0957 

6802 

3262 

16 

90 

2 , 000 1 

9838 

6761 

2195 

6732 

2200 
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LORSQUE     L  ÉOIÎATIO.N     GÉNÉRATRICE     A     DES    RACINES    ÉGALES. 
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L'EXPHESSÏIIN   m    TEH)IK  riÉNÉRAL 


DES  SERIES   RECURRE^TE^ 


LnRSOrt    l'équation     I.FNÊRATRICE     a     des    P.ACINF.S     F.r.ALES    f" 


\'imeaii.r  Mémoires  de  V Availéinif  royale  des  Siicmes  et  Belle^-Lellres 
de  Berlin,  années  1792  et  i-gS.] 


J'ai  (limiif,  dans  les  Mémoires  de  iJyJ  ,"  .  une  iiiéllimle  et  des  l'oi- 
mules  très-simples  pour  avoir  le  terme  général  d'une  suite  récurreiilc. 
dont  on  connaît  les  premiers  termes.  .Mais  ces  l'orniulos  uni.  eomint- 
toutes  celles  qui  sont  des  fonctions  des  diflerentes  racines  d'une  même 
équation,  l'inconvénient  de  ne  pouvoir  servir  (iiic  lorsque  toutes  les  ra- 
cines sont  inégales.  Le  cas  de  l'égalité  de  deux  ou  plusieurs  racines  de- 
mande des  réductions  et  des  transformations  londées  sni'  ce  principe  du 
Calcul  différentiel  que  des  quantités  égales  peuvent  être  supposées  dif- 
lérer  entre  elles  de  quantités  infiniment  petites;  mais  l'application  de  ce 
principe  aux  formules  dont  il  s'agit  exige  des  attentions  particulières,  et 

Ce  Momoire  el  les  quatre  suivants .  les  derniers  que  Liigran^e  ail  |iubliés  dans  le 
Keiiieil  de  r Académie  de  Berlin,  sont  compris  sous  le  titre  commun  :  Rechercliex  sur  plu- 
sieurs points  d'Analyse  relatifs  à  différents  endroits  des  ^Mémoires  précédents. 

.\iite  de  r  Éditeurs 
(*•     OEiii'res  de  Lagrange,  t.  IV.  p.  1  >i. 

79- 
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.1 (•  lieu  à  (les  résultais  nouveaux  t-t  leniarquables  pour  leur  siuipli- 

riic:  (■■(•st  ce  (|ui  m'a  tMigagé  à  en  l'aire  la  nialière  de  ee  Mémoire. 

I.   .Il'  fomiiieneerai  par  rappeler  les  principales  formules  de  l'cndroil 
riti'. 

Soil  lii  série 

.)•..,    ,)•,,    .)".•.    ,)■»  •  •   ■.    .)'x,    .)Wl,    .Vx+J.-  •  -, 

diiii>  hi(|iicllf  on  ail  «onslammenl  celle  équation,  entre  n  +  i  termes  con- 
séeulils. 

\  \  )-^  -t-  B )•,+,  -I-  C)-,+j  -I-  ...  -1-  N  )-^+„  =  o, 

.V.  IJ,  (>....  étant  des  coellicienls  eonstanls  (|iielc()n(|ues.  L'expression  du 
terme  ijénéial  v,.  sera  d<'  celte  foruKr  • 

y,  =-.  ax'  -h  h'^'  -\-  C'i'  +  .  .  . , 

le>  (|uanliles  y..  ,'5,  •/,...  élanl  les  difl'éreutes  racines  de  l'équalion 

It  \  -t-  B  )■  4-  C}=  -4-  Dr'  + . . .  -I-  N  j"  =  o, . . . , 

i|iif  j':ippellc  équation  génératrice,  et  les  coefTicients  «,  h,  c,...  élanl  de 
lellf  i'oiine 

_^„-,  —  (P-i-y-H3+...)7„-2  4-(j3y +  P(î  +  y^-t-..  ■).r„-a  — .. . 
"~  ia— |3)(a  — y)(a  — â)... 

.  _  y«  ,  —  (a  +  y  +  ^  +  .  ■  .)rn-i  ■+■  {a.y  -t-  «5  +  y3  +. .  ■  ),r„_3  — . .  .  _ 
l(3-a)(|3-y)((3-ô)...  ' 

l'I  ainsi  de  snilc. 

.If  remarque  d'al)or(l  (uToii  |)eul  donner  a  ces  expressions  une  t'oiiue 
plus  simple  !•!  |iln>~  iiiimiiiMie  |>(iiir  le  calcul,  en  observant  (|ne,  si  dans  le 

produil 

(.r-|3)!j-y)(j  — d)..., 

ou  cliau'.je  après  le  développeuii'Ul  les  i)uis,sances 

.r°,  .)■',  y^,  )•',. . .,  .r"~' 
en 

ï"  X"  r^.  j>,---.  .n-„ 
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on  aiuii  If  niiméi'iiteur  de  l'expression  de  a\  que  de  même  on  aurii  celni 
de  l'expression  de  h  en  faisant  le  nième  ehangement  dans  le  produit 

ij— àiij  — yil.r  — ô....; 

el  ainsi  des  autres.  De  sorte  qu'avec  cette  condition  on  pourra  snjiposer 
d'abord 

._  (.>--P)(r-y)(r-^') 


ff 

(r- 

-P)(«- 

-ot){r- 

-y)(«- 
-y)(r- 

-â)... 

-«)((3- 

-y)((3- 
-(3)(r- 

-â)...' 

-ô).  .. 

(7- 

-a)(y- 

-P1(7- 

-à)..: 

2.  Cela  posé,  soit  |3  =  a,  les  deux  premiers  termes  ««•',  />j5-^  de  l'ex- 
pression de  Yj.  deviendront  infinis. 
Faisons,  pour  abréger, 

oc' 


et  les  deux  termes 
deviendront 

a  —  (3  •'^'  (3  —  a  •''^■ 

Faisons  maintenant 

j3  =  a  +  6), 

'«>  étant  une  {|uantitc  infiniment  petite,  on  aura 

a  ^  (3  :=  —  '»,     (3  —  a  ^  'j), 

(r— p.) (.f— y )(.)■— «î )•••==  (.r—«>'.>"~ y) (-■>■— ^) ■••  —  '•> O"— y.  .)■— -5  — 
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Sulisliluant  ces  valeurs  ilaiis  les  deux  Umiiics  dont  il  s'agit,  eflaçaiil  ce 
i|ui  sf  (l.'iriiil  l't  faisant  fiisiiili'  w  —  o,  on  aura  pour  résultat 

(,.)•—  y  \.r~  ^  ■  ■  •/(«)  -t-  '.r—  «n.r  —  y)(r—  lîi-  •  •  ^j^- 

C'est  la  valeur  des  deux  premiers  termes  de  l'expression  de  y, .  VA  le 
Iroisii'ine  terme  c/' de  la  même  expression  deviendra  alors,  a  cause  de 

yy  —  a.'?\y  —  è,. . . 
\y'-»Y{y  — $)..'.  '"  ' 

La  vaii'iii-  (les  aiilics  ne  sera  sujelle  à  aucune  dilliculte. 

Si  outre  [j  -  «  on  avait  eneor»;  /  =  a,  ce  qui  est  le  cas  de  trois  racines 
égales,  alors /f5<;  deviendrait  infini,  ainsi  que  la  valeur  du  troisième 
terme;  les  trois  premiers  termes  seraient  donc  infinis,  et  il  faudrait  faiic 
de  nouveau  ■/  ^=  a  H-  w. 

Soit 


(«• 


i(«-0. 


/(«):=-/:(«j 


et,  dilfereutiaiit  suivant  «, 


Donc,  faisant 


dx  a  —  y       doc  (x  —  y)' 

y  =  a  -i-  0), 


De  plus 
devieudi'a 
et 
deviendra 


fia,=  -^-tM,      df[x).^        1    df'ix)        f'(x) 

'A  dx  M  dx  0)' 


.»•  —  /)(.r  — â). . . 
(_)•—  a)  1  )■  —  0  ,. .  .—  «' V  —  â). . ., 

r—  «)  'j— yii.r  —  o-i. . . 

(y—x.My—d).  ..  — &i(_r—  a)(j— <3). 
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Enfin  le  troisième  U-rnie  étaiil  représenté  par 

(y-acY  ■'  ^'' 

deviendra,  en  mettant  a  +  oj  pour  y, 

savoir 

(J-  cc)\j-è)  \  df'itx)        oj=  c/'f\oc) 


■    ,,     ,  df'itx)        oj=  (/'f'[x}  ] 


Faisant  tontes  ces  substitutions,  ell'açant  ce  qui  se  détruit  et  faisant  en- 
suite w  =^  o,  on  trouvera  pour  la  valeur  des  trois  premiers  terint;^  de  v, 
la  quantité 

{y—  è)..  .  f'ix)  +  ir—  xnr—  o\...  -'—, y-\y—a.]^,r—d)...-  -^~—- 

Si  l'on  avait  encore  §  =  «,  en  sorte  que  les  quatre  racines  a,  fi,  y,  o 
fussent  égales  entre  elles,  on  trouverait,  en  suivant  la  même  marche, 
(jue  les  quatre  premiers  termes  de  l'expression  de  y,.,  savoir 

aac'  -\-  b^'  +  cy'  ■+-  dû', 

dont  chacun  serait  infini,  pris  ensemble  se  l'éduiraienl  à  la  (|uanlilé  sui- 
vante 

{y—  e.\.  .  .  f"\a\  -V- \Y  —  ot.]\r— t\ .  ■  .  --j^—  -I-  i  r  —  aiM  r  —  e  i.  .  . ■' ,       ' 

(la.  '  ■>.       r/a' 

en  faisant 


(a-e)(a-Ç)--.'' 
et  ainsi  de  siiile,  la  loi  de  la  pidgression  elanl  visible  d'elle-même. 
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Pour  pouvoir  employer  ces  expressions,  il  faudra  développer  les  dif- 
terenls  produits 

(.r-yXj— â)...,   (r-«)(r-y)(r-â>---. 
(y-èj...,   (r-«)(/-ô)....   {r-«y(,r-  à)..., 

et  ainsi  de  suite  en  puissanees  de  v,  et  changer  ensuite  dans  ces  puis- 
sances les  exposants  en  indices,  c'est-à-dire  changer 

)■',  )•',  >•■■,. . . 
en 

.Vn,    .)",,     ,)'2,  •    ■    •  ■ 

en  conservani  les  coeilicients  de  ces  puissances. 

3.  Iv»  tlilliculté  qui  résulte  des  racines  égales  est  donc  résolue  «l'une 
manière  générale  ;  mais  les  expressions  qu'on  vient  de  trouver  étant  don- 
nées en  fonction  de  toutes  les  racines  a,  [',  7,...,  on  peut  désirer  de  les 
avoir  en  fonction  de  la  seule  racine  a,  ce  qui  donnera  même  à  nos  for- 
mules plus  de  simplicité. 

Pour  cela,  nous  remarquerons  (|ue,  puisque  a,  /5,/,...  sont  les  racines 
de  l'équation  fB),  on  aura 

A  ■+-  br  -h  Cr'-f-. . .  -H  N.i-"  =  Ni,v—  a)'r—  (3)  !>•— y  ) 

Kn  faisant j' =  «,  on  aura 

A  -I-  Ba  -(-  (^  a'  -t-  .  .  .  -*-  N  a"  =  o  ; 

relraiK  haut  celle  quantité  du  picmicr  memlire  de  re(|uation  pré<édenlc 
et  divisant  ensuite  |)ar  v  —  y,  on  aura 

0  -^  H.v  -t-  S.»-'  -f-  T)-'  -!-...-(-  N r  "-'  =  N  (,r  —  P)  (r  —  y  )  (.r  —  5 ) . . . , 

en  faisant,  conime  dans  le  n"  2  du  Mémoire  cité. 

Q-  B-l-Ca-i-  Da'-H.    .. 
R  =  C  -+-Dx^  .  .., 
S  -D-^-..., 
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Faisons  dans  l'cHjiialion  prc-cédenle  )•  —  |3,  on  aura 

0-(-H(3  +  S[5=  +  T(3^-4-..  .  =  o; 

rt'irancliani  cette  quantité  du  premier  nicnil)ic  dv  la  nuMuc  (■(iiialion  cl 
divisant  le  tout  par  j  — p,  on  aura 

Q'  -H  R'.)-  -(-  S',)-'  +  T>  '  -i- . . .  =  N  (  j  —  y  ;  i  _>■  —  ôi . . . , 

en  l'aisanl 

Q'=R-t-Sp-t-Tp= -+-..., 

R'=:S-t-Tp-i-..., 
S'  =  T  -(- . .  . , 


Pareillement  on  trouvera 

Q"  +  R"r  -H  S".r'  +  ...  =  N(j  —  ô)... 

en  taisant 

Q"=R'+S'y-l-T'y=+..., 

R"  =  S'  +  T'y  +  ..., 

S"  =r-t-..., 


et  ainsi  de  suite. 

l.    i"  Soit  maintenant  fi>  =  a,  on  aura 

N^j—  a)  (j—  y)(7—  â). .  .=  Q  +  R.)--f-  Sr'-l-.  •  -, 
N(.r  —  y  )  (  j  —  ô). . .  =  Q'-+-  R'.r  +  S'.)--  H-  . . . . 

Faisant  dans  Q',  R',  S', . . .  /3  =  a,  et  substituant  les  valeurs  de  Q.  H. 
en  a,  on  trouve 

Q'^C  +9.Da-H3E5t'  +  ...=  ^, 

R'=D  +  3Ea+...=  -'-, 
«a 

c,       „  d^ 

S'  =  E-h...=  -.-■, 
dix. 


Ho 
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Donc 

a"  Soit  y   -]3  — a,  on  aura  cl'al)oril 

N(.)-— a  )';,)•— «5  I.  ..=zQ+  |{)--(-S_)-=-t-.  .  ., 

V(r—  x}{r  —  ô>...=i-p^  -h  -y-  r-h-j-  r'-h..., 

^-  '  ^-  <^/«         (Ix  •         (la  ■ 

N  (r  —  3  ) . . .  =-  Q"-t-  R".v  -i-  S".v'  + . . . . 

Faisant  dans  Q",  R",  S",...  7  —a,  et  siiljsliliiaiit  les  valeurs  ci-dcssiis  de 
Q  .  H',  S' on  trouve 


Q"— DH-3Ea-f-. 

n  —  — i— > 

2  rta' 

2  aa" 


1  ''^ 

0  (/«'  ^ 


De  sdilo  (|ii'i»ii  aura 

1  (J-Q        i  r/Ml  I  </=S     , 

2  rfa'         ■->.  rta'  •         a  rfa'  ' 

et  ainsi  de  suite. 

Faisons  ces  sul)slituti(ms  dans  les  l'orniulcs  (louvcc^  plus  haut  |KUir 
le  cas  des  l'acines  égales,  et  changeons,  ct»ninie  nous  l'avons  prescfil, 
les  |)uissances  v'*..v',  V*. . .  .  en  V'„,  V,,  j^, .  .  . ,  ou  liouvera  ces  lesullats 
tort  simples  : 

i"  Dans  le  cas  où  ^  _r  «,  lu  (|uaii(il«'! 

i  d[{Qr.-\-l{r. ±^72^+  ■  ■•)/!«)] 
N      '  '        (Ix 


(lour  la  valeur  de>  deux  teinies 


a  x'  +  h^'\ 
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2"  Dans  le  cas  de  y  =  ;3  —  a,  la  quantité 

1     d'  [(Qj.  -^  Rj,  +  Sj,  H-  ■  ■  ■  )/'(«)] 
aN  dot' 

pour  la  valeur  des  trois  termes 

«a'  -+-  6P'  +  c/'; 
et  ainsi  de  suite 

5.  En  considérant  ces  résultats,  il  est  clair  qu't>n  eût  pu  les  trouver 
plus  simplement,  en  substituant  dans  l'expression  du  coefficient  a,  k  la 

place  de 

_)•„_,  —  ,  ^  -I-  y  +  6  -H  .  . .  _)•„_:  -4-  (  ;3y  -H  ^Ô  -1-  . . .  )_>•«-:  — .  •  • , 

sa  valeur    • 


N 

et  considérant  cette  quantité  comme  une  fonction  de  a;  car,  en  la  dési- 
gnant par  F^«  ,  on  eût  eu.  de  même,  pour  le  coelficient  b,  la  quantité 

j„_,  —    a  -t-  y  +  ô  -(-  .  .  .  \r„_j  -(-  (  ay  -I-  «ô  -+- .  .  .  _>•„_:  —  .  . .  =  Fi  j3 1  ; 

de  sorte  que  l'on  eût  eu  pour  les  deux  termes  aoc^  ^  ^,'5^  l'expression 

a-[3  (3-a     ' 

laquelle  eût  donné  sur-le-cliamp,  en  faisant  /S  =  (z  -i-  w, 

6?[F(:t)jr(«)] 

On  eût  trouvé  de  la  méuu'  manière,  |)()ur  le  cas  de  trois  racines  égales,  en 
faisant 

/-.=  ^' 

(jiic  les  trois  premiers  ternies 

aa'-t- 6;î'-i- cy" 

8o. 
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:illlMi('llt  (loillU- 

doL  _  Fi«)/'(«)  ^  F(yi/'(y). 

a  —  y  (  a  —  y  )'  (  y  —  «  -'  ' 

tr  (jiii,  ni  l;iisaiil  y^-î<  + w,  so  réduit  à 

.  r/'[F( «)/'(«.)] 

(l'est  aussi  île  cette  manière  que  je  m'y  étais  pris  d'abord  pour  résoudre 
le  eas  des  raeines  égales;  mais,  quoiqu'elle  conduise  à  des  résultats 
rxaets,  il  me  semble  qu'on  ne  peut  pas  l'adopter  sans  précaution;  car  il 
est  remarcpialtle  (jue  la  (piantité  qu'on  y  prend  pour  une  simple  londion 
de  y  coiilient  toutes  les  autres  racines  |3,  y,...  sans  a;  (|uefde  uiémc, 
relie  (|u'iin  v  prcMilrail  pour  une  lonclion  de  j'i  coulicndrait  les  autres 
laciues  sans  ,3,  et  ainsi  de  suite;  ce  qui  doit  au  moins  laisser  (|uel(|ue 
iloute  sur  la  bonté  de  cette  méthode;  mais  d'après  celle  (|ue  nous  avons 
siiivic,  il  n'eu  doit  rester  aucun  sur  l'exaclilude  de  nos  résultais. 

jS.  Mais  ces  résultais  n'ont  pas  encore  toute  la  siniplicilé  doni  ils  soni 
susceptibles;  car  lesquantités  (|ue  nous  avons  désignées  par/(«),/'(«j,... 
dépeudenl  à  la  fois  des  dilFérentes  racines  «,  y,  ^, . . . ,  et  il  i'aul  les  ré- 
duire il  n'élre  que  des  fonctions  de  la  seule  racine  a. 

Pour  cela  je  fais,  comme  dans  le  n°  2  du  Mém(»ire  déjà  cile, 

l'  =  A-i-Ba-4-Ca'-f-  I)a M-..  .  +  Na"; 

je  cliange  pmir  un  muinent  a  eu  y;  j'auini 

pour  l'équation  (A    du  n"  t  ci-dessus,  dont  les  racines  s(uil  y,  [:;,  y 

De  sorte  (|ue,  par  la  iiaUirc  des  équations,  j'aurai 

erpialion  ideiili(pu'. 
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Donc  : 

I"  lji  (lill'ércntinnt  et  taisant  ensuite  y-    a,  on  aiir; 


637 


dot 


N  a  —  ^,i(«  —  yj  v«  —  ô). . .  ; 


Soit 


2"  Si  «  —  1*5,  on  a 

\f  --^^[y-  aY  [y  -  y){r-  è). . . . 

l"^N^r-y)(.r-â)..., 
>ii  aura 

lonc,  (lill'erentiant  et  taisant  ensuite  )' =  7.,  un  aura 


</P 

(h. 


dy.'        '      '      f/a' 


t/P'        d'V       ..    ,  </  P' 


J-4 


dx         dx'  il  y 

el  ainsi  de  suite.  D'où  l'on  tire 

2  (/a-         f/sc         ?. .  3  r/a'         f/a-         3 . 4  '/a' 

3"  Si  a  —  ,3  =  y,  on  a 

P  =  N(j  —  a  )' i j  —  à)  [y  —  i) 

Soit 

P"=N(j-â)  (.)•-£).... 

on  aura 

P=    ,-  z  M'  \ 

Dill'éreiiliaiit  el  t'aisani  ensuite  v  —  a.  ou  aura 

</'P 


(/P  _     ,ry  _     (/^ 

(/z  "    dy.-  '    dy/ 


5P\ 


do 


,    ,  </P"       (/M>        ,    ,    _  </'P" 

'•  I   TTT.'     :7—  =--■>•  1-5 


//z         r/a' 


dy- 


il  ou  I  on  tire 

"    ?.  .3  (/x^  '      ily  ~~.>..3.4  f/a' '      '/st  3.4-5  dx'       dx"   ~  \.5A\  dy.' 

et  ain>i  île  suite. 


(;.is  srit  I.  i:\PRESSiON  dv  teiime  général 

On  iiiira  (loric  |):ii'  ces  siilisliliitions,  en  siipposaiU  (jn'oii  ait  mis  a  à  la 
place  (If  vtlans  P  ,  P", .... 


P" 


cl  ainsi  de  suite  (2  .  Donc  cntiii.  snhsiitnaiil  ces  valeurs  dans  les  l'or- 
luules  (lu  n"3,  on  tiouveia  : 

i"  Que,  l(US(|ue  y    -  [j,  les  deux  termes 

de  i'ex|iressi()n  du  leriiie  i^ciiéral  y,  se  l'éduiront  à  cette  expression 


P' 


■n  faisant 


l" 


da 

r/-P        (/[^  _     I      (/> I' 
c/a'  </a         ?. .  3  da' 

2"  Que,  l()is(]iie  a  ^  p  =y,  les  ti'ois  tei'mes 


icduironl  a 


■M  luisant 


,,/'(Q2i±J^±ir,±:..:«.j 


P'  = 


r/a' 


I     f/'P       r/P"  I       d*P       r/=P' 


</'P 


.3  da^         dx         2.3.4  ''3:'         r/«'         3.4.5  da' 

>  ■   Que,  l()is(|ue  y.-=f^  =  7  r-  1},  les  (|ualic  tenues 
as:'  -H  A (3''  H-  cy'  -+-  do' 


se  réduiront  à 


d*  /Q.r-.  +  Kj, +  s.r,-4-...    \ 
_j_  "^  l  P"  ") 

7..i  da* 
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en  faisiuit 

I       d'V       dP"  I         d'P       d'P'"  i        (/«P 


P'"= 


2.3.4  f/a''       </«         ■^.■^4.^  dcc'         dot}         3.4.5.6  ^/a« 
d^V"  I  r/'P 


^/a'         4 •5-6.7  ^''■ 


«■(  ainsi  de  suite. 


7.  Ces  formules  sontaiii  |)eu  dilléientes  de  celles  (|uc  j'avais  données 
sans  démonstration  dans  le  Mémoire  cité  pour  le  cas  de  l'ej^aiité  des 
racines. 

Je  m'étais  aperçu  de  leur  inexactitude  après  l'impression  du  .Mémoire; 
mais  entraîné  par  d'autres  objets,  j'avais  toujours  difVéré  à  revenir  sur 
celui-ci  (pie  je  regardais  comme  moins  important;  et  j'ai  été  prévenu  à 
cet  égard  par  un  Membre  de  la  Société  italienne,  Jean  Fi'ançois  Malfatti, 
qui  a  donné  sur  ce  sujet  un  savant  Mémoire  dans  le  tome  III  du  Recueil 
de  cette  Société.  Comme  l'analyse  de  cet  Auteur  est  fort  longue  et  con- 
duit à  des  résultats  un  peu  compliqués,  j'ai  cru  devoir  chercher  à  résou- 
dre cette  question  d'une  manière  plus  directe  et  plus  conforme  ii  la  sim- 
plicité de  la  méthode  générale  exposée  dans  mon  Mémoire  de  177); 
c'est  ce  qui  a  occasionné  les  recherches  précédentes;  mais,  quoique  les 
formules  auxquelles  je  suis  parvenu  ne  paraissent  rien  laisser  à  désirer 
pour  la  simplicité  et  la  généralité,  néanmoins,  comme  ces  formules  sont 
dilférentes  pour  les  différents  cas  de  l'égalité  de  deux  racines,  de  Imis. 
de  quatre,...,  on  pourrait  désirer  encore  une  formule  (|ui  rciifcrniàt  tous 
ces  cas;  et  voici  celle  que  j'ai  trouvée,  cl  (]uc  je  pi-cscntc  aux  (icouièires 
en  les  invitant  à  la  démontrer  directcniciil. 

En  conservant  les  valeurs  de  I*.  Q,  R des  n"^  3  cl  (i,  savoir,  eu 

faisant 

P  =  A  -I-  Ra  -t-  Cx-  -f  I)a'  +  \ix'  -h..., 

Q=  B  -(-  Cx  -h  l)a'-l-  Ea'  +  .  .  ., 

R  =  C  +  n  :f  -H  Ea-  -I-  .  .  . ,  ^ 
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je  lîii^,  pour  abréger, 

(  y  r,  -4-  R  )-,  —  S  )  :  -+-  T  )-,  +  ...)«'-  F  a  , 

V(v    (leiiolaiil,  eoininc  l'on  voit,  uiio  l'onction  donnée  de  «. 
Je  considère  ensuite  la  formule 

F(a;  +  &)  -—r 1 7^  +.  .  • 

5P       6)  d'P        m'    (/»P  ' 

f/y.         2  r/a"         2 . 3  r/a' 

et,  après  l'avoir  développée  en  série  suivant  les  |)uissances  ascendantes 
de  ',).  je  ne  retiens  (|ue  les  termes  où  la  quantité  oj  ne  se  trouve  point,  en 
rejetant  ceux  qui  se  trouveront  divisés  ou  multiplies  par  des  puissances 
(le  ',>;  je  dis  que  ces  termes  seront  ceux  dé  l'expression  du  terme  ijé- 
néral  v, ,  (jui  proviendront  de  la  racine  «,  soit  que  cette  racine  soit  une 
racine  simple,  ou  double,  ou  tri|)le, .... 

Ainsi,  si  a  est  une  racine  simple,  on  aura  tout  de  suite 

r  X 

dV 

dx 

pour  le  terme  du  à  cette  racine. 

t/P 
Si  «  est  une  racine  doul)le,  alors  -y-  ^  o,  et  la  t'ormnle  se  réduira  à 

dx 

r  'a)  - 


dx 


d'P        M'    d>P 

dx'        ?  .  ^  dx' 


</Fi«i 

p,         '     ^/'P 

Fia             dx 
,.  </'P  ^  I  d'P 

F(a)  — -  -j— 
1.5  dx' 

\2    dx'    1 

?   dx'         '  dx' 

Donc  les  tf-rmes  dus  à  la  racine  double  a  seront 


dF  X  I     f/'P 


dx  „ ,        2.3  dx' 

F(al 


2  </a' 


1  ^V 

2  r/a^  j 


ou  l)icn  ^6; 


2_  clPix    _  Fia)  dP' 
P       dx  F^  rf^' 
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un  Iticii  nicoie 

(h.     ' 

(•(Piriiiic  1)11  l'a  Iruiixc  (hiiis  Ir  luiiiirn»  cilc. 
Si  y  i>sl  une  racinr  lii|»l{',  alois  un  aura 

(ly.  ~    '     da} 

ce  (|lii  ii'diiiia  la  toiiiiiilf  a  (cllc-ci 

ilV  x)       '.!■'  d^¥\x 

t  (  a  1  +  '..  — ; 1 r- — ■  -•-••• 

aàL  2       da- 


2.3 


\  dx'        4  ff^-^       4-5  (^^-  ' 


Faisant  le  développement  suivant  les  nirlIuKlrs  uidinaiio.  on  lioii- 
vei-a  que  les  termes  indépendants  de  w  seidnt  les  nicincs  ipii'  ceux  (|ni 
résultent  des  formules  données  ci-dessus  poui'  !<•  cas  de  trois  racincs 
égales;  et  ainsi  de  suite 


V. 


MÉMOIRE 


LES  SPHÉROÏDES  ELLlPTIQtES. 


MEMOIRE 


LES  SPHÉROÏDES  ELLIPTIQUES. 


[Nouveaiir  Méninhfs  de  V Aiadéniie  rurale  des  Siientes  ri  lirllr\-Lellri 
de  Berlin,  années  1792  et  1793.) 


J'entends  par  sphéroïdes  elliptiques  ceux  dont  toutes  les  sections  sont 
des  ellipses,  et  dont  l'équation  générale,  réduite  h  la  forme  la  plus  sim- 
ple, est 

X-       )-^   ^    z- 

a'        b-        & 

J'ai  donné  dans  le  volume  de  l'année  1773  un  Mémoire  sur  i'atlraclioii 
de  ces  sortes  de  sphéroïdes  ['  ].  Je  me  propose  dans  celui-ci  de  présenter 
aux  Géomètres  quelques  formules  générales,  qui  pourront  élre  ulilo 
pour  la  soliUiori  de  (!il1'érciile>  (jucstioiis  relatives  à  ces  mêmes  sphé- 
roïdes. 

I.   Supposons 

3  =  ;-cos4'.     .>■= 'sind/ sino,     .r  — /•sin']^  coso; 
/•sera  le  rayon  pai'iani  du  ceiiire  (|ni  ot  fnrigine  ih's  Iroi-^  l'oordouiicfs 

I*)   OEin'res  tic  l.naraii^r,   I.  lU,  |>.  (iuj. 


ti'tti  MÉMOIKI-: 

.r.  V.  ;;  I  sera  l'angle  l'ail  par  ce  rayon  avec  l'une  des  ordonnées  z,  el  y 
sera  l'angle  (|ue  la  projeclion  du  même  rayon  siii'  le  plan  des  coordon- 
nées a;  el  >- l'ail  avec  l'nne  des  ordonnées  a;,  lui  siihslilnanl  ces  valeurs 
dans  réi|iialiiin  du  sphéroïde,  on  en  lirera 

I        sin^iicos'o       sin'd/ sin^o       cos'di- 

'—  = ^.- — -  H T-, '   H r^; 

r'  a'  h'  c' 

l'I  lie  la  on  aura  les  valeurs  de  oc,  y,  z  en  ^  el  's. 

2.    IJesii^nons  par  AI  la  masse  lolale  ou  plut('il  le  xoiuuie  du  sphéroïde; 
nu  aura,  ciunine  l'on  sail, 

el  pour  avoir  la  valeur  de  M  il  faudra  inlégrer  d'ai)ord  depuis  /■  ---  o  jus- 
ipi'ii  /•  égal  au  rayon  du  sphéroïde,  c'esl-à-dire  en  doiinani  à  /■  la  valeur 
n(ui\ei' li-dessus;  ou  inlégrera  ensuite  depuis  L  —  o  jus(jn'à  '|  =  iiSo", 
el  l'utiii  de|iuis  o  =  o  jusqu'à  9  =  'i(io". 

Iiilej>raiit  d'ahord  suivant  la  varialde  r,  ou  aura 


dM='-^^^'^-ï, 


u  il  l'audia  suiisliluer  pour  /-sa  valeur  en  0  el  ^. 
Sciil  pour  plus  de  siuiplicilé 


v'S'       ~v'p'     '~v'>' 


r=r  !  5!siii-']<  rus'o  -I-  (3  siii-'|/  siii^o  -t-  ■/  eos''j/i    ' 
Sup|)os<)iis  de  plus 

R  =  y.s\n''l  ros'o  ■+-  3  sin'i  sin'o  -+-  y  eos'4', 
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PII    SOliC   (|IIC 

on  ;iiii;i 

3R  = 

3.   Considérons  iiiaintoiuiiit  les  foriiuilcs 

xV/M,      r'(/M,      2-(/M,     x'rfM, r-r"</M....; 

en  sulistituant  poniic,  v,  3  leurs  valeurs /sind  eoso.  /sini/ siii-v,  /rosi, 
et  pour  dM  l'élément  /'-f/r.sini  r/'Wç,  intégrant  ensuite  suivant  /•,  et  fai- 
sant /•  ^  --^_,  on  aura  après  cette  pi-emière  inténralion 

,  ... sin'i\icos'(f.s\ni\id'\idcf> 

5R^ 


r'dM 


sin^4'  sin^cp.sint]; 
5R^ 


5R^ 

x^dM  =  sin'^pcos'y.sirnj^rf^J^rfy^ 
-R^ 


x'f-dM 


sin'i);  cos'9  siii^Q.sin^'rf^'^? 


R' 


Si  inaintenanf  on  compare  ces  difierentes  expressions  li  celle  de  dM 
trouvée  ci-dessus,  il  est  facile  de  voir  ([u'elles  peuvent  toutes  se  déduire 
de  c(dle-ci  |)ar  la  simple  variation  des  constanles  a.  f-j,  y.  Ainsi,  deiiniiiiu 


(i',8  MÉMOIRE 

|i;ir  0  1rs  iliHciTiilifll(>s  rclalives  à  ces  (|ii;iiilit('s,  (tii  inira 

</M  = i    l     -  > 

•      •   .  3R' 


'</M 


2  ddM 

5  "lîa  ' 


2  SdM 


'f/M: 


5    oy 

2   2  â-(/M 
5"^  "S^' 


x'y^fiM  : 


è'(IM 


5  -.   doù 


rt.  en  iit'iii'i-il. 

,,.,  _^2     2     2  ,      Ô""  ■'-*-' f/M 

l;i  (|ii;mlit('  i  m  -h  ri  -^-l /  iiidiiiuc  le  iionihi'c  des  l'acliHirs  >  1  -,  •  ■  •  (|ii'il  faiil 

ImcihIic,  cl  le  silène  supérieui'  doit   avoir  lii-ii   l(iiS(HH'  ce  luimluc  scia 
l»aii-.  riiilV'ric'ui'  lorsqu'il  sera  impair. 

Pour  avoir  les  valeurs  totales  de  ces  dilléreiilcs  ionmiics,  il  ne  faudia 
idus  (|ue  les  iulégrer  relativeineut  à  '^  et  y;  el .  (oiniiic  les  vaiialioiis 
de  y,  [-i,  Y  soûl  iudépendantes  des  variatious  de  ■!/  el  o,  il  esl  claii'  (|iie 
les  iiitégralious  dont  il  s'ai,nl  le  seroiil  aussi.  Dénotant  donc  ces  inlégra- 

lioMs  lolales  |)ar  le  signe   l  ,  ou  aura  d'aliord 

.,        f^sind/  df\i do 
J  3R' 


/ 


.j-t^-z'V/M 


J'.  ^.         ,'.  ,  V  iT» 

_ ■  ■{  m  -h  n  -+-  l    -5 — i-o— ^r-i • 

)    7   t)  oz  oj"oy' 
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Ainsi,  lorsqu'on  aura  tfouvc  la  valeui'  do  la  masse  .M  en  l'onction  de  a, 
/5,  y,  onpourni,  par  de  simples  ditrérentialions  relatives  à  ces  constantes, 
trouver  les  valeurs  des  intégrales  de  x-dM,  y-dM, . . . ,  et  généralement 
de  x^"'y-"z-'d}>l  pour  toute  la  niasse  du  sphéroïde. 

A  l'égard  des  quantités  où  f/M  serait  multiplié  par  des  puissances  im- 
paires de  œ,  y.  -.  il  est  facile  de  voir  que  leur  intégrale  totale  serait  tou- 
jours nulle,  les  mêmes  éléments  se  trouvant  avec  des  signes  contraires 
et  se  détruisant  par  conséquent  réciproquement. 

4.   (llierchons  donc  la  valeur  de  M.  Soit  cos'i  =  u;  on  aura 

dud<f 


dM  =  -^ , 

[acos'o  -+-  j3  sin^9  -i-  (y  —  acos-o  —  p  siii-oW*^]' 

dont  l'intégrale  relative  à  u  est  'en  prenant  une  constante  X- 
,,.j,,       •  «^? 


3  (  a  cos'9  -I-  p  sin'91  y[a  cos'o  -+-  ,3  sin^o  -^(y  —  «  eos'9  —  [3  sin'o^?/'] 

Comme  cette  intégrale  doit  commencer  à  ii>  =  o  et  finir  à  'J/ =  180°,  il 
faudra  qu'elle  soit  nulle  lorsque  «=  i,  et  complète  lorsque  u=  —  i. 
Donc  on  aura  d'ahord 

,  do 

k  = ' -1 

3(acos'9 -1- (3sin'9)v7 

et  l'intégrale  complète  sera 

2  do 

3  sccos-o-i-Ssin^o^y 

laquelle  devra  encore  être  intégrée  depuis  y  =  o  jusqu'à  o  =  36o".  Di- 
visant le  haut   et  le  has  de  la  fraction  par  c/cos'-ç;,  et  observant  que 

— |-  =  f/tanu'^,  cette  dillerentielle  deviendra  (  en  faisant  /=  — — ^—  ), 
^os'9  '^'  \  va      / 

2  dt 
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t;,)0 

•  loiil  riiili''i;ilf  fsl 


MKMOIKI. 


•>  arc  lang/ 

5    .,;;^ 


v«py 


l.iii>(|in'  ■:,  -  :  o  on  a  /  =  o,  cl  lorsiiiic  -^  -  Mw"  ou  ;i  de  noiivoau  t  —  o; 
ilimc  aitlîiiij;/  l'sl  ihms  le  |iiciiiicr  eus       <)  et  dans  le  second   —  iCio". 

,  ?.  36o"     „ 

Donc  la  valciic  coniplclc  de  celle  dernière  inlci>rale  sera  -r  ^==-  Uonc 

eiitin  lin  allia 

,.       2    36o" 

M  —    -5  -^=r  ■ 

.")     (.ciir  i|ii;mtilc  iliUd'cnliee  successiveinenl  doiiiieia 

6VI__j^M       ^__iM       oM^M 

Sx  ~      2  «  '     op  '~      2  P  '      oy   '       •'   ■/ 

o^M  _  j^  3  M        a'M  _       I   I   M 

cl  aiii>i  de  siiile.  De  suite  (|ii"oii  aura,  en  général, 

le  >it;iic  Mipcrieiir  a  lieu  l(iis(|iic  /n -f- « -f- /  esl  pair,  rint'éiieiir  Imsiiiie 

ce  iiitiiiliri'  est  impair,  el  les  (|uanlilés  {m},  ( n),  (l)  déimlenl  le  iiomlire 

1     3    5 
dfs  r;Mtfiirs -5  -■,-■>■■■  (iii'il  l'aiil   iiiiillinrMi- (Miseiiil)le. 
9     ■>.■?.'  ' 

Donc  fiiliii,  l-'aisani  celle  siilisliliilion  dans  la  t'diiiiiile  iiitei,Male  du  n"  '^ 
cl  icuicilaiil  pour  v:,  [',,  ■/  leurs  valeurs  —,  -^-i  — ■  on  aura,  en  général, 
celle  ri)riiiiile  Iri's-iciiiaiiiualile 


rt'     Ip     c' 


,/  5.7.9. .  .(m -1-/1  +  /) 

•il  .M        ,  M\i\"  ■■  abc. 


SUR    LES  SIMIi:U()lDES   ELLIPTIQUES.  651 

6.   De  ce  que  flij 

I  xfdM  =■  o,       I  xz <m  ~:  (),        / yz <m  =  o, 

il  s'ensuit  (jue  les  ;ixes  des  coordonnées  .r,  y,  z  sonl  les  trois  axes  prin- 
cipaux du  spiirroide.  Les  iiiouicnls  d'inertie  auloui'  de  ces  axes,  dont  la 
détermination  est  nécessaire  pour  le  calcul  de  la  i-otalioii,  seront  donc* 
exprimés  par  les  formules 

/    j'H-sVf/M,       1    x'-i-s-irfM,       /  ;^--t-r- 

dont  les  valeurs  sont  par  la  formule  générale 

M  (  6=  -f  c-  )       M  (  a?  -\-  c^i       M  (  a-  -i-  h-  i 


)(IM, 


5  5  5 

Dans  la  Tliéorie  de  la   liliration  de  la  Lune   'Mémoires  de   17S0    '     . 

on  a  fait 

a  b 

-  ^  i  -\-  e,      -  ^  I  -H  /, 


et  regardant  e  et  i  comme  des  quantités  très-petites  vis-à-vi>  de  l'unitc 
ce  ([ui  sufTisail  alors  pour  mon  objet,  on  a  trouvé  pour  les  momenis  dont 
il  s'agit  les  (]uantités 


tM    ,,  2M 


C^i.l  +  t;  +  l   , 


M  étant  =^  36o°  x  c'' (  n- e -h  «  j .  En  comparant  ces  valeurs  avec  les  pré- 
cédentes, il  est  aisé  d'en  con(  luic  (|u'on  peut  rendre  les  formules  de  la 
Théorie  citée  rigoureuses,  en   prenant  d'aliord  pour  .M  sa  vraie  valeui- 

^60°  X  abc,  et  faisant  ensuite 


3 


à'  —  c'        . 6'  —  c 


(*)  OEiivres  f/r  Liigraii'^f,  I.  V.  p.  1. 


82. 


i,n2  MÉMOIRE 

Au  leslo  les  quantités  quo  nous  désigninis  ici  par  a,  h,  c,  M  le  soiil  dans 

rtMidroil  cité  par/,  g,  h,  m. 

7.  On  sait  (|Uf  l'allraotion  du  sphéroïde  sur  un  point  qnolcon(|ui'  dont 

la  posili(»n  dans  l'cspact'  sorail  déterminée  par  les  coordonnées  /",  g,  h 

rapportées  aux  mêmes  axes  <|Ui'  les  coordonnées  .r,  y,  z  dé|)cnd  de  la 

formiili' 

rfM 


que  j'appidle  V,  l'intégration  étant  rapportée  à  toute  la  masse  du  sphé- 
roïde, (lar,  si  dans  la  quantité  V  regardée  eoinnie  fonction  do/,  g,  h  on 

lail  varier  .séparément  ces  dernières  quantités,  on  aura  -r?'  -7-'  ^t  pour 
'  '  df    dg    dh  ' 

les  allraclidns  lolales  pai-illrlriiiciil  aux  axes  des  coordonnées  /",  g,  li. 
l'j  si  l'on  change  ces  coiinloniiees  en  un  ravon  ve(  leur  0  avec  deux  an- 
gles )  cl  a,  tels  (|ni' 

/(■-ûcos?.,     g'  =  psin^  siii  (/,     /"r^  psioJi  cosa, 

d\  ,....•  ,  ,1  d\  I       (/V 

<iii  jiiira  -y-  www  I  allracliiin  suivant  le  ravon  ej,  et  -    tt  1  —  .    ,  -r     jtoiir 
«p   '  •        '  p   (/A     psinA  d'j.    ' 

les  deux  allractions  perpendiciilaiics  an  rayon,  l'une  dans  le  plan  (jui 

passe  p;ii-  l'axe  des  ordonnées  //,  el  l'aiili'c  perpendiculaire  à  ce  plan. 

La  recliL-rclie  de  rallractioii  du  sphéroïde  dépend  donc  simpleiiieiit 

de  la  détermination  de  la  (luaiUité  V  en  l'onction  de  a,  h,  c,J\  g.  h.  Dans 

le  M('nwircAv\,\  cité  sur  l'altmction  des  sphéroïdes .  j'ai  rés(du  la  (pieslion 

I I'  le  cas  iiii  le  poiiil  attiré  esl  dans  l'inlerienr  on  ii  la  sinrace;  et  dans 

une  .Addilion  ii  ce  .Mémoire,  imprimée  dans  le  volume  de  l'année  177.'), 

je  l'ai  lésidue  aussi  pour  le  cas  où  le  point  attiré  esl  sur  le  prolongemenl 

d'un  des  trois  axi-s.  Les  autres  cas  ont  été  réscdus  d'ahord  par  l.egendre 

pimr  les  seuls  sphéroïdes  de  révolution,  ensuite  pai'  Laplace  et  Legeiidre 

pour  des  sphéroides  (|ii(dcon(|ues.  On  ne  peut  regardei'  leurs  soliilions 

•1"'"  '■'" 'I'''^  (  liels-d'ieiivi'e  d'analyse,   mais  on  peut  désirer  encore 

une  sidutiiin  plnsdiiecieet  jdus  simple;  et  les  pi'ogrès  naturels  de  l'Ana- 
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lyse  donnent  lieu  de  l'espéi'er.  En  attendant,  voici  l'usage  (|n'on  poiit- 
l'àit  faire  des  formules  précédentes  dans  cette  reclierclie. 

8.   Si  l'on  réduit  le  radical 


en  série  ascendante  relativement  aux  (juantilés  x, y,  s,  la  (pianlité  V  se 

trouvera  composée  de  termes  de  la   forme  k  i  x'^'" y-" z'-' cfS] ,  dont  mi 

aura  la  valeur  par  la  formule  du  n"  5,  le  coelficienl  /■  ne  (lé|)endanl  que 
des  quanlitésy,  g,  h. 

Si  le  point  attiré  est  assez  éloigné  relativement  aux  dimensKuis  du 
sphéroïde,  ce  qui  est  le  cas  des  corps  célestes,  cette  réduction  eu  série 
sera  toujours  assez  exacte,  et  il  suffira  de  ne  tenir  compte  (jue  des  pre- 
miers termes,  comme  dans  les  Problèmes  de  la  précession  des  e(|iiiuoxes, 
de  la  libration  de  la  Lune  ou  des  autres  Planètes. 

En  substituant  pcosX,  psinXsinjj.,  psin).  cosv.  à  la  place  de  //,  i;,  / 
(7),  on  pourra  réduire  le  radical  dont  il  s'agit  en  une  série  de  la  forme 

P         9  9  9 

les  quantités  (ij,  (aj,  (3i,...  étant  des  fonctions  homogènes  de  r,  v.  :: 

des  dimensions  i,  2,  3, Ainsi,  en  multipliant  par  r/.M  et  inlégrant. 

on  aura 

M        /'ii.^M        Ç[i\dM        f  S)dM 

\'  — h   '- (-   ^~ ; h ,  -    -h  .   .   .-. 

P  P  9  9 

.Mais,  par  ce  (jue  nous  avons  observé  plus  haut.  3  ,  il  est  clair  (|iii'  les  va- 
leurs de 

Aiif/M.       Ciix/M.... 

seront  nulles:  (lue,  de  plus,  dans  les  valeurs  de 

I    9.]dM,      f'A<n\ 


liSi 


MEMOIKE 


l.'s  .|ti:iiitilfs  pi«ivt'ii:ml  îles  U'iiiu-s  de  (2),  (4  ,...  (lui  coiilioiuliiiiciil  (les 
|tuiss;iii(('s  iiiiiKiiiis  de  r,  y,  ;  seront  nulles  aussi.  D'où  il  s'ensuit  (lUi- 
l'un  iiui':i  ^iiii|il('iiu'nl 

M        /■•..irfM         l\fi)M       j\6)dM  ^ 

p  P'  P'  P 

!.■>  (|Maiililc^    2j.  (4j.  •  •  ■  ^'''"1'  ''^'  I"  l"inie 
1?.   —  \x'  -h  Bj"  -^i'.z\ 

(6)  =  A"a:'  H-  B"r"  -4-  C"3'  -+-  D"a:y  +  E"x'z' 

-+-  r"x\r'  -+-  G"x''z*  -t-  l\"r*  z-  -h  \"r-z'  -+-  K"x'r'z'; 

ri  ;iinsi  de  suite 

Les  eoellicicnis  A,  H,  C,  A',  B', . . .  seront  des  l'onctions  des  ;ini;les  /. 
cl  a  ([(l'on  délei minera  facilement  par  dill'érents  moyens. 

ApprKinaii!  donc  ii  ces  quantités  la  lormulo  générale  du  n"  5  ci-des- 
sus, un  aiii"!  sni-lc-cliainp 

Ci  4  i  ,/M  =  J^  (  3  A'rt'  -h  3  B7>'  -H  3  Ce"  +  !)'«=/>'  -+-  K'a'C  +  F7>'c'  , 

(  {6\d^\  —  ^r^^  (3.5  A'V/" -H  3 . 5  B"fc'  +  3 . 5 C"c"  H-  3  [)"rt' /^'  +  3  E"a* C 

H-  3  F"rt^/<'  -I-  3  (',"n'c'  4-  3  H"/>'6'=  -f-  31"fc^e*  +  K"rt.'//-'c"); 


'I   MIIISI  de  Mille 


'.».  J'ohseive  maintenant  (|u'il  y  a  nécessairement  entre  les  ditlérents 
iiieMicients  .\,  H,  C,...  des  relations  indépendantes  des  angles  X  et  p. 
diiiil  ils  sont  l'onctioiis,  cl  qni  vienneiil  de  ce  (jue  la  séi'ie 

'  (l)  (2) 

-  •+  -T  -> r  +  •  ■  • 

P         p'  P' 
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l'ésultc  du  (l('V('l()|)pciiU'iil  (le  !;i  iVac ii.iii  iiinlioiincllc 


\j{f  —  xf  +  (g  —  y  X'  -f-  (  h 


dans  laquelle/,  g,  h  sont  données  en  |i,  ).,  u.  l'iHtinéro  précèdent  j.  On 
sait  (|n'en  nommant  cette  fraction  w,  elle  satisfait  à  ré(|uatioii 

tl-u       d-ii       d'à 
ax-       f/y'       az- 

(|uelles  que  soient  les  valeurs  de/,  g,  />,  comme  un  peu!  s'en  assurer  par 
!a  dillerentiation.  Donc,  substituant  à  la  |)lace  de  //  hi  scrir  demi  il  s'ai>il. 
il  faudra  ([u'on  ait  autant  d'eijuations  semidai)les  puiir  cliacuiie  des  quan- 
tités (  1),  (2),  1  3) c'est-a-dire 

d''(i]       d'  i]       f/-iii  _  d\'i,        d'(i.:        d\7.)  _ 

dx'         dy^  dz-   ""    '       dx"  dy''  dz''    ^    <■  ■  ■  • 

et,  comme  ces  é(|uatituis  doivent  être  indépendantes  d'aucune  ridation 
enti'e  .r,  y,  z,  il  faudra  égaler  ii  zéro  les  iermcs  (|ui  a|)r('s  la  dilléicnlia- 
tion  resteront  affectés  des  mêmes  produits  de  ces  varialdes. 
Ainsi  l'équalion 

d-(2)       d-{  1)       d'il) 

dx^  dy^  dz'' 

doiuiera  ré(|uation 

A  -)-  !{  +  (:=  o. 

L'é(|uation 

dx''  dy'  dz' 

(huHH'ra  ces  tr'ois  ('([nations 

4.3\'+2  D'H-  ?.  K'  =  .i. 

4 . 3  B'  +  ■>.  IV  -(-  o  F'  -  o, 

4.3(7+  ■?.  R'-f-?.  F'r-  o. 

l/e(|ualion 

d'\6)       d'{6]       d'{6)  _ 
dx'  dy'  dz' 
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i|oiiii<i;i  t'i'S  >i\  ('(Hi;iliniis 

li .  5  A'  +  2  D"  -h  2  E'  -  o,  4 . 3  D'  -  4 . 3  I-    -H  2  k'  -  o, 

(i.5  B"  +  2  F"-^-  2  H"=  o,  4.3  E"-(-  4.3  G"  -t-  2  K"  .-  o. 

li.SC'H- 2G' -t-2  I"  :^o,  4.3H"-t-4-;il"  -t-2K"      o; 

l'I  jiiiisi  (les  niitri'^. 

Il ■  : 

I"  On  MiiiM  A  H— C;  ei-tto  valeur,  substituée  dans  roxpirssiiiii 

,!,■     f   :>.    ,/M,  (I. .1111. Ta 

f  ■?.   ,l\\  =  y  [B  b'  -  a-    -H  C  c  -  a')]. 

?"  Ou  aura 

5.3.\'r=-n-E',      2.3B'=-1)'- F',      2.3C'=-E'- F'; 

ces  valeurs,  sulisliUiees  dans  l'expi'ession  do    /  (/j)r/M,  la  réduiront  ii 
eette  lornu- 

/"i4  irfM  =  -^  1  -  D'  6=  -  «" .'  -  E'(c'  -  a')»  -  F'(c'  -  6^)=]. 

V'  Ou  aura  d'alxird 

3.5A"=-D"-E",     3.5B"-  -F"-H",      3.5C"=  -  G"- I"; 

.■n>iiilr,  liianl  des  trois  dernières  eonditions  les  valeurs  de  K",  G",  K' , 
nu  aura 

K  ?.Ur-5.3r,     G' =  11-1-1" -E',      F'=H'  +  r-D"; 

f|  par  e()Usé(|Uenl 

ï.GB  ...H"- 1. -+-!)",     3.5C"=- H'- 2r-i-E". 

Les  ((lellleients  A' ,  H",  C",  F",  (V .  K"  sont  donc  donnés  en  D",  E", 
Il  ,  r,  et,  ces  substitutions  étant  laites  dans  l'expression  de  1  (6)  </M, 
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elle  se  réduira  it  celle  forme 

M 

6)  f/.M  =  ^.— -  [D"  6=-  a=  '-(-  E"(c=-  a'i»—  H"  c'—  6=)' 
5.7.9'- 

—  3H"(6-—  a»  1  (c=—  6'  =-H- r(c=—  b')'—  31"  c=- a'  le'—  è'  ']  ; 


f 


el  uinsi  de  suile. 

10.   Comme 

c-  —  b- ^=  c'  —  a}—  [b-  —  cû  , 

il  est  visible  que  les  valeurs  de  /  ^2  flM,  /  4  r/M, ...  se  trouveiil  ex- 
primées par  M  nuillipliée  par  des  toiuiious  de  b-  —  a'-  et  c"  —  a'-.  Si  l'on 
pouvait  tirer  de  l'induetiou  précédente  une  conclusion  générale,  il  s'en- 
suivrait que  la  quantité  V-du  n"  7  ci-dessus  pourrait  toujours  s'exprimer 
par  M  iiiultipliee  [lar  une  foiuiion  de  b-  —  a-  et  de  c'-  —  cr;  (|ue  jiar  cnn- 

sequenl.  à  cause  de  M  =  ^  36o"  X  abc    5  ,  on  aurait,  eu  i;eiieral,  lela- 

tiveuieut  aux  quantités  a,  b,  c  qui  entrent  dans  la  valeur  de  \  . 

\  -:  ahcV   //■  —  a',  c-  —  (i-   : 

la  caractéristique  F  dénotant  une  fonction  des  deux  quantités  lenl'er- 
mées  entre  les  crochets  et  séparées  par  une  virgule. 

Supposons  qu'en  mettant  cr  —  e,b'--h  e,  c-  -r  e  à  la  place  de  «-,  b-,  c- 
dans  la  quantité  V.  elle  devienne  V,  e  étant  une  quantité  arbitraire,  on 
aura  donc  pareillement 


N  '  =  y  (a'  +  e  )  ;  6-  4-  e   yc-  -i-  e  .¥:.  b-  —  a\  c-  —  a-  ; 
donc 


^=V('-«*)(-p)(-«^) 


Ainsi,  si  l'on  peut  trouver  la  valeui'  de  \'  [tour  une  valeur  (|uelc(in(|ue 
de  e,  on  en  tirera  celle  de  V. 

11.    Pour  appliquer  à  celle  recliercbe  les   formules  données  dans  le 
Mémoire  cité  de  1773,  et  pour  rendre  les  dénominations  em|do\ees  dans 
ces  formules  conformes  à  celles  des  foiiuules  preceileutes.  nous  cliauge- 
V.  •  ^^^^ 
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nuis  (hms  ct'lli's-lii  /•  on  c-,  m  en    ,)  et  //  en  ,,'  poiii'  (iiic  I'imiiuiIkiii  de 

a}  b'     '         ^  '  ' 

l'elli|isoi(le  soil  eonime  ei-dessus 

X-       >■'      z' 
—  -t-  77  -t-  ^  =  i; 

a-        b'        c^ 

ntiiis'v  rlianjj;eions  ensuite  les  (juanlités  a,  h,  c.  (|ui  représentaient  les 
roordonnccs  du  point  attiré  en  y,  g,  h;  et  nous  conserverons  l'emploi 
des  (|uanlill•^  /,  /;.  </,  dont  la  première  représente  la  distance  du  point 
attiré  à  la  nudéculc  r/M:  les  deux  autres  représentent  les  ani;les  décrits 
par  ce  ray(Ui. 

D'après  ces  dciiiiminaliiiMs  on  auia,  par  la  melliode  du  Pr(ddème  III 
du  mi'Hie  McuKiire, 

/'—  X  :-    /sin/j  ros^,      ^ — >"= /'sin/j  siiwy,      h  —  z-=vco^p, 

cl 

f/M  =^  /'^  siti/)  (//)  (Ay  (//■, 

cl  par  c()nsc(|uenl 

il\  ^ "  ■  :=  rdrsiwi)  i/ntla. 

v/(/-^)'-i-(ê'-r)'-i-(A-a)' 

Intégrant  d'aliDcd  ndativement  à  /•  suivant  les  procédés  du  Pr(dd('Uie  IV 
piiiii-  les  piiinls  exiciieui's.  ou  aura 

,  ,-'^  _  ;.'  2  j  ^'xwpdpilq 

r   cl  /■'  elaul  les  deux  racines  de  re(|iialion  en  /'.  resullanle  de  la  subsli- 

llllinn  de 

f  -    /'^in/*  cos(/,      ;i,' — /sii)/)  siiK/,      A       r:usy; 

a  la  place  de  .r,  \ ,  r-  dans  re(|ualiiiu  du  s|ilieriude.  Ou  intci;reta  eiisuilc 
relativement  a/?  et  y,  cl  l'on  prendra  les  inléj;rales  entre  les  limites  don- 
nées par  l'é^'alilé  des  racines  r'  et  r" \  mais  lors(|ne  ré(|ualion  n'aura 
c|u'uue  laiine.  alors  mi  inlégreia  depuis  p  =  o  just|u";i  p  --  i  So"  et  de- 
puis (j  ^  o  jus(|u'à  q  ~  i8f)",  suivant  les  r('i;les  piescriles  dans  le  n"  5 
<ln  Mémoire  cité. 


SLK    LES  SPHÉROÏDES  ELLIPTIQUES. 

L'(''(jii;ili()ii  fil  /  devient 

Mr  -  aN;-h  P  z- o, 
en  supposant 

rt-  h'  (■- 

..        fainu  cosq        esinpainq        // cosp 
«'  6-  f' 

«■^  «'  C^ 

Les  deux  racines  r'  et  r"  sont  donc 
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de  sorte  (iii'on  aura 


N+y-N'-MP 

M 


4Ni/N^— MP 


par  consé({uent  la  valeur  de  d\  sera 


...      2Nv'N'-MP    .        .     . 


Ce  qui  rend  les  intéi^rations  (|ui  restent  à  taire  tiès-dillicili's.  c'est  le  ra- 
dical; mais  ce  radical  disparaîtrait  si  P  =  o.  Or  on  peut  prendre  P  =  o 
dans  la  valeur  de  d\'  en  délerininant  convenablement  l'arliitraire  e. 

12.  Supposons  donc  (jue  dans  les  expressions  de  M,  N,  P  on  mette 
partout  a-  -i-  e,  h'^  +  e,  c-  +  e  à  la  place  de  «-,  b-,  c'^,  et  (|ue  ces  expres- 
sions devieiineiil  alors  .M',  N',  P':  on  aura  de  iiième    10, 


,,„       aN'v/N'^-M'P'    .        ,     , 
=  ]SFÏ SI  11 //.//m/,;. 

Donc,  si  l'on  prend  e.  en  sorte  ((ue  P'    -  o,  c'est-à-dire  i|iie  l'on  ail 


.r 


Ir  -i-  e        c'  -i-  e 
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;i|iirs  la  valtMir  tic  (/\   se  siiiiplilit'ia  l'I  dcviciulra 

rfV  —  -rrj-  s'inp  fin  llq. 

Di-  plus,  dans  ce  l'as  rc(|iialiiin  ni  r  (Icvicndra 

M';-?.N'  =  o 

ol  n'aura  |diis  (lu'unc  seule  racine;  de  sorte  que  les  intégrations  relatives 
à  p  el  q  seroul  iu(le|ieiidaiites  et  devront  se  faire  depuis  /;  —  o  jus<]u'à 
yj  — 180",  el  dt|uiis  (/  0  iiis(|ii'à  y  =  180°.  Ainsi  l'on  aura  la  valeur 
(•i)ni|plèle  de  \'  par  celte  (l(iul)lc  iiitéi^ration  de  la  loniiule  suivante 

//"sinurostf       t'sinusinw        hcospY   .        ,     , 
\     a'-t-g  b'-he c'-he  1        ^    '     ' 

/sin'pcos'q        sin'/^sin'*/         eosp  y 

\     a'  +  e  l>-  -+-  e  c-  -\-  e  j 

iju'iui  peut  l'cduirc  ;i  celle-ci  plus  simple 

•>■        r-i ; r— ^~ SIM  p  ilp  ihl . 

/  sin'^  cos'^       ^nVpsm'q       cos'py  '    ' 

\      n'  -\-  e  h^  -\-  e  c'  -h  e  ' 

par-  la  l'aisoii  (|uc  liuite  loriuule  telle  (|ue  Q(os/>(//>,  uîi  Q  serait  une 
tonctiou  ratiduuelle  de  s\n'-p  et  vos'q,  étant  intégrée  depuis  y9  =  o  jus- 
tpi'ii  p  =:  180".  donne  un  résultat  mil. 

L'intégrale  relative  à  p  n'a  aucune  diUicullé;  il  n'y  a  (|u'à  faire 
vo&p  =  it,  el  l'dii  aura  une  diJférentielle  rationnelle  en  11,  mais  dont 
l'intégrale  reiireniiera  un  arc  de  cercle;  l'intégrale  relative  à  q  so,  trou- 
vera de  la  même  manii  re  eu  faisant  tangy  =  t,  et  sa  valeur  complète 
sera  algébrique;  ainsi  il  y  a  de  l'avantage  à  commencer  par  cette  der- 
nière; mais  l'intégration  suivante  ndalive  h  q  dépendra  alors  de  la  rccti- 
tication  des  sections  coni(|ues. 

An  reste,  comme  la  propriété  (pie  nous  avons  trouvée  par  induction 
dans  le  n"  10  a  été  démuntrée  rigoureusement  par  Laplace  et  Legendre, 
les  résultats  précédents  doivent  aussi  être  regardés  comme  rigoureux. 
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LA  MÉTHODE  UliSTKl{lM)LATI()\. 


MEMOIRE 


LA  MÉTHODE  1)'I^TERP0LATI0^. 


[Nniivreiii.i-  MéiiioiiTs  de  l' .Icddêiiiic' rnynle  des  Sriciitcs  et  Brlle^-lj'ttrt's 
du  Berlin,  années  1792  et  lygS.) 


La  inetlioclf  (rintcrpulalion  est.  a|»rès  les  loiiai'itlmu's,  la  (iccoiivcilf 
la  plus  utilo  qu'on  ait  failo  dans  le  calcul;  clic  est  surtout,  connue  les 
logarithmes,  d'un  usage  imuiense  dans  l'AsIrononiic,  où  elle  sert  noii- 
seulemenl  pour  reuiplir  dans  les  Tables  les  lieux  inlerniédiaires  entre 
ceux  qu'on  a  calculés  direclcnient.  mais  encore  pour  suppléer  dans  une 
suite  d'observations  à  celles  (|ui  manquent.  l.ors(|ue  les  nombres  donnés. 
enti'C  les(|uels  il  s'agit  d'insérer  des  nombres  inleiinédiaires,  son!  en  |)ro- 
gi'ession  aritlimetique.  il  est  naturel  de  supposer  ([uc  les  Icruics  iiilci- 
médiaires  forment  aussi  une  même  progression  arilliuieti(|ue  avec  les 
non)bres  donnés.  Il  n'v  a  donc  alors  qu'à  insérer  des  moyens  ai'itlime- 
ti(|ues  entre  les  nombres  donnes  :  c'est  en  quoi  consiste  la  mclliode  i\\''^ 
parties  proportionnelles  dont  l'usage  |)arait  conim  de  tout  temps. 

Mais  celte  méthode  si  simple  ne  peut  avoii-  lieu  (|u'autant  (|ue  les 
nombres  donnes  croissent  (Ui  décroissent  également,  c'esl-ii-dire  par'  des 
dillcrences  constantes.  Si  ces  dillerences  ne  sont  pas  constantes,  on  ne 
peut  pas  supposer  non  |)lus  (|ue  celles  des  termes  intermédiaires  le 
soient,  cl  la  (|ueslion  se  réduit  alors  ii  liouver  la  loi  de  l'auguienlation 


(iii'i  mi:m(iiuk 

«•Il  (liiiiiiiiilioii  (les  iKiiiiliios  doiiiifs  [loiir  pouvoir  y  assiiji'tlir  aussi  Irs 
ui>ini>i'cs  iiilcrnifdiaircs  :  c'csl  l'(il)j('t  de  la  luclliodi'  d'intcipolalioii. 

O  (|ui  se  |iicst'iilc'  de  piiis  simple  dans  ci'tic  rcclicrclic,  c'csl  d'cxa- 
iniucr  si  hs  dillcrcuccs  des  nouihrcs  douués  l'urniful  elles-uicnics  une 
pniiircssidii  arillniicli(]uc;  dans  ce  cas  il  est  visiMo  qu'on  peut  appli- 
ipier  la  iiiellidde  des  pal  lies  proportionnelles  à  la  suite  des  (lilï'érences, 
ensuite  il  n'v  aura  i|u'à  l'cmonter  de  cette  suite  à  celle  des  nombres 
clierches.  De  iiiéine,  si  les  diil'érences  des  nombres  donnés  ne  formant 
pas  mie  progression  aritlunéti(|UO,  les  dillérences  de  ces  diil'érences, 
ipiciii  appelle  différences  secondes,  eu  l'orinciil  elles-mêmes  une,  on 
pdiiiia  Irouver  les  termes  interinédiaires  de  celte  dernière  suite,  et  re- 
niniiici  de  lii  siici-essivemenl  à  celle  des  dillérences  premitM'es  et  eniin 
:i  (elle  des  nombres  à  interpoler,  (l'est  sur'ce  principe  qu'est  l'ondée  la 
Tlicoiie  ()i<rniaiie  de  rinteip(dalion ,  la(juelle  se  réduit  ainsi  à  la  solii- 
tidii  de  ce  I'r(dd('me  : 

lùdiil  donnée  une  suite  de  termes  dont  tes  différences  d'un  ordre  quel- 
conque soient  constantes,  tromer  un  nombre  quelconque  de  termes  intei- 
médiaircs  qui  suicent  la  nu'mc  loi. 

.Miiiiloii.  AstidiKUiie  de  Lyon,  est  le  premier  (|iii  ail  envisagé  l'iiilei- 
polalion  sons  ce  point  de  vue,  dans  sou  Ouvrage  intitulé  :  Observationes 
dianulroruni  Solis  et  Luna',  etc.,  et  imprimé  ii  Lyon  en  iGyO.  .\yaiil  en- 
liipii>  de  calculer  une  Table  des  decliiiaisoiis  du  Soleil  pour  cIkkiuc 
ilegre  et  minute  de  longitude,  il  a  vu  (ju'on  pouvait  se  conleiiter  de  la 
calculer  direclemeni  de  degré  eu  degré,  et  de  l'étendre  ensuite  de  mi- 
niile  eu  miiiule  par  la  metliode  des  dillérences.  11  expliiiiie  par  dille- 
leiits  exemples  l'usage  de  celte  metliode,  cl  il  donne  «raj)ri'S  François 
Kegiiand,  à  qui  il  avait  proposé  cette  (|ueslion.,  un  procédé  général, 
mai>  très-long,  pour  ironver  la  lui  des  termes  ii  iiileipoler  dans  une 
Table  dont  les  termes  ont  des  dillérences  cousiaules  d'un  ordre  donné. 

Il  parait  néanmoiiis  que  la  Tbéorie  de  riiilei|)olalioii  est  plus  aii- 
ciemie;  et  il  esl  bien  ualiiiel  de  penser  en  ellel  (iii'elle  a  dù  se  présenter 
aux  premiers  calciilateiiis  des  Tables  liigoii(imelri(|ues  cl   logarilliini- 
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qiii's,  vu  les  setouis  prodigieux  qu'elle  offre  dans  ces  sortes  de  calculs. 
Aussi  je  trouve  que  Henri  Briggs,  qui  a  calculé  le  premier  les  loga- 
rithmes des  nombres  naturels  depuis  l'unité  jusqu'à  20000,  et  depuis 
90000  jusqu'à  looooo,  propose,  pour  remplir  la  lacune,  une  méthode 
d'interpolation  l'ondée  sur  la  considération  des  différences  successives, 
qu'il  dit  avoir  employée  avec  succès  dans  la  construction  du  Canon  trigo- 
noniélri(|ue  pour  les  sinus  et  tangentes  des  degrés  et  centièmes  de  degré. 
(Voyez  le  Chapitre  XIII  de  son  Arithmetica  logaritlimica,  et  le  XII*  de  sa 
Trigonometria  Britannica.)  Cette  méthode,  dont  Briggs  donne  les  résul- 
tats sans  démonstration,  a  été  ensuite  générali.sée  par  Cotes  dans  sa  Ca- 
nonotechnia  sive  constractio  tabularum  per  differentias  ;  mais  ce  dernier 
a  également  supprimé  la  démonstration  de  ses  formules,  et  je  ne  connais 
personne  (jui  ju.stju'ici  ait  entrepris  d'y  suppléer:  (  c  (|Mi  vient  ptul-étre 
de  ce  que  d'un  côté  ces  formules  sont  un  peu  compliquées,  et  de  l'autre, 
de  ce  que  l'usage  en  a  été  abandonné  depuis  que  Newton  en  a  proposé 
de  plus  simples,  fondées  sur  la  considération  des  courbes  paraboliques. 

Tout  le  monde  connaît  la  formule  de  Newton  pour  trouver  une  ordon- 
née quelconque  (i"unr  cdurbc  j)araboli(|ue,  par  les  différences  successives 
des  ordonnées  équidistantes;  c'est  celle  dont  on  se  sert  journellement  en 
Astronomie  pour  inlei'poler  les  lieux  des  Planètes.  Otte  formule  donne 
en  effet  tout  de  suite  le  terme  que  l'on  cherche,  et  est  par  conséquent 
très-utile  piiur  ealiuler  la  valeur  de  {|uelques  termes;  mais,  comme  elle 
demande  un  calcul  particuliei'  pour  chaque  terme,  elle  est  peu  commode 
pour  construire  des  Tables,  où  l'on  aurait  un  grand  nomiuc  de  tenues 
consécutifs  à  interpoler;  au  lieu  que  la  méthode  de  Mouton,  (|ui  consiste 
à  déterminer  par  les  différences  de  la  série  donnée  celles  de  la  série  in- 
terpolée, et  à  remonter  de  celles-ci  aux  termes  de  cette  série,  a  l'avan- 
tage de  réduire  ((Uit  le  ralrul  ii  des  additions  successives;  ce  (|ui  doit  la 
rendre  aussi  propic  pour  la  construction  des  Tables  queccdle  de  Newton 
l'est  |»eu. 

Nbiis  l;i  diliicullé  est  de  trouver  ces  dilfércnces,  quel  (|ue  soit  le  nom- 
lii  e  (h's  leniies  à  inter|)()|er  cl  l'ordre  des  dilférences  constantes  de  la  série 
|)iimilive.  Mouloii  ;i  luil  le  premier  ( ctte  reniarcpie  importanle  i|iie.  d;iu> 
V.  «4 


une  série  qui  coïKliiil  à  des  diUVreiues  coiistaiites  d'un  ordre  (|uelcon- 
i|ue.  si  l'on  |trend  les  termes  de  deux  en  deux,  ou  de  trois  en  trois,  ou,..., 
'>n  a  une  série  du  nièuie  pMire,  mais  dont  la  dill'érenee  constante  est  égale 
à  la  dillerenee  constante  de  la  [tremière  série  multipliée  par  le  nomiire  2, 
■  m  i,  ou  |,...  élevé  à  une  puissance  é^ale  à  l'exposant  de  l'ordre  de  la 
ditl'ei-ence  c(Mislaute.  I)'(u'i  il  a  conclu  récipro(|uement .  (pTeii  insérant 
dans  une  seiie  à  dillérences  constantes  des  termes  intermédiaires  (|ui  di- 
visent clnupie  intervalle  en  2,  3,  .'\,...  parties,  la  nouvelle  série  aura  des 
dilleriMices  constantes  du  même  ordre  (|ue  celles  de  la  série  donnée,  et 
i|ui  seront  cigales  i»  celles-ci  divisées  pai'  les  nombres  2,  ^,  '\,...  élevés  à 
la  puissance  dont  l'exposant  indi(|uera  l'ordre  des  dillérences  constantes. 
On  peut  donc  trouver  ainsi  la  dillerenee  constante  de  la  série  interpolée, 
et  il  ne  s'aijit  |>lus  »|ue  d'avoir  les  dillérences  des  ordres  inférieurs,  et 
même  il  sullit  d'avoir  les  premiers  ternies  des  suites  de  ces  dillérences. 
Miiuliui  ni'  d(Hiiic  pour  cela  (|ue  (|uel(jin's  règles  particulières  sans  dé- 
monstration, et  il  renvoie  pour  la  solution  générale  à  la  méthode  de  Re- 
gnaud,  (pii  consiste  à  construire  une  série  dont  les  dillérences  d'un  ordre 
donné  soient  constantes,  à  prendre  cette  série  |)our  la  série  interpolée,  et 
à  comparer  ses  termes  |)ris  de  deux  en  deux,  de  trois  en  trois,  ou,... 
avec  ceux  de  la  série  donnée  à  interpoler,  suivant  qu'on  veut  partager 
l'intervalle  d'un  terme  à  l'autre  en  deux,  en  trois  ou  en  un  nombre  plus 
t^raiid  de  |»arties:  mais,  (|noi(|n'on  |)niss<'  toujours  de  cette  manière  ré' 
sondic  la  i|ncslion  dans  rli;H|iic  c;is,  il  reste  ueannioins  à  li'ouver  des 
lormules  générales.  Lalaudc  est,  je  crois,  le  seul  qui  en  ait  clierclié  pour 
les  cas  de  la  seconde  et  de  la  troisième  dillerenee  constante,  dans  un 
Mémoire  sur  les  interpolations  imprimé  parmi  ceux  de  l'Académie  des 
Sciences  dr-  Paris  poiu-  17G1.  Sa  méthode  est  à  pioprenient  parler  civile 
de  Regnaud  réduite  en  Analyse,  et,  si  l'on  voulait  rappli(|ner  aux  séries 
dont  les  dillérences  c(tnstantes  seraient  d'un  ordre  supérieur  au  troi- 
sième, on  tond)erait  dans  des  calculs  longs  et  peut-être  impraticables;  à 
plus  lorte  raison  serait-il  comme  impossible  de  parvenir  par  cette  voie  à 
la  si)liili<ui  gem-rale  pour  des  ilillcicnccs  constantes  d'un  oi'dre  (jucboii- 
qu.'.  J'ai  ditune  cii  ]--■>.  une  Iniinulc  qui    r-i'iilérinr  ci'ltc  suliilion  dans 
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un  Mémoire  qui  a  pour  titre  :  Sttr  une  nouvelle  espèce  de  calcul,  et  qui  est 
imprimé  dans  le  volume  de  cette  année  (*j;  mais,  comme  je  ne  pensais 
pas  alors  à  l'usage  dont  elle  pouvait  être  pour  les  interpolations,  je  ne 
cherchai  pas  à  développer  cette  foi'uiule. 

Je  crois  donc  devoir  revenir  sur  cet  ohjet,  et  donner  ici  une  solution 
complète  du  Prolilème  dont  il  s'agit,  pour  servir  de  Supplément  au  Mé- 
moire cité.  La  méthode  (|ue  j'ai  employée  dans  ce  Mémoire  est  l'ondée  sur 
une  analogie  singulière  <|ui  a  lieu  entre  les  exposants  des  puissances  et 
les  indices  du  rang  des  termes  dans  une  série,  ou  de  l'ordre  des  diffé- 
rences de  ces  termes,  en  vertu  de  la(|uelle  lui  peut  traiter  ces  indices 
comme  si  c'étaient  des  exposants,  et  y  appli(|uer  les  mêmes  règles.  Je  ne 
m'arrêterai  pas  ici  à  démontrer  cette  analogie,  dont  on  peut  aisément 
vérifier  les  résultats  par  les  méthodes  connues;  je  me  contenterai  de  m'en 
servir,  ainsi  que  je  l'ai  déjà  fait,  comme  d'un  instrument  propre  à  décou- 
vrir des  formules  qu'on  ne  pourrait  trouver  par  les  moyens  ordinaires 
qu'en  connaissant  leur  forme  d'avance;  je  l'emploierai  même  ici  d'une 
manière  plus  simple  et  plus  uniforme,  ce  qui  servira  à  donner  encore  à 
ce  nouvel  instrument  d'Analyse  un  plus  grand  degré  de  perfection. 

I .  Pour  distinguer  les  indices  des  exposants,  je  les  placerai  au  bas  des 
quantités,  comme  ceux-ci  le  sont  au  haut;  on  suivra  d'ailleurs  le  même 
algorithme  pour  les  uns  et  les  autres. 

Soient  donc 

T.,  T,,  T„  ï,....,  T,„  T„+„  T„+„..., 

les  termes  consécutifs  d'une  série  quelcon(iue,  et 

D,,   D„   D, .... 

les  différences  successives  de  ces  leiines,  c'est-à-diie  l),  la  dilleieuce  pre- 
mière T,  —  T„,  D.J  la  différence  seconde  To  —  2T,  +To,  D;,  la  dillérencc 
troisième  T,  —  ST,  +  31,  —  T»,  et  ainsi  de  suite.  On  aura  sur-le-champ 
l'expression  de  la  différence  ;«.""""■  |)ar  l'opération  suivante. 

1  *  I   OEuvres  de  l.ai;raiif;r,  t.  111,  p.  ^'\\ . 

84. 
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IViisqiic 

D,  ^T,-T., 

en  l'k'vuiil  li's  ileux  mi'inl)rt's  à  l'indice  m,  on  aui'a 

l)„  =  (T,  —  T„^„; 

•léveloppanl  le  seeoiid  membre  comme  un  binôme,  en  mettant  les  expo- 
sants au  bas  pour  s(;rvir  d'indices,  on  aura 

2         ■  2.3 

formule  connue  et  (|u'on  peut  liouvcr  par  induiiioii. 
Si  l'on  fait  ///  =--  o,  on  a 

D.  =  To, 

d'dii  il  s'ensuit  (jiie  le  terme  D,,  (|ui  doit  pix'ceiler  le  terme  I),  dans  la  série 
des  diirérences  est  égal  à  T„. 

Si  l'on  fait  m  négatif,  les  dillérenccs  se  cliangeni  en  sommes;  de  sorte 
que  désignant  les  soiDUies  de  différents  ordres  par 

S„  S„  S3,.... 

ou  aura 

S,  =D_,,     S,  =  D_„...,     S,„  =  U_,„; 

par  consé(|uenl,  en  cliangeanl  m  en  —  m,  on  aura 

c        T  T  mm  +'i)  _, 

S»™  =  T_„  -I-  w  1  _„   ,  H '—  T_„,   .+..., 

7. 

foi'uuile  coniun-  aussi. 

2.  Si  au  contraire  on  veut  avoir  rex|)ressi((ii  d'un  terme  (|uelconi|ue  T„ 
pai'  le  moyen  des  dillereuces.  ou  reprendra  ré(|uation 

D,  =  ï,  -  T., 
Ia(|uelle  donm; 

T.  =  T.  -f-  D. 
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tiu  l)ifn.  t'ii  nit'ltiiiil  pour  1',,  le  Icrinc  Dq  «lui  'n'  t^st  égal, 

T,  =  !)„-+- D,; 
élevant  à  l'exposaiil  (lu  indici'  n,  (Ui  auia  de  même 
T„  =  (D.+  D,),., 

et  développant  par  la  formule  du  binôme,  en  ayant  soin  de  meltie  les 
exposants  au  bas  pour  servir  d'indices, 

(B,  T„=D„+  «D,  -  ^-^  d.+  "'^'-''!"-^'d3+..., 

^       '  2  2.3 

OÙ  l'on  se  souviendra  que  D„  est  la  même  eliose  que  T„.  C'est  la  foi-mule 
différentielle  de  Newton,  dont  on  se  sert  communément  pour  les  inter- 
polations, eihdonnant  à  l'indice  n  des  valeurs  fractionnaires. 

Lorsque  n  est  un  nombre  entier,  on  peut  construire  cette  foinuil<'  par 
des  additions  successives;  la  manière  la  plus  simple  esl  de  ranimer  les 
différences 

1)„     I)„     D:,    I),..   . 

dans  une  ligne  Iiorizontale,  et  de  former  au-dessous  successivement  d'au- 
tres lignes  correspondantes;  en  faisant  cbaque  terme  de  ces  lignes  égal 
à  la  somme  de  celui  qui  est  au-dessus  et  de  celui  qui  est  à  la  dioite  de 
celui-ci  dans  la  ligne  immédiatement  supérieure;  la  première  ligne  ver- 
ticale contiendra  par  ordre  les  termes  D„  ou  T„,  T,.  Tj,  fj On  |»eut 

ainsi,  (|uand  la  série  des  dillerences  se  lennine,  ce  qui  a  lieu  pour  toutes 
les  suites  (|ui  conduisent  à  des  dillerences  constantes,  constiuiic  une 
Table  aussi  étendue  (|ue  l'on  voudia,  pour  avoir  successivemeni  ions  les 
termes  de  la  suite  proposée. 

Mais  ce  moyen  mécanique  ne  peut  plus  être  employé  lorsque  le  nom- 
bre n  est  fraclioniuiire.  Alors  il  faut  calculer  chaque  terme  séparément 
par  la  foru)ule  (^B;,  en  donnant  successivemeni  ii  n  les  valeurs  eonve- 
iiables;  ainsi,  s'il  était  (piestion  d'interpoler  parloul  un  Ici  me  eiilrc  deux 
termes  consécutifs  de  la  série 

To,  T„  T„..., 
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il  riimlrail  trnnvor  les  valoiiis  des  Icimos 


faisiiiit  siiccessivi'iiiriil 


T,.  T,.  Ts, 


1  3    5 

n  ^  -,  -,  -,  • 

2  9.       9. 


ri  ainsi  (les  aiilirs  cas  seiiil)lal)lcs.  I,a  iiit-lliodc  de  Mouton  a  l'avantajif 
de  réduire  tons  ees  cas  au  preiiiiei',  et  de  rendre  par  conséquent  le  pro- 
cédé des  additions  successives  applicaltle  aux  interpolations,  comme 
lions  le  verrons  plus  lias. 

."{.  Si  l'on  voulait  (|ne  la  Coniiule  H;  lut 'ordonnée  suivant  les  [luis- 
sances  méiiies  de  /i,  ce  (|ui  en  rendrait  peut-être  l'usage  pius  coiiiiiiode 
dans  le  cas  de  n  fractionnaire,  rien  ne  serait  plus  aisé  que  de  lui  donner 
celte  forme  pai'  le  moyen  de  notre  Analyse. 

On  n'a  (ju'ii  ri'|>rcudre  l'e(|uation 


T,  -  D,  -*-  l)„ 


et  l'écrire  d'aliord  ainsi 


ce  (|ui  est  la  même  chose,  pnis(|ue 

D.  X  D,  =::  D.+,  r=  D„ 

en  (diservant  |iour  les  indices  les  lois  des  exposants;  ou  liansformera 
ensuite  i  -+-  D,  en  c^"'  '""'  ,  e  étant  le  nomlire  dont  le  lo;;aiitlinie  liyper- 
l>oli(|ue  désigné  |)ar  log  est  l'unilé;  ce  qui  donneia 

T,  =  1).  X  €""'•  *-"•', 

cl,  idcvant  les  deux  memiires  à  l'exposant  ou  indice  /*, 

T„  —  D.  Xfi"'"'  ■-"'  ; 
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or  on  a  par  les  tbriiuiles  coniuies 

g„iog(,+D,)_,  _,_  „|og.,  _,_j),)  ^_  '±  [iog(n-D,)]=  +  -^  [log(i-f-D,  )i'-i-. ..; 
<loiU'  on  aura 
(C)      T,  =  D.+  «log  I  -(-U,)-i-  ""[login-  D,l]=-i-;^  [logn-D,  '-t-.  ... 

j'ai  négligé  ici  de  multiplier  |)ar  D„  les  termes  (|iii  contiennent  des  puis- 
sances de  log^i  -(-D,  ,  parce  que  cette  multiplication  n'y  apporterait 
aucun  changement,  l'indice  o  ne  pouvant  rien  changer  à  ceux  au\(|uels 
il  se  trouverait  ajouté. 

Maintenant  il  n'y  aura  qu'à  développer  log  r-t-D,     par  les  fornuiles 
ordinaiT'es.  et  Vt^u  aiii'a 

T„  =  D«  +  n  (  !►,  -  ;^  D,  -f-  ^  Ds  — .  . . 

-oK>-5 '>.-■)■ 

-I- , 

où  il  resté  encore  à  développer  les  puissances  de 

D,  -  ^D, +  ^D3-... 

à  la  manière  ordinaiix',  en  traitant  les  indices  comme  des  exposants. 
Celte  formule  ne  sera  donc  que  le  développement  de  la  foimule  (B)  en 
eirectuant  les  multiplications  et  ordonnant  suivant  les  puissances  de  n; 
mais,  de  la  manii'rc  dont  elle  est  présentée,  on  y  voit  la  loi  des  termes 
qu'il  serait  très-dit1icile  de  découvrir  par  le  développemeni  doiil  il  s'agil. 

4.    Au  reste  la  lnriiuilc  C. ,  donne  le  nioM'U  de  trouver  d'une  nianii're 
générale  l'expression  de  la  diUcrcnce  d'un  ordre  quelcnmiue  de  toute 
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sfrii-  ;il^'<'lni(|iu'  doiil  Ii-  UTiiie  i>('iiùral  T„  sorail  (le  l:i  funiio 


?,  2  .  ■> 


I',,.  !>,,  I' ciaiit  (li's  ((Pi-lliciciits  (loiiiii's,  vl  ri  ('laiil  supposé  succcssi- 

M'iiiriit  o.  I.  2.  "5 Car.  en  coniparanl  relie  expression  de  T„  à  celle 

(le  la  t'iinnule    (!  ,  on  auia 

I'.:     IJ„  =  T.,     P,  =  logi-hD,  ,     P,  =  [logi-+- D,  )]=,..., 
e|.  en  ''eneral. 


P.  =  [logiH-r),  ]'. 


l!elle  i-<|(iallon  donne 


don 


P,  =  los   I  -  D,   ,      14-  I),  =  eP'  =  I  -+-  P,  -^  -  P.  -t-  -  „-  P, 

"  2  2.3 


D,  =  P,  -I-  -  P.  H 5  p,  -^  .  .  . , 

2  l.i 


e|  de  là.  pour  un  indiee  (jneleonque  s. 


n,  =   P,  H-  -  P,  -h  — X  P.  -H  — „  -,  p. 

\  2  2.3  2.3.4 


<in  il  n'v  aura  ipi'ii  développer  la  puissance.*,  en  ((Uiverlissanl  les  expo- 
Nanl>  de  P  en  iiidiees,  et  observant  relativemenl  ii  ces  indices  les  uumiu's 
loi>  ipie  pour  les  exposants.  Olle  l'orinule  peut  être  utile  dans  (|nel(Hies 
occasions;  elle  l'est  sui^tout  pour  li'anst'oiiiier  une  série  de  la  l'orme 


P. -MiP, -i^  -  P  -+^  -   .,  P, +  ... 

2  2  .  •> 


MiH'  série  e(|uivalente  de  la  l'on 


2  2.3 
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5.  Considérons  maintenant  deux  séries  correspondantes,  l'une  repré- 
sentée par 

T,,  T,,  T:,  T„... 

d(»nt  les  difféienees  sueeessives  soient 

D„.  D„  D:,  D„... 
comme  plus  haut,  l'autre  représentée  par 

t^,  t„  t,,  t„... 
et  dont  les  diilérences  successives  soient 

(L  ch,  (I„  fl,....- 

supposons  que  les  termes  de  la  première  série  soient  identiques- avec  les 

termes  de  la  seconde  pris  à  des  intervalles  égaux,  de  manière  que  l'on 

ait,  en  général, 

T,  =  t^.. 

c'est-k-dire  que  si  par  exemple  m  =^  2  on  ait 

T„  =  /o,     T,  =  /:,     T:  =  t„     T,  =  t,, ...  ; 

si  m=  3  on  ait 

T,  r^  /„     T,  =  <3,     T,  =  tf,     T3  =/„...  ; 

et  ainsi  de  suite;  on  propose  de  trouver  la  relation  entre  les  dilTérences 

Do,  D,,  D,,...  et  les  dilTérences  ^0.  (fi^  d., 

L'équation 

T.  =  U 

.se  réduit,  en  extrayant  la  racine  .y,  à 

T,  =  /„, 

et,  mettant  pourT,  sa  valeur  D„  -(-D,  f2,  de  ménie  que  i)oui'  /,  sa  valeur 

d„-^  d,,  elle  donnera 

D„-hD,  =   f/,-i-rf,  „; 

d'où  l'un  tii'cra  la  valnir  de  1),  en  (/,,  ou  de  d,  vu  i),  suivaiil  (pi'on  vnii- 
V.  H5 
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<lr;i  avoir  les  diiïéroiu-es  de  la  picmibiT  sôrie  .'xpiiiiK'cs  par  celles  de  la 

sfcondi',  ou  rtM'iproqufinent. 

<i.    Nous  aurons  d'abord 

I),  =  (</„  + f/,U-  Do; 

mais 

U.  =  T.  ==/.  =  </,; 

donc 

el,  élevant  à  l'indiee  s. 

Or    (In  ^(i,)m  ^f  développe  dans  la  série 

,             ,        m  (m  —  I  )    ,        mini  —  i)  (m  —  2)    , 
(l„  ■+-  md,  -+-  -— (h  H ^ -^ di-h  .  . .; 

lion»  ,  l'aisanl  celte  substitution,  on  aura 

I        ,        m  [m  —  I  )    ,        m  (m  —  i  )  (  «'  —  2  1    ,  1 

l>  1»,  =     m  cl,  H ^ ;  d,  + '-i d,+...     ; 

I  2  a.i  |, 

on  développera  le  second  membre  de  cette  équation  comme  si  c'était  la 
puissance  s''""  d'un  polynôme  en  d,  en  ayant  soin  de  placer  toujours  au 
bas  de  la  lettre  «/les  exposants  cjui  devraient  alTecter  la  (|Maiitité  r/ suivant 
les  règles  des  exposants. 

Ainsi,  si  l'on  suppose,  pour  abréger. 


[ 

=  A X'  -t-  Bx'+'  -f-  Cx'->-'  ■+-  Ex'->-'  -h. . ., 


m(m  —  t)     ,       m(m  — 0('w  — 2] 

■?.  2  .  ,i 


«m  aura  siir-le-cbatnp 

n,  =  \  r/,  +  |{,/,^,  +  (J,/,^,  +  Krf,^,  -4-  . .  .  . 

(^llc  i'oriimle  peut  servir,  conime  l'on  voit,  à  trouver  les  dillereiices 
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de  tous  les  ordres  d'une  série  proposée  d;ins  lacjuolle  on  ne  prendrait 
les  ternies  que  de  deux  en  deux,  ou  de  trois  en  trois,  ou,  en  général, 
de  m  en  m. 

A  l'égard  des  coelTicients  A,  B,  C,...,  on  peut  les  trouver  par  le  déve- 
loppement de  la  puissance  5  du  polynôme,  ou  bien  par  la  comparaison 
des  termes  qui  contiendront  les  mêmes  puissances  de  x,  après  avoir  pris 
les  différentielles  logaritlinii(|ues  des  deux  membres.  Ce  dernier  procédé 
donne  les  t'ormulcs  suivantes  dont  la  loi  se  présente  d'elle-même 

A  =  m^ 

m  —  I 
B  =  i A, 


L=  —  ^- '-^ '-  A  -I B, 

2  9.  .6  2  2 

3s    m  —  I    m—  2'  [m  —  3)  2S  —  i  (m  —  i  )  ini  —  21  s  —  2  hi  —  i    , 

3  2.3.4  '  ^-3  32 


7.   La  même  équation 

D,  +  D,  =  i  </„-*- (/,),„, 

en  extravani  pour  ainsi  dire  la  racine  /«,  donnera  celle-ci 
r/o  -t-  rf,  =  (  D,  -+-  D,  , , 

d'où  l'on  tire,  à  cause  de  r/„  =:  Do, 

f/,=   D„-(-D,  ,  -D,, 

et  de  la 

rf,=  [(D„-f-D,)_5_-  D.],. 

tnriinilf  (|n'(in  (lrvclo|)pcra  comme  la  prcccdciilc  :  ri  il  est  clair  (in'il  n'y 

.Sj. 


(,:o  •       MiMoiKh; 

.iiiiM  |u)iir  ccl;!  i|ii';i  iIkiii^it.  dans  Ir^  rdiimilcs  du  iiuiiiiTo  |)rcic(li'i)l, 
I»  fil  tl  fl  ///  iii       •   Ainsi  l'un  aura,  iii  -cinial, 


(/,      <l\^,  -4  /*!),+,  -+-cl),^,  +  f  U.,,-f  ■ ... 


Il  lai>an( 


/.  N 


?  s    t  —  ni)   \  —  ■'  //(  s  —  Il  —  III  . 

■?         ■•.iiu'  »      •'.  w 

H.v  I-   lit    1  —  ?/)/    I— 3«i  ■>.$  -  i    I — .m){i  —  ?.m    ,       s  -    ?.  i  —  m 

.1  ■.' .  3 .  J  ;h'  i  ?. .  i  Ml'  ,1        9.  m 


(.l's  ronmilo  icnriTinriit  la  sdliUion  i^i'iicralc  liii  l'idlilrnic  de  Moiihin 
l!ii  rlli'l.  si  l'iiii  a  il  iiilri  |i(drr  la  sri'ie 


d>i||l   It  -  dillcliMIco 


T„.  T,,  T,..., 


I>  .   \h.  I),,. 


•"•'lit  ((iiiliiirs,  ,.|   (lu'iili    veuille   [iailai;er  en    ///    |iailies  cliaillle    iiilei\alle 

d'un   tenue   ii    l'antre   en    \    insérant    ///        i    termes   iiilernii'diaires    (|ni 

.>nie|||   lie^  entre  eux  el  avec  ceux  de   la  série  d(Mine<'  |iai'  une   iiienie  loi, 

en  >ii|i|iiisaiil  i|iu' 

l„,   /,.   /i.   I  , .  ■ . 

^'lit  la  iniinelle  série  i ntei|ioli'e,  il  laiidra  par  les  eoiidilions  dn  l'ndili'ini' 
<|lle  le>  tenues  de  (  ctte  série,  |iris  (le  ///  en  /// ,  emiieideilt  avec  les  lelines 
de  hi  série  dnliliei',  en  sorte  (|n'ori  ail 

'.       T.,     /,       T,.     /,„,       T,,     /,,       T /  ,,       T  ; 

I  e  i|iii  est  re(|iialiiui  loiidaiiieiila le  (l'on  non.s  soinnies  |(artis  |M)nr  la  so- 
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liilioi)  (lu  Problème  que  nous  venons  de  traiter  {5j.  Ainsi  l'on  aura  par 
les  formules  ei -dessus  l'expression  <le  la  dillérence  d'un  ordre  (|ucl- 
(•()n(|ue  s  de  la  série  interpolée,  an  UKtviMi  des  dillfrenccs  données  de  l;i 
série  proposée.  On  connaiti'a  dune  par  lii  les  dillV'renccs  successives 

de  la  série 

h,    ',,    <.,    t^,■  ■  ■ 

dont  le  premier  terme  /„  =  T„,  et  an  moyen  de  ces  dillérences  on  pourra 
trouver  successivement  tous  les  term(>s  de  cette  série  par  des  additions 
successives,  comme  nous  l'avons  vu  dans  le  n°  2,  parce  t|u'en  emplovant 
ces  différences,  un  terme  quelcon(|ne  /„  de  la  série  dont  il  s'aiiil  «^cra 
exprimé  par  la  formule 

,        11,11  —  I  )    ,        ii\n  —  i  ]  [H  —  •->. )    , 

2  2.3 

dans  laquelle  //  sera  un  nombre  entier  comme  dans  le  n"  2. 
8.   Si  Dr  est  la  dernière  dili'érencc  de  la  série  donnée    " 

T„,  T,,  T,,..  ., 

en  sorte  que 

D,H-,  =  o,     D.^,  =  o, . . . , 

on  aura  : 

1°  En  faisant  s  —  r, 

rf,  =  a  Dr     et     «  —  —  ; 
m'' 

ce  qui  s'accorde  avec  ce  cjue  Mouton  avait  trouvé  par  imluilion. 
2"  Kn  faisant  s  =  r  —  i  , 


m''~' 
V   Kti  faisant  s  =  r  —  2, 


\  »   —  I  ;  l  I  —    /// 


t.TS 
.1 


M  I  M  (>  I  It  I". 


'    -.       h 


r  —  a     I  —  m 


,•  _  a     I  —  m     1  —  ■? ni  (  /•  —  7.  >  \r  —  :i\  (i  —  m  ' 

'  =^  ^.:>nr  "*■  Snr  "'' 

.'1  ;iiii-i  (I.'  Mille.  A  l'ci^Miil  lies  (liHciciicis  |ilus  IkiuIcs  (|11i'  I:i  /■"•""",  elles 
srr.iiil  l.uitcs  iiulli's.  tniiiiiir  lUi  li' vdil  |>;ir.  I;i  ronmilc  en  riiisiiiit  5  >  r. 
\iiÉ-i  il  siilliiM  ilf  clicirlier  lo  valeurs  de  </,,  il,,  (/,,...  jiisciii'li  r/,.;  Ol 
\'<i\\  iioiii-ia  eii>nile  i'iii|ilo\er  les  addiliims  successives  |iiiur  loruier  et 
.  cuiliiiiier  aussi  Iniu  (|ii'imi  vniidia  la  Ta  1)1  e  des  leriucs  /„,/,.  /^ 

•t.  Si  liaiis  la  lurniule  !•  du  ii"  (i  mi  lail  «?  iiirniiiiieiil  i;raiid,  el  par 
ciiiise(|ueiit  les  dillerenccs  repieseulees  pai'  (/  intiuinieiil  petites,  on  aura 
la  lelatiidi  entre  les  dilVereuces  linies  et  les  dill'erentielles  d'une  i'iinctioii 
iMielciiuiiue.  ('.iiiisideraiit  dune  niie  luiietiiui  V  de  ,r,  diiiil  les  dillerenees 
linies  xiieiit  desi^'uees  |)ar  Dv.  et   les  dillerentieiles  par  i/v,  celles  de  a- 

l'etanl  lii-  ineiue  par  l).r  et  //r:  il   ii"\  aura  ([u'ii  l'aire  ///  .'   -,  el  écrire 

h> .  i/y  au  lieu  de  j)  el  (/.  eji  plaçant  suivant  l'iisaiic  les  indices  de  l'ordre 
des  diUeicnco  el  de•^  dillV'ieiiliid les  au  liant  des  leltres  0  ci  (f.  On  aura 


■\  il.r-  ?  .  ■^  c/x' 


■  m  il  n'\  aura  ipi'a  devcdopper  le  seciuid  nienilirc  coiiiine  une  puissance  .v 

du  |)ol\nnuie  -+- en  a\ant  >oin  d'écrire  J""'r  an  lieu  de    il"'y\". 

l'ai  celle  l'oriiiiili'  (Hi  peut  trouver  les  dilleienci's  linies  de  Ions  les 
iiidies  au  inoveii  des  dilleiiMitiidles,  el ,  si  l'on  lait  \  lléi;alir.  ce  (]ui  (  liall- 
^'era  les  dillerenees  en  snniliics  el  les  di Hereiiliel les  en  illlei;ra les,  on 
aura   la  souiine  d'un  (udre  ipielcoinpie   îles   lernies  d'une   série   par   les 

in|ej;ra|es.  i-l   les  dilleienliidles  de    la    loliclioll    i{ui    iSpliuie    le    lerilie   i;é- 
lieial  de  la  seiie. 
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10.  RéciprixiiR'jiitMit,  si  dans  hi  ihimiic  formule  D,  on  rliant(r  I)  en  d 
et  m  en  —  comme  nous  l'avons  dit  dans  le  n"  7,  et  que  par  conséquent 
suivant  l'Iiypothèse  du  numéro  précédent,  on  écrive  d^y  au  lieu  de  Dj, 
D^>'  au  lieu  de  d^  et  jT-  au  lieu  de  m  qui  devient  alors  une  quantité  infi- 
niment petite,  on  aura 

où  il  faudra  de  même  développer  le  second  membre  comme  une  puis- 
sance s,  en  ayant  soin  d'écrire  D""'v  au  lieu  de   D'"r)". 

Cette  formule  donnera  les  ditrérentielles  de  tous  les  ordres  d'une  fonc- 
tion quelconcjue  par  le  moyen  de  ses  diflerences  finies,  et.  si  l'on  fail 
.V  négatif,  elle  donnera  les  intégrales  de  la  fonction  par  le  movcn  des 
sommes  et  des  différences  des  valeurs  de  la  même  fonction  répondantes 
aux  valeurs  de  x  dont  Dj-  est  la  différence  finie;  ce  qui  revient  à  la  dé- 
termination des  aires  par  les  ordonnées  équidistantes.  Voyez  là-dessus 
le  Mémoire  cité  dans  le  volume  de  1772  ("j.J 

11.  On  peut  traiter  par  les  mêmes  principes  les  séries  doubles,  tri- 
ples, ....  c'est-à-dire  celles  dont  les  termes  varient  de  deux  ou  de  plu- 
sieurs manières  difTérentes,  et  qui  forment  des  Tables  à  double,  à  triple 
entrée, —  Soit,  par  exemple,  la  série  double 


To,. 

T,,. 

T.,. 

T3., 

T..., 

T.,, 

T... 

T.., 

Ti., 

T..,, 

T.,, 

T,., 

T... 

T3.. 

T4.., 

T«.3 

T,,, 

T,., 

Tj.j 

r>.,. 

T.. 

T,.. 

T.. 

T3.. 

T..., 

dans  laquelle  un  terme  quelc()n(|ue  comme  T,„  „  a  deux  indices,  le  pre- 
mier ni  pour  maniuer  son  rang  dans  la  direction  liorizonlale.  et  le  se- 
cond //  poui'  ni;ir(|iier  son  rang  dans  la  direction  verticale. 

I  *)  OEiivres  ilr  Lagrangc,  t.  111.  p.  44  '  ■ 


r,8(l  MÉMOIRE 

Si  l'on  (lésifine  de  même  par  , 

!).„    I),.,    \),, L)„,,    n,„    i> n.i.    i)./..    !>,,,,...,    .... 

et.  en  général,  par  D,„.„  les  difTércnces  sueeessives  de  ces  termes,  de  ma- 
iiiiM'e  que  le  premier  indice  m  indique  des  dilTérences  prises  dans  le  sens 
li.iri'/.iiital.  et  le  secon<l  n  des  différences  prises  dans  le  sens  vertical,  on 
aura 

D,.,  -3:T,,.-T..o 

D,..  =  T,,.  —  aT,,. -i-T„.„ 


1).,,  =  T.,,  —  T... 

I)..,  =  T,.,  — 2T„,, -i-T,., 


D,,,  —  T,,,  -  T,.,  -  ;T,..  -  T.,.)  =  T,.,  -  T,,.  -  T,.,  -+-  To.. 

el  ainsi  de  suite;  et  l'on  |)Ourra  trouver  tout  de  suite  l'exjtression  de  D,„.„ 
par  une  opération  semblable  a  celle  du  n"  1. 

12.  (^ar,  puisque 

D,,,,  =  T,,.-T„.„     et    D„.,  =  T.,,  -  T.,., 
<iu  aura  d'abord,  en  élevant  aux  indices  m  et  n, 

D„.o  =  f  T,,,  -  T.,.!„„     Do.„  -=  (T.,,  -  T„,„)„, 

ri,  imillipli;iiil  ces  e(|ua(i()us  l'une  par  l'aulrc,  eu  observant  <ie  rapp(U'ter 
toujours  le^,  pi'ciuiers  indices  aux  premiers  et  les  secoiuls  aux  seconds,  il 

viendra 

D„,„  =  ^  T,,.  -  T...  i„,  ( T.,,  -  T,.. },. , 

c'est-ii-dii'e,  en  dévelnp|);tut  d'abord  les  deux  l'actcui's, 

i  n  l-r  T         ^   m{m— I)  1 

Il  ?  J 

x[ï.,„-„T_-.^i:^i^T_-...J. 
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Maintenant  il  n'y  aura  plus  (|u'à  faire  le  produit  de  ces  ([uanliles,  en  ob- 
servant la  règle  prescrite,  et  l'on  aura 


D„,,„  =  r„,„  —  wl,„_,,„  H T,„_-,,„  —  . 


n'ï „,.„->  -t-  «ffiT,„ 


ni  II  —  I    „,  «  (  w  —  I  ) 

^ i-m.n-2 m  !,„_,, „_3  -h  . 


13.  Réciproquement  on  aura  l'expression  d'un  tcruie  (juelcon(|ue  T,„,„ 
par  les  diiïérences,  au  moyen  des  é(juations 

T,..  =  n„.«  -(-  D,,„     et     X,,,  =  [)„.o  +  D,,,, , 

à  cause  de 

T„.„  =  D„,„, 

comme  il  résulte  de  la  formule  précédente;  car,  en  élevant  d'altord  la 
première  à  l'indice  m  et  la  seconde  à  l'indice  n.  les  multipliant  ensuite 
l'une  par  l'autre,  on  aura 

T„,,„=^iDo,,. -+-D,.„i„,^l)...-i-  l)o,,/„, 

d'où  l'on  tirera  conune  dans  le  numéro  précédent 

T -.|^1),,  +  ,»  !),,+  ""  ";^-D,,  +  ...J 

x["iVo+»i).,.,+  "'"7''d,...  +  ...] 


/KM  —  I ,  inyin  —  i  ) 
mD,.,  H 


«(> 


,WJ  M  I .  M  t  >  1  li  K 

\\.  On  pi'ul  ;mssi  flciulrc  |);ir  îles  (ipcriitioiis  scmlilalilcs  les  foriiuilcs 
iliN  II"  (i  et  7  |iniii'  les  iiilci|U)l;itions  iuix  scr'u's  tloiilili-s.  Kn  cll'cl,  si  l'on 
nii;iuiiii'  l.i  iiiiiiM'Ilc  série 

/,  ,.     /.,     I.., t,,..     /„.,.     t,,, /,.,,     /...,.     r. 

(Iniii  les  ilillcriMico  soiciil  (li'sii;iii'cs  |i;ir 

,/.,.     ,/,,.     ,h , 

'•1  i|iii  xiil  li'llc  i|ii'nii  Iriinr  (|iit'l(oii(|ii('  /„„,,„  soil  cgiil  \\  T,,,  ;  en  l';iisaiil 

V  I    ri    /•  ;  -.  (>.    OM  lillia 

il.  r;ii>;il|l    v   —  <>.    /■  —  I  ,    "Il  ;illl"l 

/.,„       '1'.,, 

(Ifiix  ciiiiiitidiis  (|iii,  chiiil  clcvct's  l'une  ii  l'indice  ,v  el  l'aiilre  ii  l'indiee  r, 
il  imilliiilii'cs  ciiMiili'  rniie  |i;ir  l'iuilre,  redoiineiil  retiualiuii  i;éiierale. 
()i  rr^  drii\  (•(|iialiiiiis,  CM  v  SU  lislil  lia  II  I  l)„u  -t-  1),  „  il  la  place  de  T,  „, 
I'..  ..  -  !•„  .  i'  1^1  place  (le  T„  ,  el  de  iiienie  r/„  „  ♦  (^/,  „  il  la  place  de  /,  „ 
cl  (/„  „  ^  (/„,  a  la  place  de  /„  , .  par  cuiise(|iieiil  (/„„  -i  (/,„  „,  il  la  |dac(; 
de  /,„  .,  et     '/„  „— ^/„,i,„  !»  la  place  de  /„  „.  deviennent 

I»       •    l>.,         ■'/.....  +  >/...„     et      l),,„^-l>„,         <.,*'/.,„; 

d'un,  a  cause  de 

l»,v.       T„,„  ^- /„,,  =  r/,,„ 

cniniiii'  il  le^nlle  des  t'nriiiiiles  ci-dessiis,  nii  aura 

H  ,       '/,.  ■•  '/, -  <,.    I»,,     !  ,/..,.  +  ./,, -</„,,],, 

".         '/     -•  '/,   „-'/,.,..     I),,.,-    I  'A.,. -'/.,.,..,-- 'A... V; 
p.ir  I  iin-eipicnl.  en  iniillipliaiit  l'une  par  l'antre, 
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et,  dévelo|)|jiiiit  les  deux  fartcurs. 


(H) 


i -r.         r     j  m{m — Il    ,  m(m  —  i)   w  —  2)    ,  1 


De  sorte  qu'il  n'y  aura  plus  qu'à  développer  suivant  les  indices  *.  et  r, 
comme  on  l'a  fait  dans  le  n"  6,  et  ensuite  effectuer  la  multiplication 
comme  dans  les  deux  numéros  précédents.  On  aura  ainsi  pour  les  séries 
doubles  une  formule  semblable  à  celle  du  n"  6  pour  les  séries  simples. 
Pareillement,  par  l'extraction  des  indices  m  et  n,  on  aura 

</„,„-^f/,..  =  ;D..,-(-D,..;j^, 
«^.,, -^-rf„.,  =  ^Do.<,^-D„,,)^;• 
et  de  la  on  tirera  par  un  iJrocedé  sciiiblai)le  au  précédent 

d,,r  =  [  D,,„  -h  D,,„ )j_  -  D„.o].  X  [( D,,„  -h  D,.,)^  —  D...]., 
savoir 

(^,,,=.ri-D„.+  -^(±_.)D..+  -i-(-^-.)(-^-,)D,,-^...| 
I  \_ni  3«MHi        /  2.5m\ni        /  \/«         /  j, 

(         xf-^D,„+-i-(i-,')D..+  -;^(i_,\(i-,\D„„+...|, 

OÙ  il  faudra  encore  développer  le  second  incinhrc  (■(imiiic  dans  la  tnr- 
mule  (Hj  ci-dessus.  Cette  expression  de  cl^r  s(^'"'  analogue  à  celle  de  d^ 
du  n°  7,  et  pourra  .servir  aux  mêmes  usages  pour  l'inlerpolation  des 
Tables  à  douille  entrée. 

15.  Entin,  si  l'un  suppose  ///  ti  n  inlinis,  les  ditlérences  désignées 
par  d  deviendront  inliniiiienl  petites,  et  Ton  aura  pour  les  fonctions  à 
deux  variables  des  forunibs  analogues  à  celles  des  n"'  9  et  10.  Ainsi, 
en  regardant  ;  comme  l'oiidioii  de  .r  cl  t.  et  désignani  pai'  la  (  araclei'is- 

86. 


f^V  Ml.\l(>li;i:   SI  l(    1    \    MITIKM)!.    U   |\  1  IIU'OI.  VilON. 

Ii(|iif  l)  l.'S  .lillciviufs  liiiics  cl  |Kir  la  rar;Mlciisli,|iir  ,/  Ir-  ilillnviui.'ll.'s. 


>u  IriM 


Dr 


I))- 


,1  1,1  luiimilc    II    M'  tiaiisloriucra  cii  ci-llc-i  i 


k    It    : 


l).i,lz       \).vhlz       l>r;V/=^  V ,  Uyd:       H.r^       Uy'il'z 

yljy   ^  ^<l.v^    ^  3.3 r/a-  '''■•7   V  <ly  9.dy'    ^  ^3<ly 


■)'• 


<l>>iil  il  t'aiiilia  (lcsc|ii|i|)cr  le  M'Cdiid  iiicmliic  paf  les  iiiclliodcs  (U'diiiaircs, 
fil  ifj^'aniaiit  cl  Irailaiil  les  exposants  des  dillV-ri'iiticlli's  de  z  coiiiiiu'  des 
.•\|insaiils  de  iiiiissaiicfs.  ('.cttc  lunmilc  donnera  la  valenr  de  la  dille- 
iiMirc  linii'  de  r  de  i'oidre  .v  |iai'  ra|)|iort  il  .r,  el  de  Tordre  /'  par  lappoii 
a   V,  exprimée  par  les  diUerelllielles  de  r  reiali vellieni  il  .r  el  V. 

it).  j-aisaiit  les  niènies  siilistiUilions  dans  la  fornuile  lu  et  écrivant 
les  indices  de  l'ordre  des  dili'ercnccs  et  des  dill'crcnliclles  en  forme  d'ex- 
posants suivant  la  nolalioii  reçne.  on  aura  cette  tiansl'oiniée 

-  {ï)'-'z  +  \\y-'z-...Y 
ï)r )' 

(ju Icveloppera  snivanl  les  inéthodos  ordinaires,  en  oliservant  relali- 

\eiiiciil  aux  exposants  des  dilTérences  les  mêmes  irples  cpic  ponr  c(;ux 
dr^  puissances,  el  avant  soin  de  calciilci'  sépaicninil  le-  piciniei'S  expo- 
sants ipii  sont  relalit's  il  la  varialde  .r  et  les  seconds  (|iii  se  rapportent  ii 
la  \arialde  v. 
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L'EQUATION  SÉCILAIRE  DE  LA  LUNE. 


Nniiveiiiix  Mcinoires  de  l' Availcinie  royale  des  Sciences  et  Belles-J^ellres 
de  Berlin,  années  1792  et  179 3.) 


Dans  la  Théorie  des  rarialions  sécuhiiies  des  éléments  des  Planètes  (|ui 
est  imprimée  dans  les  volumes  des  années  1781  et  1782  (*),  je  n'avais 
point  considéré  les  variations  des  mouvements  moyens,  parce  que  j'avais 
cru  pouvoir  les  regarder  comme  invariables  à  cause  de  l'invariabilité  des 
grands  axes,  que  j'avais  démontrée  d'une  manière  directe  et  générale. 
Ayant  ensuite  examiné  plus  scrupuleusement  ce  point  important  de  la 
Théorie  des  Planètes,  j'ai  reconnu  que  les  mouvements  moyens  pouvaient 
être  sujets  à  des  variations  séculaires  dépendantes  des  carrés  des  excen- 
tricités et  des  inclinaisons,  et  j'ai  donné  je  premier  dans  un  Mémoire  im- 
primé dans  le  volume  de  17B3,  la  Théorie  et  les  t'ormules  de  ces  varia- 
tions f"^.  J'en  lis  alors  l'application  à  Jupiter  et  à  Sahiriie;  mais,  n'ayant 
trouvé  pour  les  variations  de  leurs  mouvements  moyens  (|ue  des  quantités 
prescjue  insensibles,  je  pensai  qu'il  était  inutile  d'étendre  cette  recherche 
aux  autres  Plani'tes.  D'autres  objets  m'ayant  ensuite  l'ait  perdre  celui-ci 
de  vue,  je  négligeai  d'appliquer  aussi  mes  rornuiles  à  la  Lune,  ce  (|ui  ne 

(*)  OFiwres  de  Lngrnnge ,  t.  V.  p.  12')  of  ai  1 
(**)  OEiivrcs  de  Lagraiigc,  t.  V.  p.  38 1. 
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iloniiiiKhiil  i|uc  (les  siibstitulioiis  numériques  tiès-laiiles  cl  plus  simples 
que  p<»ur  les  Plaiièles  prineipales.  Vers  la  fin  de  1787,  Laplaee  annonça 
il  l'Arailémie  des  Seienees  de  Paris  qu'il  avait  trouvé  moyen  d'expliquer 
ré(|uation  séeulaire  de  la  Lune  par  la  variation  de  l'exeenlrieité  du  So- 
leil: et,  par  le  Mémoire  qu'il  a  donné  ensuite  sur  ce  sujet  et  (|ui  est  im- 
piiiué  dans  le  volume  de  1786,  on  voit  que  cette  é(|uation  est  produite 
|iar  les  mêmes  termes  ([ui  composent  ma  formule  des  variations  du  mou- 
vement moyen.  Comme  ce  résultat  est  un  des  plus  intéressants  de  la 
Théorie  générale  des  variations  séculaires,  j'ai  cru  devoii'  le  développer 
dans  ce  Mémoire,  pour  compléter  mi»n  travail  sur  une  partie  si  impor- 
tante de  l'Aslroudmie  physique. 

I.  lin  n'gardanl  la  Terre,  la  Lune  et  le  Sideil  comme  foi-mant  un  sys- 
tème particulier  de  trois  Planètes  qui  s'attirent  muluellenicnl  et  dont  les 
deux  dernières  tournent  autour  de  la  première,  il  est  clair  (jue  ce  système 
|ieut  être  comparé  ii  celui  du  Soleil,  de  .lupiter  et  de  Saturne,  que  nous 
avons  considère  a  pari  dans  notre  Tliéoi'ie  des  variations  séculaires,  et 
pour  lecpiel  nous  avons  donné  des  t'uriiiules  i;énérales.  Ainsi  il  sullira  de 
substituer  dans  ces  turmules  la  Terre  au  Soleil,  la  Lune  ii  Jupiter  et  le 
Soleil  il  Saturne;  de  sorte  (jue,  comme  les  lettres  sans  trait  s'y  ra|)porlent 
il  Saturne  et  celles  avec  un  trait  il  Jupiter,  nous  rapporterons  ici  les  pre- 
mières il  l'orbite  du  Soleil  autour  de  la  Terre  et  les  secondes  ii  l'orbite  de 
la  Lune.  Quant  aux  masses,  nous  reMiar(|ueroHs  (|ue  nous  avons  pi'is  pour 
plus  de  simplicité  dans  nos  t'ormuies  la  masse  du  Soleil  pour  l'unité  des 
masses;  mais  il  est  facile  de  voir,  en  remontant  aux  équations  fonda- 
mentales, (|irii  la  ri^iueur  c'est  la  masse  du  Soleil  augmentée  de  celle  de 
la  Planète  dont  on  cberclie  le  mouvement.  (|ui  doil  être  prise  pour  l'u- 
nité des  masses  des  Planètes  perturbatrices,  parce  (pie  son  mouvement 
autoui' du  Soleil  n'est  pas  simplement  du  ii  i'^iition  du  Soleil,  inais  ii  la 
soiiinie  des  actions  iiniluelles  du  Soleil  el  de  la  IMani'te:  ainsi,  |((Uir  ap- 
pliquer il  la  Lune,  en  tant  (|u'elle  est  dérangée  par  le  Soleil,  les  e(|Uali(UIS 
de  Jupiter  dérange  par  Saturne,  il  n'\  aura  (|n'a  regarder  comme  rela- 
tive» ;i  |:i  Lune  ler>  (piautités  désignées  par  les  lellres  aHectées  d'un  trait, 
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et  (•(imiiif  l'fhitivt's  au  Soleil  ('cllt's  (Hii  If  sont  par  îles  Icllrcs  sans  trait; 
f't  quant  à  la  masse  T  (|ui  dans  ces  ei|uations  exprime  le  rapport  de  la 
masse  de  Saturne  à  eelle  du  Soleil,  ou  plus  exactement  à  la  somme  des 
niasses  de  Jupiter  et  du  Soleil,  il  faudia  la  supposer  égale  au  rapport  de 
la  masse  du  Soleil  à  la  somme  des  masses  de  la  Terre  et  de  la  Lune,  e'est- 
à-dire,  à  oause  de  la  petitesse  de  la  masse  de  la  Lune  à  l'égard  deVelle 
de  la  Terre,  simplement  égale  au  rapport  de  la  masse  du  Soleil  à  eelle  de 
la  Terre;  ec  qui  revient  encore,  comme  l'on  voit,  à  substituer  le  Soleil  à 
Saturne  et  la  Terre  au  Soleil. 

2.  Cela  posé,  voici  d'ahord  la  formule  que  nous  avons  trouvée  dans , 
la  troisième  Section  du  ^lénioire  cité  de  1783  pour  la  variation  séculaire 
(lu  mouvement  iiinveii  de  .lii|iitri'  produite  [>ar  l'action  de  Saturne  (*) 

-^  =  ;on-  { I )  {x"'  +y'^)  +  (2)  (x- -k-Y^.  +  (3)  {xx'+yy'  1  -H  : 4)  [(i  —  «' ,-  -I- 1  «  —  m'  1']. 

Pour  l'appliquer  a  la  variation  séculaire  du  mouvement  moyen  de  la 
Lune,  causée  par  l'action  du  Soleil,  il  n'y  aura  donc  (|u'à  supposer  (|ue 
p  est  l'angle  décrit  par  le  mouvement  moyen  et  uniforme  de  la  Lune  au- 
tour de  la  Terre,  ([ue  1'  est  l'altération  de  son  mouvement  moyen,  et  que 
les  quantités  .r.  v',  s\  »' se  rapportent  a  la  Lune  et  les  (]uantites  a-,  v. 
s,  a  au  Soleil,  de  mani&re  qu'en  faisant  suivant  les  dénominations  de 
notre  Théorie  des  variations  séculaires  [n°  17  de  la  deuxième  Partie,  .Mé- 
moire de  1782  ("y 

x=:/.sin9,     y  :=lcos(^,      5  =  6sin&i,      m  =  9cosu, 
x'=  À'siiio',    y' =z  l' cos  o' ,     *'^9'sinw',     «'=6'cosfrt' 

on  ait  /.  et  À'  pour  les  excentricités  du  Soleil  et  de  la  Lune,  ç;,  ç'  pour  les 
lieux  de  leurs  apogées,  5.  5'  pour  les  tangentes  de  leurs  inclinaisons  sur 
récliplii|ue  ti\e  de  i  700,  et  'o,  'ù  pour  les  lieux  de  leurs  noMuls  sur  cette 
écliptique.  .\  l'i'gard  des  coellicients  (0),  f  i  j,  :  2j, . . . ,  ils  sont  des  i'onc- 

(*)  OEuvif.s  lie  Ltif^riuigc,  t.  V.  p.  4''^- 
(**)   OEiirres  <lf  Lagraiiiçe,   t.  V,  p.  îSg. 

V.  «- 
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lions  (liiiiiit'os  (le  l:i  (|ii;iiililc   ^  = —■>  <>ii  r  scni  maiiilcnant  hi  dislaiicc 

iiioyennc  du  Sok'il  et  r'  l:i  dislancc  moycniic  de  la  Lune  à  la  Tfrre. 

Mais  avant  de  donnor  les  valeurs  de  ees  coeHuients  nous  devons  recli- 
lici  uni-  iiicxacliliide  (|ni  s'est  glissée  dans  l'expression  du  coefficient  (2) 
du  M"  22  du  Mén)oire  cité  *).  Dans  le  numérateur  de  cette  formule  le  se- 
(•(Uid  terme  est  /-r''  r.  r'  , .  au  lieu  (|u'il  doit  être  r''r'(r,  r'),,  comme  il 
est  aise  de  s'en  convaincre  en  taisant  les  substitutions  indiquées  dans  le 
runnero  précédent.  Au  moyen  de  cette  correction  la  valeur  générale  du 
(  oenicient  '  2  ]  devient  égale  à  celle  du  coefficient  4)  prise  avec  un  signe 
lontra-ii'c;  et  c'est  ainsi  qu'il  l'aul  corriger  les  expressions  du  coeffi- 
cient 2  des  n""  23  et  27  pour  Saturne  et  Jupiter.  De  cette  manii'i'e  l'e- 
i|uation  pour  la  détermination  de  la  quantité  2i' se  simpliiie  et  devient 

-j-y  —0)4-^111  x''-\-y"' )  +  ( 3 )  (xx'+yy-'  )-^(^][(s  —  s'  ?  +  (u  —  u'  S'  —  x'  —  j'], 

oii  \\\\\  aura    n"  27  du  AFémoire  cité) 

22'M  — 62^N 


(o)  =  T 
(i)  =  T 

(3)  =  T 

(4)  =  T 


—  6^'M  +  3(z'—  3  z'  )  N 

3(52'-  z«)M— 6(5g-  6  g»-z>)N 

4(1 -z'i'     ~  ' 

3z»M  +  '^2«N 


••Il  su|)posanl 


2(1  —  z^y 

M  =  I  -I-  a's'  -I-  [3'z'  +  y'z"  +  . . 
N  —  a  z  —  ap  2'  —  Py  z»  —  .  .  . , 


I    r  I    I    3 


A  l'égard  de  la  (jiiantité  T  (|ui  représentait  la  masse  de  Saturne,  ou 
plutôt  le  rappoil  (le  (■clic   masse  il  celle  du  Soleil,   clic  devra,   comnu' 

(*)   OEiivrrs  lie  Liioran'^c ,  t.  V,  p.  407. 
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nous  l'avons  vu  ci-dessus,  être  supposée  égale  au  rapport  de  la  masse  du 
Soleil  à  celle  de  la  Terre.  Or,  iiouimant  n  le  rapport  du  mois  périodique 
à  l'année  sidérale,  on  sait  ([ue  le  rapport  de  la  masse  de  la  Terre  à  celle 
du  Soleil  est  exniimé  par  —■,  de  sorte  (lu'on  aura  T  =  — ;  et,  suivant  les 
déterminations  que  nous  avons  données  dans  le  n"  6  de  la  deuxième 
Partie  de  la  Théorie  des  vaiiations  séculaires  {Mémoire  de  1782J,  on  a 

logrt  =  8,8734)093,     «  =  0,074801, 
iogz  =  7,3()5o32o,     z  =  0,002483. 

Ainsi,  z  étant 'une  fraction  fort  petite,  on  pourra,  en  développant  les 
expressions  des  coefficients  (oj,  (ij,...,  s'en  tenir  aux  termes  qui  lon- 
tiendronl  les  puissances  de  z  les  moins  élevées.  On  fera  donc 

4  2        II) 

et,  substiluanl  ces  valeurs,  on  trouvera  en  ne  releiiaul  (|ue  le  premier 

terme 

OH-        _        i65  ,        3h- 

h  32  2 

3.  Il  reste  encore  à  déterminer  les  quantités  x,y,  x\  y',  s,  u,  s  .  a. 
Comme  les  quantités  x,  y,  s,  u  se  rapportent  maintenant  ii  l'orbite  du 
Soleil  autour  de  la  Terre,  il  est  visible  qu'elles  ne  sont  autre  cliose  (|Ue 
celles  (|ue  nous  avons  désignées  par  x'",  y'",  s'",  u  prises  avec  un  sii;ne 
contraire  f  parce  que  celles-ci  se  rapportaient  à  l'orbite  de  la  Terre  autour 
(lu  Soleil,,  et  dont  nous  avons  donné  les  expressions  générales  et  com- 
plèles  dans  la  deuxième  Partie  de  la  Théorie  citée. 

Mais,  pour  les  (|uantités  x',y',  s',  u'  qui  se  rapportent  maintenant  ii 
l'orbite  de  la  Lune  autour  de  la  Terre,  il  faudra  les  déterminer  par  des 
e(|uations  analogues  ii  celles  (jui  ont  servi  à  déterminer  ces  <|aaiilile> 
pour.lupiter  en  tant  (|u'il  est  dérangé  par  Saturiu'.  Il  n'y  aura  donc  ipi'a 
appli(|ner  ici  les  équations  difierentiidles  du  n"  i-S*  de  la  deuxième  Partie 
de  la  Tbéorie  citée  \  Mémoire  di^  1782  ''  <  \  ;  mais,  ((imme  dans  les  formules 

*^   OKiivirs  (il-  Ltipnii^r,  l.  V.  p.  288. 


G92  MÉMOIHE 

iirimilives  de  [;i  itivmii'rc  Partie  nii  avait  siiltstiliic  simplement  r    -dt, 

r~  -(II, . . .  pour  dp,  dp  , . . .  parée  (|ue  les  Plaiii'Ies  étant  toutes  retenues 
dans  leurs  orliiles  par  l'attraction  du  Soleil    leurs  vitesses  anj^ulaires 

moyennes  sont  ^iio|(l('inciil   eu   raison   inverse  des  racines  carrées  des 

■■y 

eulies  des  distances  moyennes,  il  faudra  ici  restiluer  r"^  dp  \w\w  dt, 
puisijue  le  Soleil  et  la  Lune,  (juoique  décrivant  leurs  orbites  autour  de 
la  Terre,  sont  cependant  retenus  dans  ces  orbites  par  des  forces  diiré- 
renles,  la  Lune  par  l'attraction  de  la  Terre  et  le  Soleil  par  sa  propre  at- 
traction sur  la  Terre;  de  sorte  <|ue  leurs  vitesses  angulaires  moyennes  ne 
sont  plus  simplement  dans  le  rapport  inverse  des  racines  carrées  des 
cubes  des  distances.  On  aura  donc  de  celle  manièi'<'  les  (|natre  équations 

jf-F  -  '•'M'.o)r'+  /-"[i.ojr— o, 

dy'  ,   ,  ,  ,1 .        , 

-f-r  +  r^(t,o)x  —  /■      I ,  o  .r  --;  o, 

dp  ■-        ' 

ds' 
dp 

''"'         À, 
dp' 

Les  valeurs  des  coefficients  fi,o)et  [i,o|  sont  données  par  ces  formules 
[n"  3  de  la  deuxième  Partie  citée  (*)  j 

(..o)=4L^    ^^'^_T, 

v'rV        (i  — z')V''"' 

[,, o]  =.  3z(i+g^)N-^^'M  ,,, 
(i-2»)V/-" 

les  i|iiarililes  .M,  N,  ;  et  T  étant  les  uiemcs  (jne  ci-dessus;  de  sorte  (ju'à 

(  *  )  Ohiivrrs  lie  Lagraiigc,  l.  V,  p.  ai 5. 
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ciiiisc  (If  ht  pt'tiU'Ssc  de  la  valeur  île  ;,  on  aura  siiii|ilein<'nt 

3  «-'        r       1       i5  n'2 

(I,o)  =  7-r^'.       |l,ol  =  — T-^^. 

4  V  /•"  '^  v/'-" 

4.  Si  donc  on  fait  ces  sui)stitulions,  et  que,  pour  éviter  toute  contu- 
sion, on  désigne  par  p,  rs,  ■!/,  ç,  yj  les  valeurs  de  r',  //,  1',  x',j'  (|ui  se 
rapportent  maintenant  à  la  Lune,  qu'on  fasse  de  plus,  pour  aliiéger. 

s'  —  i  =  (7,        «'  —  U  —  II, 

on  aura  ces  équations  relatives  aux  variations  séculaires  de  la  Lune 

</2        3  i5  f/r,        3      .        15 

-, -7  irr, -T  n-a  )•    ^=  o,       —, 1-  -r  «"  c  -I r.  n'QX   :=  o, 

ffro        4  '<^        ■  "5T        4       ■        ib      '^ 

</ff         3     ,  ^'  _  ^         ■^     ,^       '/"'"  _ 

(/ro        4  '^'ï'  '      ''^        4  ^/'ï' 

'i^^'  Q'i'    V  i65  ^.    ,„  ,„,        3«'  ,  „,  ,, 

V-  =  —  «'—  ^  (2^  -!-■/;-: ;;—  «-o(£.r   -I-  ■/;}■      ^ (7'-i-  u-  —  xf  -  —  y  -  , 

r/ro  8       -  3?.       '     ■  3. 

dans  lesquelles  sr  sera  l'angle  du  mouvement  moyen  unil'oiuie  de  la 
Lune,  ti  la  variation  séculaire  de  ce  mouvement,  s  la  distance  moyenne 
de  la  Lune  à  la  Terre,  celle  du  Soleil  étant  prise  pour  l'unité,  en  sorte 
que  p  =  ;,  et  n  la  longueur  du  mois  périodique  en  prenant  l'année  pé- 
riodique pour  l'unité. 

Les  valeurs  des  quantités  x'" ,  y'",  s",  u"  ont  été  données  dans  la 
deuxième  Partie  de  la  Théorie  des  i^ariations  sccidaires  [n"'*  63  et  70  du 
Mémoire  de  1782  (*)],  et  elles  sont  de  cette  forme 

x"'  =  A'"  i\n  (a<  +  »■  i  +  B"  sin   /</  -4-  ^    -f-  . .  . . 
_r"=  A"'cos(«/  +  a  ;  -I-  B"'cos  A/  -4-  j3   H- .  .  ■ . 
s"'  =  A'" sin  a  -I-  ÏJ'"  sin  /T;  -(-  p  !  -(- .  .  . , 
u"  =  A"'cosa  -I-  B"'cos'  /)/  +  (3  i  -I-  .  .  . , 

•  I   OKiifirs  (!,■  Lii^raiii^r,  I.  V.  |i.  il;  cl   JUo. 
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\i'>  itiiiifs  (II-  cliacuiu'  de  ces  valeurs  étant  au  nombre  de  six.  La  varia- 
lile  /  rc|iiésente  dans  ees  formules  le  temps  compté  depuis  l'époque 
de  1700  el  exprimé  en  années  Juliennes;  de  soile  (|ne,  comme  nous 
avons  désijiué  |)ar  l'anj^le  w  le  inonveinent  moyen  de  la  Lune,  on  aura  à 

peu  près 

</gj  3  60" 

un  ri^onreusemeiil 

dt  '~  n  ' 

en  désignani  par  II  l'angle  tpu'  le  Soleil  [tarcouil  relalivemenl  aux 
étoiles  fixes  dans  l'espace  (l'une  année  Julienne,  el  que  nous  avons 
trouvé  :=  1295977",  53  (n"  15  de  la  deuxième  Partie  de  la  Théorie  citée  ;. 

ô.  Voilà  les  l'ormules  el  les  données  nécessaires  pour  déterminer  les 
\arialions  séculaires  de  la  Lune.  Nous  remarquerons  d'ahord  que,  comme 
la  valeur  de  (5  ou  de  s  est  très-petite,  on  pourra  dans  la  première  approxi- 
mation néj;lii;er  dans  les  etpnitions  ci-dessus  les  termes  multipliés  \)»v  ri-  0 
vis-k-vis  de  ceux  (pii  sont  simplement  multipliés  par  n'-.  De  |)lus  les  lei- 

«/*"'     .  du"        ,  ,  1.      I-  ni)  ne 

mes  -y-  el  -î—  se  tiouveronl  multinlws  par  ^y  ou  -n-  ou  ...,  el,  cotnnic 
dnj         dm  '  'II  II 

la  plus  grande  des  valeurs  Z»,  c,  d, .  . .  est  moindre  (|ne  af)"  (  n"""  b'.)  et  7(1 

de  hi   di'iixii'ine  Partie  citéej,  il  s'ensuit   (|ue   les  multiplicateurs  de  ces 

termes  deviendront  extréim-ment  petits,  de  sorte  (|m'oii  pouira  aussi  les 

négliger  sans  crainte  d'erreui'. 

l'ar  ces  réductions  nos  éipiations  dev  ieiidroitt 


din 

- 

3 

d,T 
dm 

■+■ 

3 

dm 

— 

—  n- 

dr^ 
dm 

-\- 

3 

4"" 

?^ 

0, 

dm 

- 

3 

T  — 

0. 

9""  ,«  ,     i,   ,    '^"' 


.)■•"")• 
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Les  (|u;iti'('  pr'cmii'rcs  (lonneiit  d'iiltoid 

i  di  -+-  -f]  dn  =  o,     a  da  -\-  udu  —  o; 

d'où  l'on  tire 

^^  H- yj^  =  consi.,     T^  H- u' =  const. 

(loiiiiue  les  termes  constants  de  l;i  valeur  de    ,-  ne  peuvent  diinner  dans 

eellc  de  l'angle  '}  que  des  ternies  |)roportionBels  à  w,  et  qui  doivent  par 
conséquent  se  fondre  dans  le  mouvement  moyen,  il  est  clair  qu'on  peut 
les  rejeter  dans  la  détermination  de  la  variation  séculaire  •!>•,  de  sorte  cpie 
cette  détermination  se  réduira  à  ré(|ualion 


dt\>  __       5n' 


[x""-hx""). 


du5 
dans  laquelle  (n"  2  ci-dessus) 

X'"'  ■+-  y'"'  =  X"", 

X"  étant  l'excentricité  de  l'orbite  de  la  Terre  ou  du  Soleil.  Ainsi  l'on  aur;i 
simplement 

où  il  ne  l'aiulra  plus  (jue  substituer  la  valeur  de  ).'-  tirée  de  la  l'Iiéorie 
citée. 

H.   Nous  y  avons  doiuu;  deux  l'ormules,  l'une  |)our  trouver  la  varialiou 
annuelle  de  cette  quantité,  l'autre  pour  trouver  sa  valeur  au  i)oul  (\'\\\\ 

temps  indéfini.  Si  a  cl  h  sont  les  valeurs  de  X"  et  -7—  pour  1700,  on  aura, 

pcuir  MU  nombre  /  (rarini'es  comptées  de  cette  époqm-, 

y=  a  +  bt. 

pourvu  (\nv  ce  n()mbre  ne  soil  pas  lr(q>  i;rand.  Or  ou  a  (n"''2()  el  suivaul> 
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(le  l;i  (lciixièm(>  Pailic  citée) 

a  =^  0,01680?.  I 
et 

,  ft  ;;  —  o",i-(j6  —  o",ooo8u.  —  o" , I ()o?. fx' —  o",o494,"-"-t-o">o4'8i""  —  o",oo8o|Li', 

les  (iiiiuilitt's  a,  a',  a",  fi"',  u."  (■tiiiit  les  corrections  (|ii'iiii  poiiirail  faire 
aux  masses  (iiie  nous  avons  déterminées  de  Saturne,  Jupiter,  Mars,  Vénus 
cl  .Mercure,  de  manière  que  ces  masses  soient  augmentées  dans  les  rai- 
sons de  1  à  i-l-a,  i-+-a',  i  +  a", Donc,  substituant  rt- -f- 2«/>/pourÀ"'^ 

cl  néi;lii;eaul  le  terme  tout  constant  li-  qui  ne  donnerait  dans  <\  (|u'un 
lerme  propoitionnel  au  mouvement  moyen  sr,  on  aura,  à  cause  de 

dzs  = ■> 

n 

celte  valcui'  de  ré(|uation  séculaire  comptée  de  1700 

•1  = y—  X  9.  «6/-; 

4 

oii  l'on  rcMian|Mcra  que,  comme  la  valeur  de  a/i  est  exprimée  en  se- 
condes, ainsi  (jue  celle  de  il,  il  faudra  diviser  l'une  ou  l'autre  par 
2n()26'|,S  nomlire  de  secondes  de  l'arc  éi;al  au  rayon.  De  cette  manii-re 
<iii  Inoive  pour  re(|uatiori  séculaire  du  mouvemeni  moyen  delà  Lune,  la 
formule 

t^  =  o", 0010459/'  ■+-  o",<>o()oo47  u.  <^ -t-  o",  0009488/:/'/' 

-t-  o", 0002926 p."/-  —  o", 0002476a" /' -I-  o",  0000474, '-'■*''. 

/  élan!  le  nomhre  des  années  Julietines  écoulées  avaiil  ou  a|)i'ès  répo<|ue 
.\ill.^i  l'on  aura  pour  le  |»remier  siècle,  en  faisant  /=  100, 

■l  10", 459  ■+-  9",4'^^'-'-'  -♦-  2",l)^.6/J." 2",47'',''''*^- 

.Ma\er  l'a  elai)lie  de()",ce(|ui  s'accorde  assez  l)ien  avec  noire  délei'miiia- 
liiin  eu  rejelaul  les  c(urections  des  masses.  Ou  voit  aussi  (|ue,  .s'il  fallait 
diminuer  heaueonp  la  masse  de  Vénus,  comme  (iiiehiues  .\slronomes  le 


SUK    LÉOIIATIÔN   SKCULAIRE   DE    LA    LUNE.  697 

|)iélpii(lfiil.  l'ciiinitioii  séculiiirc  en  her;iit   augmentée;  |)ai'  exemple,  si 

l'on  vonlait  redniie  celte  Ênasse  à  la  moitié,  il  t'andrail  l'aire  a"  = 1 

ce  qui  (l<uinei'ait  i  ,  a^H  il'auiiuieMlation  |ioui-  ré(|uation  du  pi'emier 
siècle. 

7.  (juoi()ue  la  formule  précédente  puisse  servir  pour  plusieurs  sit'cles 
sans  erreur  sensihie.  il  est  néanmoins  important  |)our  l'Astronomie  phy- 
sique d'avoir  la  veiitable  loi  de  celle  inégalité  séculaire  de  la  Lune.  On 
la  trouvera  en  sulistituant  pour  >.  -  sa  valeui'  doiniée  par  les  tormules  du 
n"  63    Partie  citée  y.  (lar,  puisipie 

/,"'■  =;  x'"-  -\-  y'"-, 

il  n'y  aura  ((u'a  ajouter  ensemhie  les  canes  de  Jc  et  de  i-'  .  en  négligeaiil 
les  termes  tout  constants  |)ar  la  raison  donnée  ci-dessus.  On  auia  ainsi 
a))rès  rintei;iati(ni 

3/iIIA  B' 


a-h 


sin[ia  —  /'  /  -♦-  z  —  p] 


3«IIA"'C"'    .    , 

s\ny(a  —  c\t  -^  y.  —  y  \ 


en  faisant  toutes  les  combinaisons  deux  à  deux  des  six  eoetficients  .V", 

B".  C  ,  D".  E',  F  ',  ainsi  (|ue  des  six  angles  at  -f-  «.  bt-h  ^,  cl-\-y,  dt -\-  è. 
et-i-z,  /t-h-^\  mais,  comme  les  valeurs  de  rt,  b,...  sont  données  en  se- 
condes, il  faudra,  de  plus,  multiplier  chaque  terme  de  la  formule  |)récé- 
ilente  par  l'angle  égal  au  rayon,  pour  avoir  <^  exprimé  en  angles.  Nous 
nous  dis|)enserons  de  donner  ici  la  valeur  inimérique  de  cette  expression 
de  ré(|ualion  séculaire  de  la  Lune,  parce  (|u'elle  parait  jieu  nécessaiic 
dans  l'état  actuel  de  l'Astronomie,  et  qu'elle  est  facile  à  trouver  d'ail- 
leurs. |)uis(|udn  a  les  valeurs  nuinericiues  de  toutes  les  (|uanliles  d'où 
elle  dépend.  Peut-être  serait-il  utile  d'avoir  égard  à  ces  é(|uations  dans 
la  com|)araison  des  lieux  de  la  Lune  tri-s-éloigués.  pour  en  déduire  le 
vrai  nu)uvemciit  moven.  c'est-;»-dire  la  parlie  de  ce  nn)uveun'nl  (|ui  esl 
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it'fllt'nu'iil  uiiironiit',  cl  (|iii  clans  U'  moiivcuient  moyen  ili's  Tal)l<'s  de 
I  rlic  l'Ianète  csl  encore  cdMiliincc  avec  la  partie  ilc  rc(|iiati<)n  séculaire 
i|iii  iTciJI  |ii(i|iorli(iiMiellciiictil  au  lciii|i>.  lanl  (|iu'  les  aiii^ies  ia  l>]l, 
a  cj,...  sont  peu  considérables. 
Knfln  celte  formule  [tourrait  servir  poui'  avoir  une  valeur  de  i  plus 
approchée  (pie  celle  (pie  nous  avons  donnée  plus  haut,  en  icsolvant  les 
sinus  en  série  suivant  les  puissances  de  (a  —  b)(,  {a  —  cj /,...,  négli- 
j{eanl  les  termes  constants,  ainsi  que  ceux  qui  ne  contiendraient  (|ue  la 
première  puissance  de  /,  et  (pii  sont  dejii  compris  dans  le  mouvement 
moveii  des  Taliles. 
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MÉMOIRE 


UNE  LOI  GÉNÉRALE  D'OPTIQUE  *. 


(  Noiivenii.r  Moninires  de  VAcadéiiiic  i-ovalc  des  Stifucex  et  Belles-Lellie\ 
de  Berlin,  année  i8oî.] 


Le  Mémoire  sur  la  Théorie  des  lunettes,  (jiii  est  iiiipi'imc  tlans  le  Keciieil 
de  l'année  1778  "j,  conticnl  dfs  t'ornniles  générales  pour  déterminer 
la  route  des  rayons  qui  traversent  un  nombre  (|uehoiuiue  de  lentilles 
dont  les  foyers  sont  donnés.  Ces  formules  donneul  un  lesnltat  reniai- 
(juahle  par  sa  simplieité  et  sa  généralité.  (|ue  je  n"ai  l'ait  (|u'iiidi(|iit  r 
dans  le  Mémoire  que  je  viens  de  eiter.  et  (|ui  mérite  particuliérenicnl 
l'attention  des  savants,  parée  qu'il  oilVe  une  loi  aussi  utile  eu  Optii|Uf 
que  la  loi  des  vitesses  virtuelles  Test  v\\  .Me(ani(|ue.  C'est  ec  que  je  vais 
développer  dans  ee  nouveau  Mémoire. 

Je  eommeneerai  par  rappeler  les  formules  piincipalcs.  rcdalives  à  l'cdi- 
jet  dont  il  s'agit.  Si  l'on  eonsidi're  nu  rayon  (|ui  traverse  sueeessivemeul 
plusieurs  lentilles  rangées  sur  un  même  axe,  et  (|ui  eliange  de  direction 
à  la  rencontre  de  chaque  lentille;  et  qu'on  nomuu',  comme  dans  le  Mé- 
moire cité, 

X.  x",  X", r''"' 

(*)  Lu  à  l'Acadi'mic,  le  i;  mars  i8o3. 
(**)  OEuvres  (te  Lagrnnge,  t.  IV,  p.  535. 
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l.-s  laiiUflilo  ilr>  ;ili-l(->  (|ur   l;i   ilinclinii   ilii   r;i\(iu   Hiil  siiccfssi VCIhclll 

.i\ff  r;i\r.  il 


.J   ,    .1'   ,    .1   , .  .  . ,    .!■ 

I.-N  i|i-.|,,ii,rs  ;i  \':,\v  i\i-^  |ioinl>  ili>  Inilillfs  |i;ii-  lisipirls  pusse  le  l'iivoii, 
•  li>t.iiMi->  i|m'  noii>  |pri'inlniii.s  |)(iiii  li>  ilfiiil -iliaiiii'Ircs  des  ouvertiirt's 
i|.->  |iiilill<>,  nii  ;im;i  CCS  rcliilioiis  ciilic  les  (luaiililcs  x,  x' ,  x",... 

x'     -     I''  .»■'    t-  (y  X, 
X''   :       l"M'  +  ()'\r, 

\  -r"        l>  "■  j' -+- Q  "'  A-. 

.Luis  lcs.|ih-llcs  les  .|ii;iiitilcs  1'  .  I' I"".  Q".  Q Q''"  sont  flPS 

rniicHnii>  (les  (lisl;iincs  ciilrc  les  lciilill<'s  cl  des  liistiiiices  l'ocnles  des  len- 
lillo,  c'esl-;i-iiirc  des  disliiiiccs  de  leurs  l'i)\cis  [xiiir  les  rayons  |)ai:dl('les 
cl  iiitiiiiineiil  |»niclics  de  Taxe,  en  taisanl  alislraclion  de  l'e|iaissciii'  des 
li'iildies  cl  lie  la  dillereiilc  reiVaiijiihilile  des  layons. 

Nniis  a\iiiis  dnniie  daiis  le  Meiiiuiic  cili'  les  valeurs  de  ces  fonclioiis; 
mais  il  snilira  ici  de  ra|)|iclci  la  loi  (|ni  ie;;ne  entre  (dics,  et  (|ni  est  ren- 
l'erinee  dans  celle  roriinile  générale 

U  |..„    ()(..,  Q'».    |>|.n     ,  , 

|i:iii->  le  Mémoire  dont  il  s'ajiit,  on  avait  Ironve  la  t'or'iniile 

on  le  ^i^iie  sii|(ciicMr  idail  |MMir  le  cas  de  /  pair  et  riiit'eiieur  pour  ((dni 
de  /  impair:  mais  on  ■^'l■lait  trompe  sur  les  signes:  car  les  deti\  e<] nations 

d"oll   l'on  a\ait  <|eiii|||   lelle  toriiillle  elallt      15 

Q'-"   -  «rO  •   -•  Q  '  >  —  o, 
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elles  (loniiPiit  (•vidcniiiifiil 

(PC'+O  +  pC-O    Q(M  _  (Q^-'+O  -H  Q(i-'))  pCM  =r  o, 

et  |)iir  consécitient 

p(X+,)Q(>.)  _  QC>-+')pC'-)=  P('')Q(»-0  _-  QCMpC'-i); 

d'où  l'on  voit  (|ue  la  valeur  de  P'"'+'  Qf"'-)  _  Q('+v  p(>)  est  eonslaiile  pour 
toutes  les  valeurs  de  >..  Or.  faisant  /.  =-  o,  on  a 

puis(jue 

P'=i>     0=^  I,      P       o,     Q'r=  o. 

Donc  on  a,  en  général, 

PiX+l)Q(X)_  Q(W0P().)^  ,. 

et,  mettant  (m  —  i)  à  la  place  de  >,,  on  aura 

Au  reste  cette  méprise  sur  les  signes  n'influe  en  rien  sur  la  suite  du 
Mémoire,  mais  je  suis  liien  aise  de  profiter  de  cette  occasion  |i(Uir  la 
réparer.] 

Quoique  ces  formules  n'aient  ete  trouvées  que  pour  les  rayons  (|ui  son! 
réfractés  par  des  lentilles,  elles  s'appliquent  également  aux  rayons  re- 
flectés  par  des  miroirs;  car,  les  fonctions  P",  P ',...,  Q",  Q  ....  ne  dépen- 
dant (juc  des  distances  focales  des  lentilles  et  de  leurs  distances  entre 
elles,  il  n'y  aura,  pour  changer  une  Icnlille  imi  miroir,  (|n'à  prendre  la 
distance  l'iicale  du  miroir  à  la  place  de  celle  de  la  lentille,  m  lui  diui- 
nant  le  signe    -  ,  pour  que  le  foyer  se  trouve  au  devant  du  miroir. 

Ainsi  l'on  peut  regarder  les  formules  précédentes  coiume  conlenaut 
toute  la  Théorie  de  la  Dioptricpie  et  Otoptritjue.  en  lanl  (lu'oii  fail  al»s- 
Iraction  des  elléts  de  l'aheiialion.  soit  de  refraugihilile.  soil  de  s|)lie- 
ricité. 

Cela  posé,  considérons,  en  gênerai,  ou  télescope  ou   nu  mit  roscope 


70'.  M  !•:  M  (  >  I  U  K 

i|ueli'oiU|ue  roinposc  tic  «  leiilillos,  dont  la  premii-re  soit  l'objectif  cl 

dont  lii  «''""■  soit  l'oculairo.  Soit  un  oi>jct  considère  comme  un  point 

place  il  la  <listance  a  au  devant  de  ('(dijeclir,  cl  ii  la  distance  h  de  l'axe 

(|tii  passe  par  les  centres  de  toutes  les  lentilles;  et  soit  un  rayon  cpii. 

partant  de  cet  olijet.  entre  dans  l'objeclir  à  la  distance  .r'  de  son  centre. 

Il  est  l'acile  de  voir  (|ue  ce  ra\on  l'ei'a  avec  j'axe  un  angle  dont   la   tan- 

.r'      A      ,  .  . 

i;ente  sera  ■-  (le  siutc  <|u  mi  aura 

(/  ' 

x'  —  b 

■      X  =:  — • 

a 

A  la  siirtie'de  ce  rayon  par  l'oculaire,  la  tangente  a:- deviendra  j-^"  , 
puis(|ue  l'oenlaire  est  supposé  être  la  «'""'  lentille.  Or,  en  faisant  ///  =^in 

dan>  la  t'iiiinule  générale    A;,  iiu  a 

cl.  sulislituant  pour  i  la  valeur  (|n'itn  a  liduvec  ci-dessus,  du  aura 

\  a    I  a 

Otte  valeur  de  x'^"'  ex|triiue  la  laugcnte  de  l'angle  (|ue  le  laNoii  l'ail 
avec  l'axe  a|»rës  sa  sortie  de  l'oculaire;  et  l'on  voit  (pi'elle  est  ditieiente 
pour  les  diirérents  rayons  qui,  partant  du  même  point  de  rolijet,  entreni 
dans  l'objectif  à  différentes  distances  .r'  de  l'axe.  Mais,  piuu  (|iie  lous 
ces  rayons  puissent  former  dans  l'œil  une  image  distincte,  il  faut  (ju'ils 
\  entrent  parallèles  ou  à  très-peu  près  parallèles:  or  ils  ne  peuvciil  rire 
parallèles  entre  eux  qu'autant  (|uc  la  valeur  de  r  -"  sera  la  iiieuie  pour 
linis  les  rayons:  ainsi  il  faudra  (|uc  celle  valeur  sdil  indepeiidaiile  de  la 
quantité  .r  .  et  que  p;i|-  ((lUséqueiil  (ili  ail 

a 

<;  est    la   eundiliuii    iiéce>s;iire   pour  (|ne  l'assenililage  de^  n   lenlilles 
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puisse  fbriiier  un  téles(ii|ic  ou  un  microscope.  Pour  le  niierosc-ope  la  dis- 
tance a  est  ordinaireuieul  très-petite,  et  l'on  peut  la  prendre  à  volonté; 
mais  pour  les  télescopes  cette  distance  doit  être  fort  grande,  el  l'on  peut 
la  supposer  infinie.  Alors  la  condition  se  réduit  simplement  à 

La  valeur  de  x  -"   deviendra  donc O -"  .  Or  -  est  la  tansjente  de 

l'angle  sous  lequel  l'œil  placé  au  centre  de  l'objectif  verrait  la  ligne  h 
perpendiculaire  à  l'axe;  mais,  par  le  télescope  ou  le  microscope,  cette 
même  ligne  sera  vue  sous  l'angle  dont  la  tangente  sei'a  x'-"  ,  égale  à 

Q  ""  ;  donc  le  diamètre  des  objets  vus  par  le  télescope  ou  le  micro- 
scope sera  augmenté  dans  la  raison  de  i  à  —  Q  ■".  Ainsi  l'aniplitication 
des  diamètres  apparents,  ou  le  grossissement  linéaire  produit  par  l'in- 
strument, sera  exprimé  par  la  fonction  —  Q  -"  . 

Voyons  maintenant  comment  on  peut  déterminer  la  valeur  de  cette 
fonction  sans  connaître  sa  composition  ni  les  quantités  dont  elle  dépend. 

L'équation  (Cj  donne 

0(2") 


substituant  cette  valeur  dans  récjuation    B    après  v  avoir  fait  m  =  2«, 
on  aura 

—  Qi"')  i^ hP<^-"M  =  I, 

d'où  l'on  tiri> 

V     —  OC»-') 

y- i-  p(— .) 

a 

Considérons  l'expression  de  a;''"~",  en  faisant,  dans  la  formule    Aj, 
/n  =^  2rt  —  I .  on  aura 
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SnlisiiiuDiis  pour  .v  sii  valeur  on  .r'  (Ioiiikh'  ci-dessus ?  on  iiurii 

xi'-''  ^  :r'(  PC»-'  -+-  ^-^)  -  -0'"-". 
Sup|)osons  ni;iiiilen;iiit  h  =  o,  on  ;nir;i  siinplenienl 

_r(2«-ii_^'[p(.«-.). 


-0  _i_  H 


iliilic 

a  x' 

piir  coiiséciuent 

-  Q' 


_y(M-i) 


Ainsi  l'amplitication  des  diamètres  des  objets  apparents,  que  nous 

avons  vu  être  proportionnelle  à  —  Q'^'",  sera  aussi  exprimée  par  le  rap- 

.      ^' 
port  — — -• 

Or  x  est  dans  ce  cas  la  distance  au  centre  de  l'objeclil'du  point  où  un 
rayon  parti  de  l'axe  traverse  l'objectif,  et  a;'^""''  est  de  même  la  distance 
an  cciilre  de  l'oculaire,  du  point  où  le  même  rayon  traverse  l'oculaire; 
iiiiisi  raiiiinicMlation  du  diamètre  de  l'objet  sera  dans  la  proportion  de  la 
première  distance  à  la  seconde. 

Si  l'on  suppose  un  point  lumineux  placé  dans  l'axe,  à  l'eudroil  où  est 
l'olijct  vu  par  le  télesco|)c  ou  le  microscope,  il  est  visible  (|u'il  enverra 
dans  l'objeclit  un  cône  de  lumière  dont  la  base  sera  l'aire  de  l'objectif; 
et  celte  lumière,  si  elle  ne  rencontre  aucun  (tbslacle  dans  le  passage  de 
l'objcctii'  il  l'oculaire,  sortira  tout  cnlii'fe  |)ar  l'oculaire  en  formant  un 
cylindre  autour  de  l'axe.  (]ar  la  valeur  de  .r  '■"",  (|ui  (^sl  la  tangente  de 

l'itidiiiaison  des  ravons  à  l'axe  en  sortant  de  l'oculaire,  étant    -  -Q"'"*, 

devient  imlle  lorsque  6  =  o;  de  sorte  (|ue  tous  les  rayons  doivent  sortir 
parallèles  à  l'axe. 

Dans  ce  cas  donc,  i-ii  considéi'anl  les  rayons  (|ui   passent  par  les  bords 
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(le  rol)j('(ii('.  il  est  clnir  (|iic,  si  l'iui  (iitikI  le  (Iciiii-diiinii'lii'  de  rnliicflit 
|)()ur  j;'.  la  valeur  fori'cspdiKlaiilc  de  x^^"~'  sera  le  (leiiii-diaiiiètie  de  la 
section  du  eylindre  de  luMiiére  (|ui  sortira  par  l'oeulaire.  LVoii  il  s'ensuit 
(|Me  les  diamètres  des  ohjels  appai'ciils  seidiil  l(Mii(uirs  auiiuieiites  dan- 
la  raison  du  dianièlre  de  rohjeetif  au  diamètre  de  la  seetion  du  cylindre 
lumineux  sor'lanl  de  l'oculaire;  de  sorte  (ju'il  n'y  aura  (|u'à  mesurer  ce 
diamètre  et  le  com|)arer  à  celui  de  ['(djjectil',  piiiir  avoii'  rauiiMieiitaliDii 
du  diamètre  des  objets  produite  par  rinstrument  opti(|ue. 

Pour  les  télescopes,  rohjet  étant  à  une  distance  tri'S-giaude,  les  rayons 
sont  censés  entrer  parallèles  dans  rolijeclif.  Le  cône  lumineux  devient 
alors  un  cylindre  dont  la  hase  est  l'aire  même  de  l'ohjectil'.  et  ce  cxlindre 
sort  de  nouveau  par  l'oculaire  sous  la  forme  de  cylindre. 

On  peut  donc  étahlir  celle  conclusion  général<',  (|ue  dans  un  télescope 
ou  microscope  (|uelcon(jue,  quels  que  soient  le  nombre,  l'arrangement 
et  la  force  des  lentilles  ou  des  miroirs  qui  le  composent,  l'augmentation 
des  diamètres  des  objets,  qui  consliliu'  le  giossissemeut  produit  par  l'in- 
strument, est  toujours  dans  le  rapport  du  diamètre  de  l'ouverture  de 
l'objectif  au  diamètre  de  l'ouvertur'e  de  l'oculaire,  en  prenant  pour  cette 
ouverture  la  section  du  cylindie  lumiiunix  qui  sort  de  l'oculaire,  et  sup- 
posant que  le  faisceau  de  lumière  que  l'objet  envoie  dans  l'objectif  n'est 
intercepté  nulle  part  dans  son  trajet  et  peut  ressortir  loul  entier  par 
l'oculaire. 

La  bonté  d'un  télescope  ou  d'un  microscope  exige  que  tous  les  rayons 
(|ui  entrent  direclemeni  par  l'objectif  sortent  par  l'oculaire,  pour(|ue  les 
objets  y  pai'aissent  aussi  éclaires  qu'ils  peuvent  l'être  :  c'est  pour(|Moi  on 
fait  ordinairement  l'ouverture  du  dernier  oculaire,  et  ménu'  celles  des 
oculaii'cs  precedeiils,  [tins  gi-indcs  (|u'il  n'est  nécessaire  pour  le  passage 
de  tous  les  ravons.  Leurs  limites  ;i  cet  cgar<l  sont  dcicrmiuees  par  les 
valeurs  des  (piantilés  .r" ,  .r^', eu  v  faisant  .r  =  i>  pour  les  lelesc()pes, 

(Ui  .r  -—  '  -  piuir  les  microscopes.  (Ui  ti  fs\  l;i  distance  de  l'objet  a  r(dijcc- 

lif.  Mais,  |)oiir  poU\i>ir' juger  rir/^o.sYc/vo/v  si  la  conditiiui  dont  il  s'agit  est 
remplie,  il  sullira  de  diminner  ii  volonté  rouxerlure  de  l'idijectif  par  le 
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nioveii  d'un  iinneaii  de  carton,  et  d'ohserver  si  runvcrtmc  proprement 
dite  dn  dernitT  oenlaire.  e'est-à-dire  la  section  du  cyliiidie  lumineux  qui 
m  sort,  est  diminuée  dans  la  même  proportion;  car  la  valeur  de  a:'^"~" 

est  toujours  proporlionuidle  ii   r  ,  (Ml  faisant    r  —  o,  on  x=:—- 

Or  rien  n'esl  plus  facile  (|ue  de  mesurer  le  diamètre  de  celte  section. 
Pour  les  télescopes,  il  n'y  a  (|u'à  les  diriger  vers  le  Soleil,  et  recevoir  la 
lumit're  (|ui  en  sort,  sur  un  carton  perpendiculaire  a  l'axe  du  télescope; 
le  diamètre  du  cnclr  luuiineux,  formé  sur' le  cjirlon,  sera  le  diamètre 
(•liei'(dié.  .Mais,  coiumi'  ou  ne  veut  tenir  compte  que  des  rayons  (|ui  en- 
IcfUl  parallelcuicnl  ii  l'axe,  il  sera  hon  d'allotij;cr  le  tuyau  du  télescope 
du  (  olr  de  l'cdqectif,  pour  intercepter  les  rayons  qui  viendraient  des 
liords  du  Soleil  rt  (|ui  seraient  inclinés  à  l'axe.  Pour  les  microscopes,  il 
n'y  aura  (|n'ii  placei'  une  lumière  au  lien  de  rolijil,  ou  plutôt,  pour  évi- 
tf-r  rellét  de  la  grosseur  de  la  lumière,  la  pla.cer  un  peu  plus  loin,  et  la 
faire  ensuite  passer  par  un  |)etit  trou  placé  dans  l'axe  à  l'endroit  où  l'ob- 
jrl  doit  être  situé;  ensuite  recevoii'  de  même  sur  un  carlou  le  cylindre 
lumineux  S(M"tant  pai'  l'oculaire,  cl  uiesurei'  le  diauil'lre  du  cercle  lumi- 
nt'ux  iormé  sur  le  carton. 

Le  rap|)orl  du  diainèti'e  de  rolijectif  à  celui  du  cciclc  lumineux  don- 
iH'ra  sans  autre  connaissance  le  grossissement  linéaire  de  l'instiument. 

Je  crois  «pie  celte  manii're  de  juger  du  grossissement  d'une  lunette 
n'esl  pas  tout  ;i  l'ail  inconnue  aux  artistes  opticiens  ;  mais  j'igiKM'c  si  elle 
a  eti'  démontrée  jusrpi'ici  d'une  manière  générale. 

(!onime  il  y  a  en  .Mecani(|ne  la  loi  générale  des  vitesse-^  virlindles,  par 
la(pielle  (in  peut  connailrc  raiiguieutalion  de  foice  inoduile  par  une 
machine,  sans  coiuiaitre  la  nature  ni  la  construction  de  la  machine,  mais 
par  le  simple  rapport  des  vitesses  simultanées  du  point  où  est  ap|)rKpn''e 
la  puissance  cl  du  point  auquel  celle  puissance  esl  Iransmisc  jiar  la  ma- 
chine; de  même  on  peut  dire  (pi'il  y  a  en  Opticpu-  une  loi  analogiu",  par 
hopielle,  sans  connaître  la  disposition  intérieure  d'un  télescope  ou  d'un 
microscope,  mi  peut  juger  de  sa  force  jiar  le  simple  i-rppuil  du  diami'tre 
de  riiuveiliii-e  de  roiiiecli  f  ;iM  diaMii'lfe  de  l'ouverlure  de  l'oculaire. 
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Une  ('«nséquenco  très-impuihiiilc  de  cctle  lui  géiiéialc  (l'Opliijiie  «'.st 
qu'un  objf'l  vu  piir  un  instiiuiicnl  (|url((in(|U('  d'Optiqui'  <loil  toujours  pa- 
l'aitrç  aussi  éclairé  qu'il  paraîtrait  à  la  vue  siuiplo,  en  faisant  ahstraction 
de  toute  perte  de  lumière  occasionnée  par  les  lentilles  ou  les  miroirs. 

(]ar  il  est  évident  que  la  densité  des  rayons  qui  sortent  de  l'oculaire 
est  à  leur  densité,  en  entrant  dans  l'ohjectir,  en  raison  inverse  des  es- 
paces qu'ils  occupent  dans  l'oculaire  et  dans  l'objectif,  c'est-à-dire  des 
aires  de  leurs  ouvertures;  par  conséquent  la  densité  des  rayons,  en  sor- 
tant de  l'instrument,  sera  à  leur  densité,  en  y  entrant,  comme  l'ouver- 
ture de  l'objectif  est  à  l'ouvertui'e  de  l'oculaire.  D'un  autre  coté,  nous 
venons  de  démontrer  (|ue  ramplification  des  diamètres  apparents  des 
objets  vus  par  un  instrument  optique  est  mesurée  par  le  rapport  du  dia- 
mètre de  l'objectif  au  diamètre  de  l'oculaire;  par  conséquent  les  surfaces 
apparentes  seront  augmentées  dans  la  raison  des  carrés  de  ces  diamètres 
ou  dans  celle  des  aires  des  ouvertures  de  l'objectif  et  de  l'oculaire. 

Donc  la  densité  des  rayons  est  augmentée  dans  la  même  raison  (jue 
les  surfaces  des  objets  vus  par  l'instrument  optique.  D'où  il  est  aisé  de 
conclure  que  la  clarté  doit  rester  la  même.  Si  l'instrument  diminuait  les 
objets,  la  densité  de  la  lumière  serait  diminuée  dans  la  même  proportion 
que  les  surfaces  apparentes,  et  la  clarté  demeurerait  encore  la  même, 
('/est  ainsi  ([ue,  sans  la  perte  de  lumière  qui  se  fait  dans  le  passage  par 
l'air,  la  clarté  ou  l'éclat  d'un  même  corps  lumineux  vu  à  une  distance 
quelconque  doit  être  constant;  car  la  densité  des  rayons  et  la  grandeur 
de  l'image  apparente  diminuent  dans  la  même  proportion  inverse  des 
carrés  des  distances,  de  sorte  (|ue  la  force  de  la  lumière  dans  clia(|ue 
point  de  l'image  est  toujours  la  même. 

Suivant  la  plupart  des  opticiens,  la  chirtc  dans  les  Iclcscopes  et  les 
microscopes  est  simplement  en  raison  directe  de  l'ouverture  de  l'objec- 
tif, et  en  raison  inverse  du  caiii'  des  amplilii  alions  linéaires;  ils  parais- 
sent croire  (|iic  la  clarté  aiii; nie  ;i  mesure  ([ne  rouverliire  de  l'idijectif 

augmente,  paice  (|u'en  ell'el  la  (|iianlile  de  liiniii're  it'(.Mie  par  cette  ou- 
verture es!  au^si  plus  grande  dans  la  même  proportion;  mais  sa  densité 
u'aiignienle  pas,  tant  que  la  disposition  des  suri'aces  réfringentes  ou  re- 
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ll»M'liiss;iiil('s  irslf  la  iiièiin'.  I>'aiii;inei)lali()ii  «le  roiiverliire  de  l'objectil' 
|ii'<»|iii|  iiiic  aiii^fiienlarMiii  |)r<)|>(ii'ti()iin(>ll<-  dans  roiivfitiirc  de  rncii- 
lairc;  i-l.  si  rociihuii'  l'sl  li(i|i  pctil.  le  siiici'oil  de  limiii'if  romiii  par 
ridijrciil  fsl  perdu. 

Il  fsl  iiii|Hir'laiil  de  dclriiin'  imi'  crii'ur  (Hii  me  païail  accri'dilcc  cliez 
lf>  (iplicirris  t'i  dans  plnsicnis  Ouvrages  d'Optique  :  c'csl  le  Itnl  prin- 
cipal df  fc  Mi-niiiirc. 


RAPPORTS. 


RAPPORTS'. 


^  Hhtnire  de  V Arndémie  royale  des  Sciences  et  Bellet- Lettres  de  Berlin, 
années  1781  et  1782.) 


Rapport  (V une  qiiadrattii'c  du   rrrclr. 

L'Académie  m'iiyant  chargé  de  lui  rendre  cdmple  de  cet  Ouvrage  sur 
la  quadrature  du  cercle,  je  l'ai  examiné  avec  toute  l'attention  dont  je  suis 
capable;  mais  je  suis  obligé  d'avouer  qu'il  ne  m'a  pas  été  possible  de  dé- 
couvrir les  principes  de  l'Auteui'.  ni  la  marclie  de  ses  opérations.  Je  n'y 
ai  trouvé  nulle  trace  de  démonstrations  géométriques,  et  moins  encore 
de  calculs  algébriques;  et  je  n'ai  pas  pu  com|)rendre  ce  ([ue  signifient 
les  Tables  des  progressions  aritliméti(iues  de  la  (|uadralure  du  cercle,  les- 
quelles paraissent  servir  de  fondement  à  tout  l'Ouvrage. 

Je  n'entends  pas  non  plus  ce  ([ne  l'Auteur  ni)inme points  carres  mathé- 
matiques, ni  ce  qu'il  appelle  liaison  du  diamètre  et  de  la  périp/iéne,  et 
qu'il  fait  consister  dans  la  somme  de  leurs  valeurs. 

Ne  pouvant  donc  rien  dire  de  la  méthode  et  des  raisonneuients  de  \'.\\\- 
teur,  je  me  contenterai  d'en  examiner  le  résultat,  c'est-à-dire  la  valeur 
qu'il  donne  piuir  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre,  dette  va- 
leur est  exiiriniee  par  la  fraclion    -..'.    >  hunudle  se  réduit  à  celle-ci  plus 

(  '  )  .Nous  reproduisons  ici  les  doux  seuls  Rapports  de  I-agrange  tpie  X Histoire  de  f  .■/rtidèwie 
de  Berlin  nous  ait  transmis.  Bien  que  les  Mémoires  dont  l'illustre  Géomètre  avait  î»  rendre 
compte  soient  ahsolinncnl  dépourvus  d'iiilérét,  nous  avions  le  devoir  de  conserver  les  Rai)porl# 
qui  les  concernent.  [Xnie  de  riidileiir.) 
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simple  -  '  '  )  et  IWiilciir  l;i  (li)iiiic  nmir  exact»'  el  riiioiireiise;  de  sorte  (iiie 

|)ar  eetti'  seule  raison  on  esl  déjà  eu  droit  de  la  re^ardei'  eoiiime  fausse. 

.Mais,  |>onr  [xuivoir  mieux  juger  de  combien  elle  s'éloigne  de  la  vérité, 
je  la  réduis  en  décimales,  ce  qui  me  donne  3,i4i4--'  •>"  '^'^  deux  chif- 
fres l 'i  revieum Mit  i»  l'iullni.  Cx'tte  valeur  étant  comparée  avec  la  valeur 
connue  3,  t '|  1 5()...,  on  voit  (|u'e[le  est  fausse  dès  la  ((uatrième  décimale, 
et  (ju'elle  est  nécessairement  moindre  (|ne  la  véritable  valeur  du  rapport 
de  la  circonférence  au  diamètre.  Ainsi  il  existe  nécessairement  une  in- 
tinité  de  polygones  inscrits  au  cercle  dont  les  périmètres  soûl  plus  grands 
<|ue  la  prétendue  valeur  que  l'Auteur  assigne  à  la  circonférence,  ce  qui 
doit  sullire  pour  en  prouver  la  fausseté. 

Snellins,  à  l'exemple  d'Archimède  cl  pour  renchérir  sur  le  travail  de 
ce  grand  homme,  a  pris  la  peine  de  calculer  en  nombres  la  valeur  des  pé- 
rimètres de  (|uel(jues  polygones  inscrits  et  circonscrits  au  cercle,  en  par- 
lant des  polygones  de  5  côtés  et  doublant  continuellement  le  nombre  des 
cotés.  Et  l'on  voit  par  les  Tables  qu'il  en  donne  dans  son  Cycloinel riciis , 
page  [~,  {|ue  le  polygone  inscrit  de  G4()  côtés  a  son  périmètre  plus  grand 
qnr  ),  I  U^yj,  ce  qui  est,  comme  l'on  voit,  plus  grand  que  la  valeur  pré- 
iriidiir  de  la  circonférence. 

Mais  on  |)eut  trouver  des  polygones  inscrits  d'un  moindre  nombre  de 
côtés  dont  les  périmètres  soient  aussi  plus  giands  (|ue  cette  valeur,  il  n'y 
a  pour  c(da  (|n'à  consulter  les  Tables  que  M.  Nicole  a  données  dans  les 
Mémoires  de  Paris  pour  l'année  i747>  i'  l'occasion  d'une  nouvelle  pré- 
tendue (piadi'aliue  (}u  cercle. 

Dans  ces  Tables  on  trouve  les  valeurs  numeri(|ues  des  aires  et  des  pé- 
rimètres des  pidygones  inscrits  el  circonscrits  au  cercle,  dans  les(|iiels  le 
iKunbre  (h'S  côtés  augmente  dans  la  progression  double  depuis  le  triangle 
i-quilati-ral  jus(|ii'au  polygone  régulier  de  3.  9.'''  ou  3()32r(>  côtés,  valeurs 
(|ui  sont  |>ousséH's  par  l'extractio-ii  des  racines  carrées  jus(|u'à  i ')  déci- 
males. 

On  voit  dune  pai- ces  Tables  (|ue  le  polygone  iiiscril  de  ()(>  côtés  a  pour 
péi'iiiii'lrt'  Cil  su  |i  posa  ni  le  diiiinrlic  i      >,  i  '|  i  o  iii)").. . ,  ce  <|iii  esl  moiri- 
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ili'e  que  la  valeur  [jropusee;  uiais  (|ue  le  polvgoue  suivaul  de  ir)2  cotés  a 
pour  périuièlre  'i,  i/|  i4 '247...,  quanlilé  plus  grande  que  celle  valeur. 

Ainsi  la  prétendue  valeur  de  la  eireonférenco  du  cercle  se  trouve 
moindre  (|ue  le  [)éiinii'lre  du  polygone  régulier  de  192  côtés;  ce  qui  est 
une  preuve  paipahle  de  sa  fausseté,  puisqu'il  saute  aux  veux  que  la  pé- 
riphérie du  ceicle  est  nécessairement  plus  grande  que  le  périmètre  de 
tout  |)olygone  inscrit. 

Si  l'Auteur  savait  assez  de  Géométrie  el  d'-irithmélique  pour  faire  lui- 
même  le  calcul  de  ce  polygone,  il  pourrait  se  convaincre  de  la  vérité  de 
(;e  que  je  viens  d'avancer.  El,  s'il  voulait  se  lier  pour'  cel  cU'el  airx  Tables 
trigonométriques  déjà  calculées,  il  n'aurait  qu'à  remarquer  que  le  coté 

du  polveone  inscrit  de  102  côtés  étant  la  corde  de  l'ande  ?  el  par 

conséquent  le  double  du  sinus  de  la  moitié  de  eel  angle,  c'est-à-dir'e  de 

l'angle  ^jrj^  =  56'i5",  il  suffit  de  multiplier  le  sinus  de  5G'ij"  par  384 

-       304 

pour  avoir  le  périmètre  cberché  du  polygone  de  192  côtés. 
Faisant  donc  le  calcul  pai'  les  logarithmes,  on  a 

log  siii56'i5"--  8,2i382g3  • 
log384=  2,5843312 

0,7981605 
Nombre  :  6,28290. 

Ainsi  6,28290  est  la  valeur  approchée  de  ce  périmètre  en  prcnarri  le 
rayon  pour  l'unité;  donc,  si  l'on  prend  le  diamètre  pour  l'urrite.  orr  a 
3,i4i4j  pour'  la  valeur'  doirl  il  s'agit,  hupi-elle  s'accor'de,  corrrrue  l'orr 
voit,  avec  celle  de  M.  Nicole,  et  (pri  l'st  évidemrrrent  pirrs  grande  i|iic 
celle  (le  la  prétendue  (|uadr'alui'e. 

Je  dois  r'emar(|iier'  au  reste  (rue  la  fractiorr     --  adoiilec  |(ar'  l'Auteur'. 

est  une  de  celles  de  la  suite  des  IVactioiis  convergerrtes  vers  le  rappor  I 

de  la  péri[)her'ie  au  diamètre,  ruais  plus  petites  (pre  ce  r'apporl.  corrurrc 

on  le  voit  par  la  Table  que  j'en  ai  donnée  dans  les  Additions  à  IWlgchrc 

de  M.  Euler,  page  44o. 

90. 
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Ainsi  f»'He  fraclioii  a  ravanlagc  qu'elle  approche  plus  de  la  vérilé  (|ue 
lie  pdiinail  taire  aueuiie  autre  t'railion  plus  petite  (|ue  la  vraie  valeur  et 
iliiiit  le  iléiioniinateur  serait  moindre  que  99;  mais  elle  approelie  moins 

,     ,.        .  .,..,,.  .  3V^ 

du»'  la  Irartioii  (iiii  la  suit  iiiiiiiediateiiieiil  et  <|iii  est  -    r-,  et  moins  encore 

(|iii'  la  iVaclioii  -^pî  *l"'  ^^'  eelle  de  .Meliiis,  mais  t|ui  est  plus  i;rande  que 

la  vraie  valeur.  Je  conclus  donc  : 

1"  Que  la  quadrature  proposée  est  fausse,  parce  qu'elle  ditlere  des  ré- 
sultats coiimis,  et  qu'idle  donne  pour  la  circonférence  du  cercle  une  va- 
leur moindre  (pie  le  [lérimètre  du  polyiijone  inscrit  de  192  côtés;    ' 

2"  Que  l'mi  ne  peut  porter  aucun  jugement  sur  la  méthode  et  les  rai- 
sonnements de  rAuteiir,  |)ari(' ([u'ils  sont  iniulidligildes; 

i"  Qu'il  conviendrait  d'exliorler  cet  Auteur,  ijui  parait  d'ailleurs  assez 
laborieux,  à  employer  son  temps  et  son  travail  à  des  objets  (jui  soient 
plus  à  sa  pmtee  et  surtout  (|ui  puissent  être  d'une  plus  grande  utilité; 
car,  outre  qu'il  n'y  a  aucune  récompense  promise  ou  à  espérer  pour 
celui  (|ui  carrera  le  cercle,  il  ne  résulterait  même  de  cette  (piadrature 
aucun  avantage  réel  pour  la  Géométrie.  En  ellét,  s'il  était  possible  de 
trouver  une  expression  finie  du  rapport  de  la  circonférence  au  diami-lre, 
cette  expression  serait  nécessairement  si  compliciuée  de  radicaux,  que 
pour  en  faire  usage  il  faudrait  toujours  la  réduire  en  décimales,  et  par 
conséquent  à  une  valeur  seulement  approchée;  or  on  a  déjà  des  valeurs 
ipii  ap|irochent  si  près  de  la  vraie  mesure  de  la  circonférence  du  cercle, 
(|iir  relieur  est  moindre  (prune  fraction  ipii  aurait  l'unité  pour  numé- 
ruteiir,  el  pour  dénominateur  riinilé  suivie  de  i  2G  zéros;  car  t(dle  est  la 
valeur  trouvée  par  M.  I.agiiy  dans  les  Mémoires  de  Paris  de  1719. 

Hnj)jmrl  f(tit  à  l'.'icaïUinic  le  3  août  1782  d'un  Mémoire  intitule  : 
Méthode  pour  connaitre  si  fa  Terre  est  ajjlatie  vers' U:s  pôles 
et  reiijlée  sons  V (  (piatenr. 

i-a  méthode  ipie  l'Auteur  de  ce  .Mémoire  propose  pour  déterminer  la 
ligure  de  la  Terre  avec  plus  de  précision  et  moins  de  peine  (pi'on  ne  l'a 
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fait  jusqu'ici  consiste  à  placer  verticalement  diflérents  styles,  les  uns 
sous  l'équateur,  les  autres  sous  un  même  méridien  quelconque,  en  sorte 
que  les  premiers  soient  éloittnés  de  ce  méridien  de  i5,  '^o,  45  degrés,  et 
que  les  seconds  soient  pareillement  éloignés  de  i5,  3o,  45  degrés  de  l'é- 
quateur. L'Auteui'  veut  (jue  l'on  observe  l'ombre  de  chacun  de  ces  styles 
sur  un  plan  horizontal,  lorsque  le  Soleil  sera  à  la  t'ois  dans  ré(|uateur 
et  dans  le  méridien  donné,  ce  (jui  a  lieu  le  jour  de  l'équinoxe  à  midi  par 
rapport  à  ce  méridien;  et  il  prétend  pouvoir  conclure  la  figure  du  mé- 
ridien de  la  comparaison  de  l'ombre  des  styles  avec  celle  des  styles  de 
l'équateur. 

«   Car,  dit-il,  si  le  méridien  était  parfaitement  semblable  et  égal  à  l'é- 

>  quateur,  qui  dans  une  Planète  qui  roule  sur  elle-même  ne  peut  ne  pas 
»  être  un  cercle  parfait,  les  styles  plantés  sur  l'équateur  et  sur  le  méri- 
»   dieu  seraient  également  obliques  aux  rayons  solaires,  et  les  ombres 

'»  projetées  par  les  styles  du  méridien  seraient  alors  rigoureusement 
»  égales  aux  ombres  projetées  par  les  styles  correspondants  de  l'é(|ua- 
»  leur.  Il  est  donc  de  la  dernière  évidence  que  si  les  ombres  des  styles 
»  du  méridien  sont  respectivement  plus  longues  (|ue  les  ombres  des 
»  styles  correspondants  de  ré(|uateur,  les  styles  du  méridien  sont  plu.s 
«  obliques  que  ceux  de  l'équateur  aux  rayons  du  Soleil.  Or  les  styles  du 
»  méridien  ne  peuvent  être  plus  obliques  aux  rayons  du  Soleil  (|ue  ceux 
»  de  l'équateur.  (jue  parce  que  le  méridien  est  une  cii'coiiference  (|ui  va 
»   en  s'aplalissant  de  l'équateur  aux  pôles.   ■ 

Quant  à  la  distance  des  styles,  l'Auteur  ne  trouve  pas  la  moiudie  dif- 
ticulté  à  la  déterminer  :  «  L'élévation  du  |)ôle,  dit-il,  pour  déterminer 
»   les  points  différents  où  les  styles  doivent  être  plantés  sur  les  méridiens, 

>  et  l'élévation  du  Soleil,  pour  déterminer  les  points  également  distants 
»   où  doivent  éli'e  plantés  sur  l'équateur  les  styles  correspondants,  son! 

>  une  règle  qui  ne  saurait  manquer.  » 

Telle  est  la  méthode  que  l'Auteur  a  imaginée,  cl  ipi'il  croit  préférable 
à  celles  qui  ont  été  employées  dans  ces  derniers  temps  pour  déterminer 
la  figure  de  la  Terre.  Or,  sans  parler  de  la  dilHculté  de  placer  exactement 
les  styles,  ni  de  la  difficulté  encore  plus  grande  d'y  faire  les  observations 
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iliMiiiintlefS  aver  iiiK-  prccismii  assez  i^iaiulf  pour  poiivoii'  t-n  dcduiic  des 
(■(insé(|iit'nc('s  Ii'umi  justes  sur  la  eouibarc  des  méridiens  el  de  ré(|ualeur, 
il  esl  larilf  di-  se  eonvainere  (|ue  la  méthode  est  i-u  elle-même  illusoire, 
du  moins  sous  le  point  de  vue  où  l'Auteur  la  présente.  En  eU'et,  puisqu'on 
y  su|)pose  ipie  les  lieux  des  styles  du  méridien  y  soient  déterminés  pai' 
les  hauteurs  du  pôle,  déduites  à  l'ordinaire  de  l'oliservaliou  de  l'éléva- 
tion des  astres  sur  Ihorizon,  il  n'est  pas  diiricile  de  eoiuevoir  que  l'in- 
elinaison  des  styles  aux  rayons  du  Soleil  dépendra  uniquement  de  leurs 
dislances  en  latitude,  et  que  si  ces  distances  sont  égales  aux  distances 
en  longitude  des  styles  de  l'équateu^r,  les  ombres  des  styles  correspon- 
dants seront  nécessairement  les  mêmes,  quelle  que  puisse  être  la  figure 
du  méridien.  Il  faudrait,  pour  (|ue  la  méthode  de  l'Auteur  pût  servir  à  la 
détermination  de  la  ligure  de  la  Terre,  que  les  distances  en  latitude  des 
styles  du  méridien  fussent  déterminées  par  la  mesure  immédiate  des  de- 
grés; alors  les  observations  de  l'ombre  projetée  par  ces  styles  tiendraient 
lieu  des  obs-ervations  astronomiques  nécessaires  pour  déterminer  l'am- 
plitude des  arcs  du  méridien  compris  entre  les  styles.  Mais  cette  méthode 
rentrerait  ainsi  dans  celle  qui  a  été  mise  en  usage  par  les  Académiciens 
français:  seulement  (die  serait  moins  exacte  et  moins  sûre,  car  il  est  im- 
possible (juc  (les  observations  faites  avec  des  styles  puissent  jamais  at- 
teindre au  degré  de  précision  de  celles  (|ui  ont  été  faites  avec  de  très- 
grands  secteurs,  el  avec  tant  de  soin  et  de  scrupule. 

Il  parait  (Imic  pailii  (|ue  l'Auteur  de  ce  Mémoire  n'a  pas  une  idée  nette 
de  la  question,  et  encore  moins  des  dillicultés  (|u'elle  renferme:  el  (|ue 
le  nouveau  moyen  (|u'il  propose  pour  la  décider  ne  peut  en  aucune  ma- 
nii-re  mériter  raliention  des  Savants. 
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